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Lo que sabemos es una gota de agua,

lo que ignoramos es el océano.
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Introduccion

Sean G, H y K espacios de Hilbert complejos y £> = ¢%(IN) el espacio de Hilbert de las suce-
siones complejas cuadrado-sumables. Los temas que se desarrollan en esta tesis estdn vinculados,

de diferente modo, al estudio de ecuaciones de operadores del tipo:
BX =C, 1)

donde B: H — Ky C : G — K son operadores lineales y acotados; como asi también de

ecuaciones de operadores de la clase:

T*X*XT =1, @)

donde T : £2 — H es un operador lineal, acotado e inversilble; I es el operador identidad sobre ¢
y el operador incégnita X : H — H estd sujeto a la restriccién de ser lineal, acotado e inversible.
En esta tltima ecuacién consideramos que el espacio de Hilbert H es separable.

Sea L(H,K) el conjunto de operadores lineales y acotados de H en K, L(H) = L(H, H),
L(H)* el cono de los operadores semidefinidos positivos de L(H) y GI(H) el grupo de los op-
eradores inversibles de L(H). Dado T € L(H,K), el rango de T se denota R(T) y su ntcleo se
denota N(T).

En la primera parte de esta tesis centramos la atencién en el estudio de proyecciones simetriz-

ables para un operador A € L(H)™; es decir, proyecciones Q que verifican la condicién

AQ = Q*A. 3)

La igualdad (3) indica que la proyecciéon Q es autoadjunta con respecto al semi producto interno

( JaHXH—=C (En)s= (A5

Luego, tales proyecciones se denominan proyecciones A-autoadjuntas. Los operadores simetriz-
ables con respecto a un operador semidefinido positivo han sido objeto de estudio de diferentes
matematicos. El primero de los trabajos correspondientes a un estudio metédico sobre la teoria de
operadores simetrizables pertenece a M. G. Krein [41]. Luego siguieron trabajos de A. C. Zaanen

[60], W.T. Reid [55], P. D. Lax [43] y J. Dieudonné [24]. En trabajos mads recientes, P. Cojuhari y A.



10

Gheondea [16], S. Hassi, Z. Sebestyén y H. S. V. De Snoo [38] extendieron la teoria de simetriz-
abilidad a operadores no acotados T : D(T) C ‘H — K, con semi productos internos (, )4
sobre H'y (, )5 sobre K, donde B € L(K)*. Estos trabajos muestran la existencia de una intima
relacién entre operadores simetrizables para A y operadores autoadjuntos en L(R(A'/?)); aqui
R(A1/2) denota el espacio de Hilbert definido por el subespacio R(A!/2) con el producto inter-
no (AY2¢, AY2y) := (P&, Py), donde P es la proyecciéon ortogonal sobre la clausura del rango
de A. El enfoque planteado en esta tesis no se basa en el vinculo que existe entre operadores

simetrizables para A y operadores en L(R(A!/?)).

Dado A € L(H)" y un subespacio cerrado S C 'H se dice que el par (A, S) es compatible
si existe alguna proyeccién A-autoadjunta con rango S. La nocién de compatibilidad fue intro-
ducida por G. Corach, A. Maestripieri y D. Stojanoff [18] y ha sido estudiada para diferentes
clases de operadores autoadjuntos A (A inyectivo, A de rango cerrado, A positivo, etc.). Las no-
ciones de proyeccién y dngulos entre subespacios guardan una estrecha relacién. En particular,
la compatibilidad de un par (A, S) es equivalente a que el dngulo de Dixmier (ver definicién en
el Capitulo 1) entre los subespacios S y (AS)* es no nulo. Por otro lado, en [18] se prueba que
la compatibilidad de un par (A, S) es equivalente a la existencia de soluciones para la ecuacion
PsAPsX = PgA, donde Ps denota la proyeccién ortogonal sobre S; o bien, si se consideran las
representaciones matriciales de A € L(H)™ y de una proyeccién Q con rango S bajo la descom-
posicion H =S @& S 1, a saber,

A b y Q= 1y /
b* ¢ 0 0
se tiene que Q es A-autoadjunta si y solo si ay = b. Estas tltimas afirmaciones muestran una
relacién directa entre la teoria de compatibilidad y la existencia de soluciones para ecuaciones
como las definidas en (1). Tales ecuaciones se denominan ecuaciones tipo Douglas pues fueron es-
tudiadas por R. G. Douglas [26] en su teorema sobre inclusién de rangos y factorizacién de oper-
adores. El teorema de Douglas provee condiciones suficientes y necesarias para poder encontrar
soluciones de una ecuacién BX = C donde B y C son operadores acotados entre adecuados espa-
cios de Hilbert; en tal caso, garantiza la existencia de una tnica solucién D tal que R(D) C N(B)*.
Llamamos a esta solucion, la solucion reducida de Douglas. Si el par (A, S) es compatible, la tnica

proyeccién A-autoadjunta con rango S determinada por la solucién reducida de Douglas de la
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ecuacioén ax = b se denomina P4 s; esto es,

1 d
Pps =
00
donde d es la solucién reducida de Douglas de la ecuaciéon ax = b. El elemento Py s tiene

propiedades que lo distinguen entre todas las proyecciones A-autoadjuntas con rango S; tales
propiedades han sido muy bien descritas en los trabajos de G. Corach, A. Maestripieri y D. Sto-
janoff [18], [19], [20] y [21].

El vinculo entre compatibilidad y ecuaciones tipo Douglas nos motivé a profundizar el estu-
dio de estas tiltimas. En particular, extendimos la nocién de solucién reducida de Douglas de una
ecuacién BX = C reemplazando N(B)* por cualquier complemento cerrado de N(B). Denomi-
namos a estas nuevas soluciones, soluciones reducidas. Nuestro objetivo es estudiar las propiedades
que distinguen a las soluciones reducidas. En la descripcién de las soluciones reducidas, las in-
versas generalizadas no acotadas y la nocién de dngulo entre subespacios son elementos funda-
mentales.

La compatibilidad de un par (A, S) significa que el conjunto

P(A,S):={Q€L(H):Q*=0Q, R(Q) =Sy AQ = Q" A}

es no vacio. En tal caso, el concepto de soluciéon reducida conduce naturalmente a distinguir los
elementos del conjunto P (A, S) que surgen mediante soluciones reducidas de la ecuacién ax = b.
A tales proyecciones las llamamos proyecciones reducidas y son objeto de estudio en esta tesis. Por
otro lado, estudiamos propiedades métricas de proyecciones en L(H) cuando se reemplaza la

norma uniforme de operadores por las seminormas

ITlla = sup{[[T¢l[a: [Ig][a =1}

ITI’ = sup{IT¢lla: & € R(A), [Ig]la =1},
donde [|&[|3 = (&, &) 4y A € L(H)™. Este estudio también se relaciona con el estudio de solu-
ciones reducidas de ecuaciones tipo Douglas pues un elemento clave para obtener los resultados
consiste en la elecciéon de un operador A-adjunto conveniente (W € L(H) es un A-adjunto de
T € L(H) si AW = T*A), a saber, el operador A-adjunto determinado por la solucién reducida
de Douglas de la ecuaciéon AX = T*A.
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En la segunda parte de esta tesis estudiamos un problema de aproximacién de marcos que
tiene su génesis en la resolucion de ecuaciones como las definidas en (2). Las soluciones de esta
ecuacién guardan una estrecha relacién con los procesos de ortonormalizaciéon pues, si T es el
operador asociado a una base B = {#,},cn del espacio de Hilbert H (es decir, si £ = {€;}ien esla
base ortonormal canénica de ¢2, el operador T € L(£?,7H) est4 definido por Te; = 1;) entonces to-
da solucion D € GI('H) de la ecuacion (2) satisface que { DTe; };cn es una base ortonormal de H.
En particular, si H tiene dimensi6n finita, la solucién D = |T*|~! define el proceso de ortonormal-
izacién simétrica estudiado por R. Landshoff [42]. La base ortonormal obtenida con este proceso
tiene como operador asociado al operador unitario de la descomposicién polar de T, a saber,
|T*|~1T. Landshoff introdujo la ortonormalizacién simétrica con el propésito de ortonormalizar
un conjunto de vectores sin perder la simetria existente entre los elementos. Luego, P. O. Lowdin
[43] mostrd que el proceso de ortonormalizacion simétrica tiene una propiedad de minimalidad
que lo destaca entre los demds procesos. Més precisamente, prob6 que si T € GI(C") es el op-
erador asociado a una base B de C" y U es el operador unitario de su descomposicién polar

entonces

IT — Ul = min{||T — W| : W € L(C") unitario}, 4)

donde || . ||2 denota la norma Frobenius. La propiedad de minimalidad (4) fue extendida para
la clase de normas Schatten-p, para 1l < p < oo, por J. Aiken, J.Erdos y J. Goldstein [1], [2] para

espacios de dimensién finita e infinita, respectivamente.

Con el desarrollo de la teorfa de marcos para un espacio de Hilbert, introducida por R. J. Duffin
y A. C. Schaeffer en 1952, el problema de aproximacion (4) fue extendido al contexto de marcos,
pues este concepto generaliza la nocién de una base para un espacio de Hilbert. Una sucesiéon
E = {&n}nen en H es un marco para H si existen constantes a,b > 0 tales que, para todo ¢ € H
vale

2 2
allgll* < ) 1 ¢u) I* < bIEII
neN

Si & = {¢n}nen €s un marco y {€, },en denota la base ortonormal canénica de ¢2, el operador

T € L(¢?,H), definido por T(e,) = &, es el operador asociado al marco y se denomina operador de

sintesis. El operador de marco es S = TT* € L(H)™, es decir, S¢ = Y. (¢,&,) &n y es inversible. La

n=1
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principal caracteristica que presentan estas sucesiones estd dada por la siguiente descomposicion:

e= ) (e57G)c

Luego, todo elemento de H admite una representacién mediante una «combinacién lineal infini-
ta» de los elementos del marco. Por lo tanto, los marcos son vistos como «bases generalizadas». Si
el operador de marco es S = I, el marco se denomina un marco de Parseval y su operador de sintesis
es una co-isometria, es decir TT* = I. M. Frank, V. Paulsen y T. Tiballi [31] estudiaron el prob-
lema (4) en el contexto de marcos. M4s precisamente, si L?(H) denota la clase de los operadores
Hilbert-Schmidt de L(H) y el operador de marco TT* es de la forma I + H, donde H € L?(H),
entonces

T = Ul |2 = min{|[ |T — W [l2: W € L(¢*, H) y WW* = I}

En esta tesis presentamos una extension del resultado de Frank, Paulsen y Tiballi a la clase de
normas simétricas definidas sobre ideales de operadores compactos de L(H).

A continuacién describimos, brevemente, el contenido de esta tesis. En cada capitulo serd
incorporado el material preliminar requerido para su desarrollo.

Capitulo 1. Introducimos notacién, definiciones y resultados bésicos que utilizaremos du-
rante este trabajo. En particular, exponemos las definiciones de angulo de Friedrichs y dangulo
de Dixmier entre subespacios y recopilamos algunos de los resultados bdsicos que involucran a
estas nociones y que citaremos en reiteradas oportunidades en esta monografia. Por otro lado,
presentamos el teorema de factorizacién de operadores e inclusién de rangos de R. G. Douglas.

Capitulo 2. El principal objetivo de este capitulo es el estudio de soluciones reducidas de una
ecuacién tipo Douglas. Para su descripcién necesitamos trabajar con pseudoinversas no acotadas
de un operador en L(H, K); en particular, trabajamos con inversas internas, inversas externas
y la inversa de Moore-Penrose. Por tal motivo, al comienzo del capitulo presentamos una se-
leccién de resultados conocidos para pseudoinversas y otros resultados nuevos que generalizan
propiedades conocidas para la inversa (acotada) de Moore-Penrose. Dado T € L(H, K), una in-
versa interna de T es acotada si y sélo si T tiene rango cerrado; para tales T podemos caracterizar
diferentes clases de pseudoinversas mediante soluciones de ciertas ecuaciones tipo Douglas. Este
andlisis se desarrolla en el Teorema 2.2.1. Como consecuencia de nuestro enfoque obtenemos un
nuevo criterio para determinar la existencia y unicidad de la inversa de Moore-Penrose de un

operador de rango cerrado.
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Por otro lado, en el Teorema 2.3.1 justificamos la existencia de solucién reducida de una
ecuacion tipo Douglas. Mds precisamente, probamos que si B € L(H,K) y C € L(G,K) son
tales que la ecuaciéon BX = C admite una soluciéon y M es un complemento topolégico de N(B)
entonces existe una tnica solucién X, € L(G, H) de la ecuacion BX = C tal que R(X,q) € M.
En la descripcién de las soluciones reducidas intervienen distintos tipos de pseudoinversas del
operador B; ya que no requerimos la hip6tesis R(B) cerrado, nos vemos forzados a trabajar con
pseudoinversas no acotadas. Con respecto al estudio de este tipo de soluciones, el resultado prin-
cipal de este capitulo, el Teorema 2.3.8, afirma que entre todas las soluciones de una ecuacién
BX = C, las soluciones reducidas son aquellas que pueden ser factorizadas como B'C para al-
guna inversa generalizada B’ de B tal que R(B’B) es cerrado. Vemos ademds que este conjunto
coincide con el conjunto de aquellas soluciones Y tales que R(Y) tiene angulo de Dixmier positivo
con N(B). Luego, aplicamos estos resultados al problema de caracterizacién de soluciones positi-
vas de ecuaciones tipo Douglas. Este problema fue estudiado inicialmente por Z. Sebestyén [57].
Recientemente, ha sido resuelto por A. Daji¢ y J. J. Koliha [22] para operadores de rango cerrado.
En el Teorema 2.3.13 extendemos el resultado de Daji¢ y Koliha a operadores de rango no cerrado.

Los resultados desarrollados en este capitulo estan contenidos en los trabajos [4] y [8].

Capitulo 3. En este capitulo nos dedicamos al estudio de proyecciones reducidas. Si el par
(A,S) es compatible, una proyeccién Q € L(H) con rango S pertenece al conjunto P(A,S) si
y s6lo si su nicleo es un subespacio de S+4, el subespacio A-ortogonal de S. En la Proposicién
3.2.2 damos una descripcion mds detallada del ntcleo de cada elemento del conjunto P (A, S) la
cual afirma que Q € P(A,S) siy sélosi N(Q) = S5 N M para algin complemento topolégico
M de SN N(A). Esta caracterizacion, junto con los resultados probados en el Capitulo 2 para
soluciones reducidas de una ecuacién tipo Douglas, permite clasificar a la clase de proyecciones
reducidas. Mdas precisamente, en el Teorema 3.2.6, probamos que las proyecciones reducidas con
rango S son aquellas proyecciones Q € L(H) con rango S tales que N(Q) = Sx N M para algin
complemento topolégico M de S N N(A) y el coseno del dngulo de Friedrichs entre M y S es
nulo. Este conjunto coincide también con el de las proyecciones Q € L(H) con rango S tales que
los subespacios R(TPSQ y S N N(A) tienen dngulo de Dixmier positivo. El elemento P4 s es, en
particular, una proyeccién reducida; en el dltimo resultado de este capitulo lo exhibimos como
una solucién reducida de una ecuacién tipo Douglas y conectamos las soluciones reducidas de

esta ecuacién con proyecciones A-autoadjuntas. Algunos de los resultados presentados en este
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capitulo estan contenidos en [8].

Capitulo 4: El objetivo de este capitulo es estudiar propiedades métricas de proyecciones de
L(H) cuando se miden distancias con respecto a las seminormas de operadores || . |4y | . [|’4-
Un operador W € L(’H) se dice un operador A-adjuntode T € L(H) si AW = T*A. Mds aun, T se
dice A-autoadjunto si AT = T*A. Por lo tanto, T € L(H) admite un operador A-adjunto si y sélo
si la ecuacién AX = T*A tiene solucién. En tal caso, existe un operador A-adjunto distinguido:
la solucién reducida de Douglas de la ecuacion AX = T*A, que denotaremos T*. Este operador
posee propiedades similares a las que satisface el operador adjunto clasico y de su definiciéon
se desprende que es el tnico operador A-adjunto de T cuyo rango estd contenido en R(A). Si

T € L(H) admite un operador A-adjunto entonces T resulta acotado para las seminormas de

operadores || . |4y || - ||’;; més precisamente, si denotamos
La(H):={T € L(H) : T admite un A-adjunto};

Ly2(H) = AT € L(H) : [Tlla < oo};
LA(H) == {T € L(H) : | T|| < oo},

entonces valen las siguientes inclusiones (Proposicién 4.3.3):
La(H) € Lya(H) € LA(H) G L(H). ©)

Més atn, si T € L 412(H) entonces ||T|| 4 = || T||’y. Por otro lado, en la Proposicién 4.3.6 probamos

quesi T € LA(H) entonces A/2T(A/2)t es acotado y vale
Tl = IIAY2T(AV2)T]), (6)

donde (A!/2)t denota la inversa de Moore-Penrose de A!/2. La eleccién del operador A-adjunto
distinguido T*, el modo en que este operador acttia sobre el conjunto de las proyecciones A-
autoadjuntas, las inclusiones dadas en (5) y la identidad (6) son elementos fundamentales para
extender las propiedades métricas que poseen las proyecciones de L(H) cuando la métrica que
induce la norma espectral de operadores se reemplaza por las métricas que inducen las semi-
normas || . ||4 y || . |I’4. Otra herramienta significativa estd contenida en la Proposicién 4.4.2,

donde probamos que una proyeccién Q con rango contenido en R(A) es A-autoadjunta si y s6lo

si A/2Q(A1/2)t es una proyeccion ortogonal en L(H). En el transcurso de este capitulo veremos




que las proyecciones A-autoadjuntas satisfacen propiedades métricas andlogas a las que satis-
facen las proyecciones ortogonales y que extensiones inmediatas de ciertas propiedades en las
que intervienen proyecciones de L () son falsas. Los resultados principales estén contenidos
en las Proposiciones 4.4.3 y 4.4.6, en los Teoremas 4.4.8 y 4.4.9 y en la Proposicién 4.4.13. Por otro
lado, en la tltima seccién de este capitulo extendemos a las A-seminormas un resultado de V.
Ljance [44] que relaciona la norma de una proyeccién con el 4ngulo entre su rango y su ntcleo.
Para ésto, introducimos una definicién conveniente de dngulos entre subespacios dependiendo
del semiproducto (, ) 4. Algunos de los resultados contenidos en este capitulo han sido publica-
dos en [5].

Capitulo 5: En este capitulo tratamos el problema de aproximar un marco por marcos de
Parseval en ideales simétricamente normados de operadores compactos. Tal problema tiene su
origen en el proceso de ortonormalizacion simétrica de una base de C". Por este motivo, comen-
zamos el capitulo con una descripcién del proceso de ortonormalizacion simétrica y analizamos
sus propiedades, las cuales motivan los temas que estudiamos en esta parte de la tesis. También
desarrollamos un breve resumen de la teoria de marcos para un espacio de Hilbert y de ideales
simétricos de L(H). En la seccién 5.4 nos abocamos al tema que nos ocupa en este capitulo. Si
Lo(H) denota el ideal bilatero de operadores compactos de L(H), Loo(H) denota el ideal de op-
eradores de rango finito de L(H) e Z(H) es un ideal bilatero de L(H) entonces, por el teorema
de Calkin, vale Loy(H) € Z(H) C Lo(H). Por otro lado, un ideal bilatero Z(H) de L(H) se dice
simétricamente normado si sobre Z(’H) se define una norma simétrica que lo convierte en un es-
pacio de Banach. Las clases de operadores Schatten-p de L(H), para 1l < p < oo, son ejemplos
de ideales simétricamente normados de L(H). Otro ejemplo de ideales simétricamente normados
son los ideales definidos por las normas de Ky-Fan (ver definicién en el Capitulo 5). El resultado
principal de este capitulo, el Teorema 5.4.2, afirma que si T € L(¢2,H) es el operador de sintesis

de un marco E para Hy I — TT* € Lo(H) entonces
1T~ Uy = min{]| T~ W] ljg) : W € L2 H) y WW* = Iy} < oo,

donde U € L(£?, H) es la coisometrfa de la descomposicion polar de T'y || - [| 4 denota la k-ésima
norma de Ky Fan. Luego, la respuesta al problema de aproximacién de un marco por marcos de
Parseval en ideales simétricamente normados se obtiene como consecuencia del Teorema 5.4.2 y

de la Propiedad de dominancia de Ky-Fan (Proposicién 5.3.1).
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Capitulo 1

Nociones preliminares

1.1. Notacion y resultados preliminares

Alo largo de esta tesis G, H y K denotaran espacios de Hilbert complejos con producto interno
(,).Si¢ € H entonces ||E] = (C, §>1/2 indica la norma del vector ¢. El espacio de todos los
operadores lineales y acotados de H en K se denota L(H,K). Dado T € L(H,K), || T|| denota la

norma uniforme o espectral de T, esto es,

IT == sup{[|T¢][ : ¢ € Hy [IEll =1}

El algebra L(H,H) es abreviada por L(H) y L(H)" denota el cono de los operadores positivos
de L(H), es decir, L(H)" := {T € L(H) : (T¢,¢) > 0VY¢ € H}. También escribiremos T > 0
para indicar que el operador T es semidefinido positivo. Mds atin, dados T, R € L(H) la notacién
T < R significa que (T¢,&) < (RE,¢) para todo ¢ € H. Por otro lado, GI(’H) denota el grupo de
operadores inversibles de L(H), GI(H)" = GI(H) NL(H)" y U(H) el grupo de los operadores
unitarios de L(H) . El subconjunto de L(H, ) de los operadores de rango cerrado se denota
C(H,K). Ademas, Q denota el subconjunto de L(H) constituido por todas las proyecciones (es
decir, idempotentes). Dado un subespacio cerrado S C H, Qg denota el subconjunto de Q de
todas las proyecciones con imagen S y Ps denota la tinica proyeccién autoadjunta sobre S.

La clausura de un subespacio WW C ‘H se denota W y su complemento ortogonal es W-.

Dados dos subespacios W y W, tales que Wi N W, = {0}, la suma directa W + W, se denota

19
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por W, + W,. Siademas, W, C V\/lL entonces se denota W @ W, la suma directa ortogonal entre
W y Wa. La diferencia ortogonal entre Wy y W) se denota Wy © W, = Wy N Wi, Por otro lado, si
¢1,...,&n son vectores de H entonces el subespacio generado por ellos se denota gen{¢y,...,&n}-

Para todo T € L(H, K) se denota el rango de T por R(T), el nacleo de T por N(T) y el oper-
ador adjunto de T por T*. Ademads se denota, indistintamente, por I o 1, al operador identidad
en L(H).Si T € L(H)™, la tnica raiz cuadrada positiva de T se denota T'/2. Por otro lado, la
descomposicion polar de T € L(H, K) se denota T = U|T|, donde U € L(H, K) es una isometria
parcial tal que U*U = PW y Uu* = Pm y |T| indica el médulo del operador T, es decir,
|T| = (T*T)2. La descomposicién polar a derecha es T = |T*|U, donde U es la isometria parcial
de antes. Por otro lado, si 7 es un subespacio cerrado de H y S es un complemento algebraico
de 7 (es decir, S es un subespacio de H tal que S +7 = 'H) entonces Qs,,7 denota la tnica
proyeccion oblicua (es decir, no necesariamente ortogonal) con R(Q) = Sy N(Q) =T7.

Utilizamos el simbolo [ para indicar el final de una demostracién y el simbolo A para indicar
el final de una observacion.

Finalizamos esta seccién enunciando dos resultados elementales que serdn utilizados a lo

largo de esta tesis.
Lema 1.1.1. Sea A € L('H)™. Entonces:
1. N(A) = N(AV/2).
2. R(A) C R(AV2) CR(A).
3. R(A) es cerrado si y s6lo si R(A) = R(A/2).

Demostracion.

1. Es claro que N(A'/2) C N(A). Ahora, si & € N(A) entonces A/2& € R(AV/2) N N(AV/?) =
R(AY2) N R(AY?)+ = {0}. Es decir, & € N(A/2) y asi N(A) = N(Al/?).

2. La inclusién R(A) C R(A'/?) es inmediata. Sea ¢ = 7+« € H, donde y € N(A) y

x = lim A2, € R(AV/2) = N(AV2)L = N(A)*. Luego AV2¢ = lim Ay € R(A) y esto
prueba la segunda inclusién.

3. Si R(A) es cerrado, por el item anterior vale que R(A) = R(A'/?). Reciprocamente, si
R(A) = R(A'?) entonces para cada & € N(A)* existe 7 € N(A)* tal que AV/2& = Az. Luego

AV2(g — AV25) = 0y entonces ¢ = A2y € R(AY2). Por lo tanto R(A1/2) C R(AY/?) y asf
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A/2 tiene rango cerrado. Ahora, por hipotesis, R(A) = R(A/?) entonces R(A) C R(A) C R(A),

es decir, R(A) es cerrado. O

Lema 1.1.2. Sea T un subespacio cerrado de H y S C 'H un complemento algebraico de T . Entonces

Q = Qs /1 es acotada siy solo si el subespacio S es cerrado.

Demostracién. Si la proyeccion Q es acotada, es inmediato que R(Q) = S es cerrado. Reciproca-
mente, supongamos que R(Q) es cerrado. Para probar que la proyeccién Q es acotada es suficiente
mostrar que Q tiene grafico cerrado. Sea {&,} C H tal que ¢, TGy Qe = e R(Q), pues
R(Q) es cerrado. Luego Qy = 5. Entonces {, — Q& = (I — Q)¢&n B ¢—1n € N(Q) pues N(Q)
es cerrado. Por lo tanto, Q(§ — #7) = 0y asi # = QC; en consecuencia, Q tiene grafico cerrado y asi

resulta acotado. O

1.2. Operadores densamente definidos

En algunas ocasiones trabajaremos con operadores lineales T : H — K que no estan definidos
en todo elemento de H, en cuyo caso denotaremos por D(T) C H a su dominio. Si D(T) es denso
en Hy T : D(T) C 'H — K es acotado sobre D(T) entonces T admite una tnica extension a
L(H, K); tal extension se denota por T y vale ||T|| = ||T||.Si Ty : D(T1) € H — K, se dice que
T; es una extensiéon de T si D(T) C D(Ty) y Th¢ = T¢ para todo ¢ € D(T). En simbolos esto
se denota T C Tj. Por otro lado, la nocién de un operador adjunto se puede extender al caso no
acotado de la siguiente manera: dado un operador T : D(T) C ‘H — K, su operador adjunto T*

se define como el operador T* : D(T*) C K — H, donde
D(T*) ={¢ € K: existey € H tal que (Tx,&) = (x, 1) Yk € D(T)}

y T*¢ = 1. Simples célculos muestran que si D(T*) es denso entonces T = (T*)*. Luego, como

consecuencia, si T y R son operadores lineales acotados densamente definidos entonces:
LT =T =T* ;
ii. Si T = R*R entonces T = R* R.
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1.3. Angulos entre subespacios

Una nocién que estd naturalmente relacionada a las proyecciones oblicuas es la de dngulos
entre subespacios. Aqui trabajaremos con dos definiciones de dngulos que no son equivalentes
pero que guardan una relacion entre si. Dados dos subespacios cerrados S 'y 7 de H, el dngulo

de Dixmier entre S 'y 7 fue definido en [25] como el angulo 6y(S,T) € [0, %] cuyo coseno es

coso(S,T) :=sup{|(&,m)|:¢€S,neTylgll <1, nl| <1} (1.1)

La definicién anterior es la definicién mds natural que existe para medir dngulos entre subespa-
cios ya que considera el menor dngulo entre pares de rectas, una en S y otra en 7. Sin embargo,
esta definicién no es buena cuando los subespacios S y 7 tienen interseccién no trivial pues, en
tal caso, el angulo entre Sy 7 serfa nulo. La definicion de Friedrichs, que enunciamos a contin-
uacion, es mds general que la de Dixmier y contempla esta situacién. El dngulo de Friedrichs [32]

entre Sy 7 es el angulo (S, 7T) € [0, 5] cuyo coseno es
cos(S,T) :=sup{[ (g, n) [: € SN(SNT) ,p e Tn(SNT) y g <1, |yl <1}

Claramente, cuando S N7 = {0} ambos angulos coinciden. El seno de los angulos definidos

arriba es
seno(S,7) = (1 — cosy(S, 7)2)1/2 y sen(S,7) = (1 —cos(S, 7)2)1/2,

respectivamente. Los resultados que presentamos a continuacion seran utilizados frecuentemente
a lo largo de este trabajo. El lector interesado en las demostraciones de estos hechos y en mas
resultados referidos a dangulos entre subespacios puede consultar el trabajo de E. Deutsch [23] en
el que se exponen diferentes resultados sobre ambas definiciones y también se muestran diversas
relaciones que existen entre ellas. El libro de T. Kato [40] es también una excelente fuente de
consulta sobre este tema. Los tltimos dos items de la siguiente proposicion muestran una relacién
entre la nocion de dngulos y proyecciones oblicuas; el tiltimo item corresponde a un resultado de

V. E. Ljance [44].
Proposicién 1.3.1. Sean S y T subespacios cerrados de H. Entonces:

1. Si S + T es cerrado entonces (SNT)+ = S+ + T+. En particular, S+ + T es un subespacio

cerrado. Luego, S + T es cerrado si y sélo si S* + T+ es cerrado.
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2. §+ 1T es cerrado siy sélo sicos(S,7T) < 1.

3. cos(S,T) =0siysdlosiS =SNT +SNT+.

4. cosy(S,T) <1siysélosiSNT = {0} yS + T es un subespacio cerrado.
5. ||PsPr]|| = cos(S,T).

6. Si S+ T = H entonces ||Qs, /7| = (1 —cos(S, 7))~ 1/2.

1.4. El teorema de Douglas

Dedicamos esta seccién a enunciar y demostrar un resultado sobre rangos y factorizacién de
operadores, de R. G. Douglas [26]. Este resultado es el eje principal de la primera parte de esta

tesis y sera utilizado en diferentes oportunidades.
Teorema (Douglas). Sean B € L(H,K) y C € L(G, K). Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. Existe D € L(G,H) tal que BD = C.

2. R(C) C R(B).

3. Existe un niimero positivo A tal que CC* < ABB*.
Si una de estas condiciones vale entonces existe un iinico operador Xy gy € L(G, H) tal que

BXyp) =C y R(Xy(p:) € N(B)™
Ms aiin, el operador X gy satisface
[ Xng)L | =inf{A : CC* < ABB*}.

A esta solucién la llamaremos la solucién reducida de Douglas de la ecuacién BX = C.

Demostracion.

1—2 Esta implicacién es inmediata.

2—1Si R(C) C R(B) entonces para cada ¢ € G existe un tnico 7 € N(B)* tal que C& = By.
En efecto, supongamos que existe 771 € N(B)* tal que C& = Byy. Entonces B(y —171) = 0, es
decir, 7 — 171 € N(B) N N(B)* = {0}. Luego 7 = 71, como afirmamos. Por lo tanto, la aplicacién
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D : G — H tal que D¢ = 1 esta bien definida y es lineal. Mdas atin, BD = C. Para ver que D es
acotado es suficiente probar que su grafico, I'p, es cerrado. Sea ({,, 1) € I'p tal que ¢, e ¢
Y = 1 Luego, C¢ = nlgrolo Cen = nlgr;o Bn, = By. Por lo tanto D tiene gréfico cerrado y asi
resulta acotado.

1—-3 Si existe D € L(G,’H) tal que BD = C entonces para todo { € K vale (CC*¢,¢) =
IC*¢||* = |ID*B*Z||> < [[D*|[*|B*Z|[* = | D*||* (BB*E, ). Es decir CC* < || D*||*BB" y se obtiene
la implicacién.

3—1 Supongamos que existe A > 0 tal que CC* < A2BB*. Entonces ||C*Z|| < A||B*¢| para
todo ¢ € K. Luego, la aplicacion E : R(B*) — R(C*) definida por E(B*¢) = C*( es acotada.
Extendiendo E ala clausura de R(B*) por continuidad y definiendo E¢ = 0 para todo & € R(B*)*
valeque E € L(H,G) y EB* = C*. Asi BD = C, tomando D = E*.

Para probar la tltima parte del teorema, notemos que cuando probamos la implicacién 2—1,
el operador D que construimos tiene su rango contenido en N(B)+, supongamos que existe
D € L(G,H) tal que BD = Cy R(D) C N(B)* entonces B(D — D) = 0. Luego R(D — D) C
N(B)N N(B)* = {0}. Por lo tanto D = D. Por tltimo, sea A > 0 tal que CC* < ABB* en-
tonces || D*B*¢||> = ||C*¢||? < A||B*E||? y como R(B*)+ C N(D*) pues R(D) C N(B)* entonces
|[D*||> < A,lo cual indica que || D*||> = || D||? es una cota inferior del conjunto {A : CC* < ABB*}.
Ademads observemos que cuando probamos la implicacién 1—3 vimos que CC* < || D*||?BB* =

| D||>BB*, asi queda probada la afirmaci6n, tomando X)L = D- O

Corolario 1.4.1. Sean B € L(H,K)y C € L(G, K). Si la ecuacion BX = C admite solucion entonces

[ Xyl = inf{||D]| : D € L(G, H) tal que BD = C}.

1.5. Representacion matricial de operadores acotados

Fijado un subespacio cerrado S C H, los operadores de L(H) se pueden representar como
matrices 2 x 2 de acuerdo a la descomposicion H = S @& S+. Mds precisamente, para cada T €

L(H) la identidad

T = PsTPs + PsT(I — Ps) + (I — Ps)TPs + (I — Ps)T(I — Ps)
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puede reescribirse matricialmente como

t t
T— 11 t12 ,
b1ty

donde t;; = PsTPs|s € L(S), iy = PsT(I — Ps)|g. € L(S+,S), tyn = (I — Ps)TPs|s €
L(S,81 )yt = (I —Ps)T(I — Ps)|g. € L(S1). En particular, si A € L(H)" entonces

A— p (1.2)
b* ¢

notemos que a € L(S)" y c € L(S1)" pues A es semidefinido positivo. Ademds, Q € Qs y Ps

admiten las representaciones

1y 10
Q= y Ps= , (1.3)
00 00

donde y es algtn operador en L(S+,S).
Proposicién 1.5.1. Si A € L(H)™ tiene la representacion matricial (1.2) entonces R(b) C R(a'/?).

Demostracion. Comoc € L(S*) " entoncesc+1 € GI(S*)". Notemos que el operador A + Pg, =

a b
( ) € L(H)™". Luego,

b* c+1
1 —b(c+1)71 a b 1 0
0 <
0 1 b* c+1 —(c+1)7 1 1

B a—blc+1)"* 0 1 0
b* c+1 —(c+1)7 1 1

_ a—blc+1)"* 0 )

0 c+1

Entonces 0 < a — b(c+ 1)"'b* y asi b(c + 1)7'b* < a. Ahora, por el teorema de Douglas,
R(b(c41)71/2) C R(a'/?) y como (c +1)~1/2 es inversible entonces R(b(c 4+ 1)71/2) = R(b).

En consecuencia R(b) C R(a'/?), como afirmamos. O







Capitulo 2

Inversas generalizadas y ecuaciones

tipo Douglas

Este capitulo estd dedicado a estudiar una clase particular de soluciones de ecuaciones del
tipo BX = C, donde B y C son operadores acotados entre convenientes espacios de Hilbert. Tales
soluciones se denominaran soluciones reducidas y corresponden a una generalizaciéon natural de
la solucién reducida de Douglas. En el estudio de soluciones reducidas, las pseudoinversas de
un operador acotado y, entre ellas, la inversa de Moore-Penrose, constituyen una herramienta
central. Junto al concepto de pseudoinversas aparecen proyecciones oblicuas y vinculado a éstas
se tiene la nocién de dngulo entre subespacios. El objetivo de este capitulo es explicitar la relacién
entre las nociones de soluciones reducidas de ecuaciones tipo Douglas, pseudoinversas y dngulos
entre subespacios cerrados. En la dltima seccion del capitulo utilizamos estos resultados para

caracterizar soluciones reducidas positivas de ecuaciones tipo Douglas.

2.1. Nociones basicas sobre inversas generalizadas

En esta seccién presentamos una descripcién detallada sobre distintos tipos de pseudoinver-
sas de un operador acotado, haciendo especial hincapié en las inversas generalizadas. Tales op-
eradores serdn una herramienta fundamental a lo largo de esta tesis. Por este motivo incluimos

demostraciones de hechos conocidos como las caracterizaciones de inversas internas e inversas
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generalizadas. Las proposiciones 2.1.6 y 2.1.7, que son nuevas, generalizan resultados conocidos
para la inversa de Moore-Penrose de un operador acotado. El lector interesado en conocer més
resultados sobre pseudoinversas de operadores acotados en espacios de Hilbert puede consultar
los trabajos de M. Z. Nashed [50], [51], Engl y Nashed [29] y los libros de H. W. Engl, M. Hanke
y A. Neubauer [28], A. Ben-Israel y T. N. Greville [10], M. Z. Nashed [49], S. L. Campbell y C. D.
Meyer [13] y C. W. Groetsch [35] entre otros.

Antes de introducir las definiciones de pseudoinversas con las que vamos a trabajar notemos
que,siT € L(H,K) y M C H un complemento algebraico de N(T), es decir, M es un subespacio
de H tal que M + N(T) = H entonces el operador Ty := T|r : M — R(T) es inyectivo y por
lo tanto existe

Tt = (T|pm) P R(T) — M.
Definicién 2.1.1. Dado T € L(H,K), sea T' : D(T') C K — H un operador lineal cuyo dominio
contiene al rango de T y M un complemento algebraico de N(T).
. . . |
1. T’ es una inversa interna de T si T'|[g(1) = T ;.

2. T’ es una inversa generalizada de T si T' es una inversa interna de T y R(T") = M.

Las pseudoinversas de un operador acotado que hemos presentado en la definiciéon anterior
pueden ser exhibidas de diferentes maneras. Hemos elegido introducirlas de este modo, sigu-
iendo el enfoque que utiliza M. Z. Nashed [51], pues, cuando trabajemos con estos operadores
serd necesario conocer su rango y, en algunos casos, la descomposicién de su dominio. Dado
T € L(H,K), es usual decir que un operador lineal T' : D(T") C K — H cuyo dominio contiene
al rango de T es una inversa interna de T si TT'T = T y que T’ es una inversa generalizada de
TsiTT'T =Ty T'TT' = T'. En las Proposiciones 2.1.2 y 2.1.4 mostramos que estas definiciones

son equivalentes a las dadas en la definicién 2.1.1.

Proposicion 2.1.2. Sea T € L(H,K) y T' : D(T') € K — H un operador lineal cuyo dominio contiene

al rango de T. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. T’ es una inversa interna de T.
2. T'T = Quqy/N(r) para algiin complemento algebraico M de N(T).

3. TT' : D(T") — H es una proyeccion y R(TT') = R(T).
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4. TT'T=T.

Demostracion.

1. — 2. Si T/ es una inversa interna de T entonces T es una extension de T/T/ll para algin
subespacio M C H tal que M + N(T) = H.Sea & = &y + 1 € H,donde &py € M yn € N(T).
Entonces (T'T)?(&n +1) = T'TT'Tép = T'Tépq = T'TE. Luego (T'T)?> = T'Ty R(T'T) = M.
Por otro lado, es claro que N(T) C N(T'T). Ahora, sea § = ¢y +71 € N(T'T), donde &y € M
y 7 € N(T). Entonces T'T¢ = T'T(Eapm +1) = Cpm = 0. Porlo tanto ¢ = 5 € N(T) y asi
N(T'T) = N(T). Luego T'T = Q 1/ /n(T)-

2. — 3. Observemos que TQ,,/n(r)y = T- Como R(T) € D(T’), podemos calcular (TT')?.
Asi, (TT')> = TT'TT' = TQu//n(r)T' = TT'. Ahora, es inmediato que R(TT') C R(T). Sea
7 € R(T) entonces y = T¢ para algun § € M. Luegon = T¢ = TT'T¢ y asiny € R(TT’). Por lo
tanto R(T) = R(TT').

3. — 4. Como TT’ es una proyeccion sobre R(T) entonces TT'T = T.

4.—1.SiTT'T = T entonces (T'T)? = T'T. Ademéas N(T'T) = N(T).Enefecto,si& € N(T'T)
entonces T'T¢ = 0; asi T¢ = TT'T¢ = 0y luego N(T'T) C N(T). Claramente N(T) C N(T'T) y
entonces la igualdad vale. Tomemos M = R(T'T), como T'T = Q v, /n(1) entonces M + N(T) =
H. Veamos que T'|g(1) = T\ En efecto, sea & = &pq + 17 € H entonces T'T¢ = Qum/ /N6 =

Cm = TX/ll T¢Z. Por lo tanto, T’ es una inversa interna de T. O

Proposicién 2.1.3. Sea T € L(H, K) entonces T tiene una inversa interna en L()C, H) si y sélo si T tiene

rango cerrado.

Demostracién. Supongamos que existe ' € L(K,H) tal que TT'T = T. Entonces TT' es una
proyeccion en L(K). Luego R(TT’) es cerrado. Ademas, R(T) = R(TT'T) C R(TT') C R(T).
Asi, R(TT') = R(T) y por lo tanto T tiene rango cerrado. Reciprocamente, supongamos que
T € L(H, K) tiene rango cerrado y consideremos la proyeccién Pg(r). Por el teorema de Douglas,
la ecuacion TX = Py r) tiene solucion, es decir, existe T € L(K, H) tal que TT' = Pg(t)- Entonces

TT'T = Ty por lo tanto T tiene una inversa interna acotada. O

Proposicién 2.1.4. Sea T € L(H,K) y T' : D(T') C K — 'H un operador lineal cuyo dominio contiene

al rango de T. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. T’ es una inversa generalizada de T.




30 Capitulo 2. Inversas generalizadas y ecuaciones tipo Douglas

2. TT'T=TyTTT =T
3. T’ es una inversa interna de T con D(T') = R(T) 4+ N(T’).

Demostracion.

1. — 2. Si T’ es una inversa generalizada de T entonces, por la Proposicion 2.1.2, TT'T = Ty
R(T’) = M para algtin subespacio M tal que M + N(T) = H. Ahora, T'TT' = Qum/ /N T =
T

2. — 1. Como TT'T = T, por la Proposicion 2.1.2, T’ es una inversa interna de Ty asi T'T =
Qa//N(t) Para algtin subespacio M tal que M + N(T) = H. Por la definicién de inversa interna
se verifica que M C R(T'). Mas atin, como T’ = T'TT" = Q,/n(r)T’ entonces R(T') C My
asi R(T’) = M. Luego, T' es una inversa generalizada de T.

1. — 3. Es claro que R(T) + N(T’) C D(T'). Ahora,sea ¢ € D(T") yn = T'¢ € M, donde
M es algtin complemento algebraico de N(T). Entonces, { = Ty + ({ — Ty). Afirmamos que
¢ — Ty € N(T'). En efecto, por la definicion de inversa generalizada vale T'(¢ — Ty) = T'¢ —
T'Ty = T'¢ — = 0. Por lo tanto, ¢ € R(T) + N(T’). Por otro lado, si ¢ € R(T) N N(T’) entonces
¢ =Typaraalginy e My0=T'¢ =T'Ty =1n.Luego§ = Ty = 0.

3. — 1. Sea T’ una inversa interna de T y D(T’) = R(T) + N(T'). Como T’ es una inversa
interna de T entonces M C R(T’), para algtin subespacio M tal que M + N(T) = H. Consid-
eremos Ty +¢ € D(T') conyy € My ¢ € N(T'). Asi, T'(Ty + &) = T'Ty = n € M. Luego
R(T') € M yasi R(T") = M; es decir, T' es una inversa generalizada de T. O

Las inversas internas correspondientes a un complemento topolégico del ntcleo en lugar de
un complemento algebraico son particularmente interesantes porque, en tal caso, el operador

T'T = Quq//N(T) €s acotado. Dado T € L(H, K), denotaremos

I(T) ={T": D(T') CK — H talque T'T = Quq,/n(1) € L(H)}

Zo(T) = {T' € Z(T) : T esuna inversa generalizada de T}.
Lema2.1.5. Sean T € L(H,K)yC € L(G,K).SiT' € Z(T) y R(C) C R(T) entonces T'C € L(G, H).

Demostracion. Como R(C) C R(T) entonces, por el teorema de Douglas, existe D € L(G, H) tal
que TD = C. Ahora, como T’ € Z(T) entonces T'C = T'TD = Qq,/n(1)D € L(G, H). O




2.1. Nociones bdsicas sobre inversas generalizadas 31

En el proximo resultado caracterizamos, para un T € L(H, K), las inversas generalizadas en

T, (T) que tienen grafico cerrado.

Proposicién 2.1.6. Sea T € L(H,K) y T' € Iy (T). Entonces T' tiene grdfico cerrado si y sélo si
coso(R(T),N(T")) < 1.

Demostracion. Como T' € Z,(T) entonces R(T'T) = M es cerrado. Ademds, vale que M +
N(T) = Hy T'T = Quq//n(r)- Primero veamos que

{(€ Th8): SR} ={(Tn,m): n € H}NK x M. 21

En efecto, sea & € R(T) yn = Ty € M.Entonces Ty = TT) /¢ = TT'¢ = . Asi, (§, T)/¢) =
(Ty,n) y entonces queda probada la primera inclusién. Por otro lado, seay € My ¢ = Ty €
R(T). Luego, Ty, & = Ty Ty = 1. Por lo tanto, (Tn,17) = (&, T{&) y asi obtenemos la segunda

inclusién. Ahora, por la Proposicién 2.1.4 y la igualdad (2.1), tenemos que

r(T") {(, T'p): peD(T)} = {(p1 + 2, T'p1) : 1 € R(T), 2 € N(T')}
= {(u1, Tyim1) : 1 € R(T)} + {N(T') x {0}}

= {(Tn,n): n € H} N {K x M} +{N(T') x {0}}.

Consideremos los siguientes subespacios cerrados de K x H: F = {(Ty,n) : 1 € H} N{K x
M}y G = N(T') x {0}. Si mostramos que cosy(F,G) = coso(R(T), N(T')) entonces, por la
Proposicion 1.3.1, obtenemos la afirmacion pues F NG = {0} x {0} y entonces cos(F,G) =

cosy(F,G). Ahora,

coso(F,G) = sup{|(&,n)|: &= (Gu62) €F, = (1,00 €G, [E]* <1ylp|* <1}
= sup{| (GLm)|: G1 € R(T), 1 € N(T), &1l <y [lml* <1}
= coso(R(T), N(T")),
donde la dltima igualdad se obtiene luego de realizar simples calculos. O

Proposicién 2.1.7. Sea T € L(H) un operador autoadjunto y M un complemento topoldgico de N(T).

Entonces:

1. R(T) + M+ =Hy R(T) + M~ es denso en H.
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2. Si T : D(T') = R(T) + M+ — M es una inversa generalizada de T tal que N(T') = M=+

entonces (T')* = T'.

3.SiT € L(H)* y T' : D(T') = R(T) + Mt — M es una inversa generalizada de T tal que
N(T") = M entonces T’ es positivo; es decir, (T'¢,&) > 0 para todo ¢ € D(T').

Demostracion.

1. Como M y N(T) son subespacios cerrados entonces, por la Proposicién 1.3.1, vale R(T) +
ML = (N(T)n M)L = {0}+ = H. Ademas, si & € R(T)N ML = (N(T) + M)+ = {0}
entonces & = 0. Luego, R(T) + M+ = H. Por otro lado, H = R(T) + M+ C R(T) + M+. Por lo
tanto, R(T) + M+ = H.

2. Comencemos probando que D((T')*) = R(T) + M*. Si w = w; + wy € D((T")*), donde
w; € My wy € M* entonces, para cada w, existe € H tal que (T'x,w) = (x,1) para to-
dox = T¢+p € D(T'), donde & € My u € M. Tomemos u = 0. Luego, (T'T¢,w) =
<QM//N(T)§/W> = (§,w1) y (T¢,n) = (C, Ty). Entonces (¢, w1 — Ty) = 0 para todo { € M,
es decir, w; — Ty € M. Por lo tanto, w; € M+ +R(T) y asi w = wy +wp, € M* + R(T).
Reciprocamente, sea w = wy + wp € R(T) + M+, donde w; € R(T) y wy € M*. Ademés, sea
kK =T¢+pu € D(T'),donde & € M ypu € M*. Luego (T'(T¢ + u),w) = (&, wi). Por otro la-
do, si definimos 7 = T'w entonces (T¢ + i, 17) = ({,w1). Luego, w € D((T')*) y de esta ultima
inclusién también se obtiene (T')*w = T'w para todo w € D((T')*), es decir, (T')* = T'.

3.Sa¢ = Tn+w € D(T'),donde p € My w € M*. Luego, como T € L(H)" vale

(T'(Ty+w), Ty +w) = (T'Ty, Ty +w) = (T'Ty, Tn) = (Quay neryt T ) = (T ) 2 0. O

2.1.1. Lainversa de Moore-Penrose

Definicién 2.1.8. Dado T € L(H, K), un operador lineal T' : D(T') C K — H tal que R(T) C D(T")
es la inversa de Moore-Penrose de T si T' es la inversa generalizada de T con R(T') = N(T)' y

N(T") = R(T)* . De aqui en adelante denotaremos T™ a la inversa de Moore-Penrose de T.

La primera definicion explicita de la inversa de Moore-Penrose fue dada por E. H. Moore [48]
en 1920 para matrices. En 1955, R. A. Penrose publicé un trabajo sobre inversas generalizadas de
matrices [52] donde también defini6 a este operador, pero sin conocer el trabajo de Moore. Las

definiciones dadas por ambos matemaéticos coinciden y por este motivo se denomina al operador
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de la definicién 2.1.8 la inversa de Moore-Penrose. En nuestros términos, si H y K tienen dimen-
sién finitay T € L(H, K), ellos probaron que existe un tnico operador en L(/C, H) que resuelve

simultdneamente las siguientes ecuaciones:
TXT =T, XTX = X, TX = Pr(r), XT = Pypy1;

tal solucién es el operador que hoy conocemos como la inversa de Moore-Penrose de T. Mas tarde,
M. Z. Nashed [51] extendi6 este resultado cuando H y K son espacios de Hilbert de dimensién
infinita. En el libro de C.W. Groetsch [35] se introduce una nueva definiciéon para este operador
via un problema de la teoria de aproximacién. Més precisamente, dado T € L(H,K) se define
a la inversa de Moore-Penrose de T como el operador T : R(T) + R(T)* — H tal que Ty = p,
donde p es la tnica solucion de cuadrados minimos con norma minima de la ecuacién T¢ = 7.

Recordemos que w € 'H se dice una solucién de cuadrados minimos de la ecuacién T¢ = 7 si:
|Teo ]l < | T¢ — y]| paratodo & € H.

En la siguiente proposicién resumimos algunas propiedades de la inversa de Moore-Penrose de
un operador acotado y probamos que las diferentes definiciones dadas para este operador son

equivalentes.

Proposicién 2.1.9. Sea T € L(H,K) y T" : R(T) @ R(T)* — N(T)* la inversa de Moore-Penrose de

T. Entonces:

1. T es la iinica solucién del sistema

TXT =T, XTX =X, TX = P@‘D(X)r XT = PN(T)l/' (2.2)

donde X : R(T) @ R(T)* — H es lineal.

2. Sean € R(T) ® R(T)" . Si p es una solucién de cuadrados minimos de la ecuacion T¢ = 1y
llpll < l|w|| para todo w que es solucion de cuadrados minimos de TG = n entonces, el operador
T: R(T)® R(T)* — H definido por Ty = p es la inversa de Moore-Penrose de T. Reciprocamente,

T*y es la iinica solucion de cuadrados minimos con minima norma de la ecuacion TE = 1.
3. Paratodo T € L(H,K), el operador T* tiene grdfico cerrado.

4. SiTe€ L(H)y T = T* entonces (TT)* = T*.
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5. SiT € L(H)" entonces T" es positivoy T = (TV/2)H(TV2) |1ty

Demostracion.

1. Como T' es una inversa generalizada de T entonces TT'T = Ty T'TT' = T*. Ademas,
por la Proposicién 2.1.2, T'T = Pyeryr y TT+|D(T+) es una proyeccién con R(TT') = R(T).
Para probar que TTT = th)(ﬂ) resta ver que N(TTT) = R(T)*, o lo que es lo mismo,
N(TT') = N(T%). En efecto, es claro que N(TT) C N(TT"). Ahora, sea & € N(TT") entonces
Tt¢ € N(T)NN(T)* = {0}. Luego T*¢ = 0 y entonces & € N(T"). Por lo tanto N(TT*) = N(T*)
y en consecuencia T' es una solucién del sistema (2.2). Supongamos que existe otro operador
D : R(T) ® R(T)* — 'H que resuelve (2.2). Como TD = Pﬁb(ﬁ) entonces N(D) = R(T)*.
Ademds, como DT = Py r). entonces (Tt — D)T = 0; es decir, T+|R(T) = D|g(r)- Por lo tanto
D=T"

2. Primero veamos que R(T) = N(T)*.Sin € R(T) ® R(T)* consideramos Ty = w; + wy,
donde wy € N(T)* y wp € N(T). Afirmamos que w; es una solucién de cuadrados minimos de
T¢ = . En efecto, | Tw; — 1| = | T(wr +ws) — 1l = [ T(Fy) — g < |IT¢ — 5] para todo & € .
Por otro lado, si wy # 0 entonces |wi||> < [|w; + wa||? = || Ty|/% lo que contradice el hecho
que T7 es la tinica solucién de cuadrados minimos de minima norma. Por lo tanto w, = 0 y asi
Ty € N(T)*. Ahora,seaw € N(T)* y definimos = Tw. Luego, w = Tu. En efecto, notemos que
Tw = PR(T)Tw = PR(T)V Entonces, dado & € ‘H vale ||T¢ — u||?> = ||T¢ — P ;¢||2 WV -
ul? > ||P = #|> = ||Tw — u||*. Por lo tanto, w es una solucién de cuadrados minimos de

T¢ = u. Por otro lado, si ¥ € H es otra solucién de cuadrados minimos entonces || Tx — p|| =
| Tew — pll. Més atin, como || Tx — > = || Tx — Prrynl> + | Pregsie — 1l = 1T = Peggyl? +
|[Tw — p||?, entonces Tx = Prozy R = Tw; es dec1r K € w+N ( ). En consecuencia tenemos
que ||x||> = ||w||*> + ||8]|* > ||w||? donde & € N(T). Luego w es la tnica solucién de cuadrados
minimos con mfnima norma de la ecuacién T¢ = u, como afirmamos. Por lo tanto, R(T) =
N(T)*. Ahora probemos que T satisface las ecuaciones del sistema (2.2). Sin € R(T) ® R(T)*
entonces TTy = Prezyil, es decir TT = R(T)'R( T)or(T)L - En efecto, notemos que |T(Ty) — 7> =
IT(Ty) = Pyl + [Pt — 1112 = I T(Fy) — Py |+ I T(THy) = 12 = [ T(T) — |5 es
decir, T*# es una solucién de cuadrados minimos de T& = 7. Entonces | T(T'y) —y|| = |T(T*y) —
1l yasi T(Ty) = Pﬁﬂ, como afirmamos. Sea ¢ = &1 + & € H, donde &1 € N(T)* y & € N(T).
Entonces TTTEZ = TTT¢ = P |R LT§1 = T¢& = T¢; por lo tanto TTT = T. Como
R(T) = N(T)* entonces TT(',’—@H € N(T) NN(T)* = {0}; luego TT¢ = ¢ = Py(ry. 8. Por
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tltimo, notemos que TTT = Pyt T = T pues R(T) = N(T)* y asi concluimos que T es la
inversa de Moore-Penrose de T. Reciprocamente, como TTt = P@‘ R(T)&R(T)L entonces, dado
& € Hvale |[T& — |2 = ||T& — T(T*y) |2 + | T(T*y) — g2 > | T(T'y) | es decir T*y es una
solucién de cuadrados minimos de T¢ = 7. Si w € 'H es otra solucién de cuadrados minimos
de T¢ = 5 entonces ||Tw —n|| = |T(T*y) — || y luego w = T'y + 6, donde & € N(T). En
efecto, | Tw — 7||?> = ||Tw — T(T™y)||> + | T(TTy) — 7||>. Luego Tw = T(T'y) y entonces w €
Tty + N(T). Por lo tanto, |w||?> = || T*y||?> + ||6]|> y asi T'y es la tnica solucién de cuadrados
minimos con minima norma, como queriamos probar.

3. Como N(T*) = R(T)* entonces cosy(R(T), N(T')) < 1. Ahora, ya que T* € Z,(T), la
afirmacién es consecuencia de la Proposicién 2.1.6.

4.Como T = T* entonces R(T)+ = N(T). Luego T : R(T) @ N(T) — N(T)* y la afirmacién
es consecuencia de la Proposicién 2.1.7.

5.Como T € L(H)* entonces TT : R(T) ® N(T) — N(T)* y N(T") = N(T). Luego, la
positividad del operador T' es consecuencia de la Proposicién 2.1.7. Por otro lado, notemos
que R((TV2)"|pirr)) © R(TV2). En efecto, sea 1 € R((TY2) pipe)), 5 = (TV2)H(TE + ),
donde ¢ € N(T)* y w € N(T) = N(TV?). Luego, y = (TY2)N(TV2TV?¢ + w) = TV?¢ y
asi 7 € R(T'/?); entonces podemos calcular (Tl/z)*(Tl/z)WD(w). Ahora, dados ¢ € N(T)* y
w € N(T) vale (TV2)Y(TV)N(TE + w) = (TYV2)'TV2¢ = &y THTE + w) = & Por lo tanto,
Tt — (T1/2)+(T1/2)+|D(T+)-

O

2.2. Inversas generalizadas y ecuaciones tipo Douglas

Dado T € C(H, K), identificaremos a las ecuaciones del sistema (2.2) de la siguiente manera:

1 . TXT=T,

2 . XTX =X,
3 . (TX)* =TX,
4 . (XT)* =XT.

Denotaremos Ti], T[i,j], T[i, ], k|, T[i, ], k,1] los conjuntos de operadores X en L(/C, H) que sat-
isfacen las ecuaciones {i}, {i,j}, {i,j,k} y {i,j, k, 1} respectivamente, donde i,j,k,I = 1,2,3,4.
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Luego, por el resultado de Moore y Penrose, T[1,2,3,4] = {T"}.

En esta secciéon estudiamos la relacion entre las soluciones de las ecuaciones TX = Q, donde
Q es una proyeccion sobre el rango de T y los conjuntos T[1], T[1,i], T[1,i,j] y T[1,i,],k]. Parte
de la informacién contenida en el siguiente resultado se encuentra diseminada en la literatura,
mientras que otra parte es novedosa. El libro de Ben-Israel y Greville [10] contiene una excelente
exposicién de estos temas (ver en particular, capitulo 1y 2). Como consecuencia de este enfoque
obtenemos una manera muy breve de probar la existencia y unicidad de la inversa generalizada

de Moore-Penrose de un operador con rango cerrado.
Teorema 2.2.1. Sea T € C(H, K). Entonces:

(i) TNl ={X € L(K,H) : TX = Qparaalgtin Q € Qg(7)}-

(i) T[1,2] = {X € L(K,H) : TX = Q € Qg(ryy N(X) = N(Q)}.
(iii) T[1,3] = {X € L(K, H) : TX = Pr(p)}.

(iv) T[1,4] = {X € L(K, H) : XT = Pg(r+)}.

(v) T[1,2,3] = {X € L(K,H) : TX = Pg()y N(X) = R(T)*}.
(vi) T[1,2,4] = {X € L(K, ") : XT = Pg(p+) y R(X) € R(T*)}.
(vii) T[1,3,4] = {X € L(K,H) : TX = Pg(r) y XT = Prr) }-

(viii) T[1,2,3,4] = {solucién reducida de Douglas de TX = Pg(r)}.
Demostracion.

(i) Sea X € T[1], es decir, X verifica que TXT = T. Por lo tanto, TXTX = TX y R(T) C
R(TX) C R(T). Entonces TX € Qgr). Reciprocamente, sea X tal que TX = Q para algtn
Q € Qg(r) entonces TXT = QT =T.

(ii) Consideremos X € T/[1,2]. Entonces, por (i), TX = Q € Qg(r) y asi N(X) C N(Q). Por otro
lado, como X = XTX = XQ, entonces N(Q) C N(X). Asi N(X) = N(Q). Reciprocamente,
sea X € L(K,H) tal que TX = Q € Qg(r) y N(X) = N(Q) entonces, por (i), X € T[1].
Para probar que X € T[1,2], es suficiente observar que XTX = XQ = X, donde la dltima
igualdad vale porque N(Q) = R(I — Q) = N(X).
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(iii) La demostracion es inmediata: por (i) todo X € T[1,3] satisface que TX = Q para algun
Q € Qg(r)- Ademads (TX)* = TX, entonces Q" = Qy luego Q = Py(r). La reciproca es

trivial.

(iv) Sea X € T[1,4]. Entonces T*X*T* = T* y asi T*X* € Qg(r+). Ahora, como X € T[4], vale
que T*X* = XT = Pg(r+). Reciprocamente, si XT = Pg(r+) = T*X" entonces T*X*T* = T*
yasi X € T[1,4].

(v) Si X € TI1,2,3] entonces, por (ii), TX = Q € Qg(r) y N(X) = N(Q). Ademds, como
X € T[3], vale que Q" = (TX)" =TX = Q. Asi Q = Pr(p) y N(X) = R(T)*. Para probar la
reciproca, tomemos X tal que TX = Pp(1) y N(X) = R(T)*; entonces, por (i), X € T[1,2] y
TX = (TX)*. Esto prueba que X € T[1,2,3].

(vi) Sea X € T[1,2,4]. Por (iv), XT = Pg(y+). Entonces X = XTX = Pp(p)X y asi R(X) C
R(T*) = N(T)*. Reciprocamente, por (iv), s6lo resta probar que X € T[2]. Ahora, XTX =
Pg(r+)X = X donde la tltima igualdad vale porque R(X) C R(T™).

(vii) Laigualdad es consecuencia de los items (iii) y (iv).

(viii) Es suficiente mostrar que T" es la solucién reducida de Douglas de TX = Pg(r), pero este

hecho es una consecuencia inmediata de los items (iii) y (vi).

O

Observacién 2.2.2. Si T € C(H,K) entonces la ecuacién TX = Py tiene una solucién. Mas
aun, la solucién reducida de Douglas es la inversa de Moore-Penrose de T. Este es el significado
del dltimo {tem del teorema anterior. Luego, las condiciones necesarias y suficientes para que
un operador D € L(K,H) sea la inversa de Moore-Penrose de T € C(H,K) son TD = Pg(r)y
R(D) C N(T)*. Esta parece ser la manera mas breve de testear las identidades de Moore-Penrose

para un operador de rango cerrado. A

Observacion 2.2.3. La ecuacién XT = C es equivalente a T*X* = C*. Luego, los conjuntos T*[1],
T*[1,i], T*[1,i,j] y T*[1,i,],k] estan relacionados con las soluciones de las ecuaciones XT = Q,

donde Q* € Qg(r+). A
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2.3. Soluciones reducidas de ecuaciones tipo Douglas

En el siguiente resultado presentamos una versién mas general del criterio de Douglas en
el cual extendemos la nocién de solucién reducida. La prueba es similar a la presentada para

demostrar dicho teorema, por este motivo no la incluimos.

Teorema 2.3.1. Sean B € L(H,K) y C € L(G, K) tales que R(C) C R(B). Si M es un complemento
topoldgico de N (B) entonces existe una tinica soluciéon X € L(G, H) de la ecuaciéon BX = C tal que

R(X ) € M. Llamaremos al operador Xy la solucién reducida para M de la ecuacion BX = C.
Oservaciones 2.3.2.

e Sila ecuacién BX = C tiene solucién y M es un complemento algebraico de N (B) entonces
existe un tnico operador lineal X4 : G — H tal que BXy = Cy R(X() € M. Sin em-
bargo, en este caso, no podemos garantizar que Xy resulte acotado. Veamos los siguientes
ejemplos:

i. Sea T € L(H) y M un subespacio no cerrado de H tal que M + N(T) = H. La proyec-
cién Q = Qay//n(t) €s solucién de la ecuacion TX = Ty ademds R(Q) C M, pero Q
no es acotada ya que M no es cerrado.

ii. Sea S un subespacio cerrado de H y M un subespacio no cerrado de H tal que M +

S = H.Si{ € M entonces Py, (s} es una solucion acotada de la ecuacién Pg, X =

Pg1 Pooniey y ademads satisface R(Pyeqs)) € M.

e Si M = N(B)' entonces el operador Xy()L es la solucion reducida de Douglas de la

ecuacion BX = C. A

Corolario 2.3.3. Sean B € L(H,K) y C € L(G,K) tales que R(C) C R(B). Si X es la solucion
reducida para M de la ecuacién BX = C entonces N(X ) = N(C).

Demostracion. Como BX 4 = C entonces N(X () € N(C). Ahora, sea & € N(C). Entonces 0 =
C¢ = BX\(C. Luego, X & € R(Xp) NN(B) C MNN(B) = {0}. Porlo tanto { € N(X ) y asi
N(X ) = N(C). O
Corolario 2.3.4. Sean B € L(H,K) y C € L(G,K) tales que R(C) C R(B). Toda soluciéon Y de la

ecuacion BX = C puede escribirse como

Y = Xo+ X,
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donde X es una solucion de la ecuacion homogénea BX = 0y X es la solucion reducida para M de la

ecuacion BX = C.

Demostracion. Sean Y y X ¢ una solucioén y la solucion reducida para M de la ecuacién BX = C,
respectivamente. Entonces Xg = Y — X es una solucién de la ecuacién homogénea BX = 0y

asi obtenemos la afirmacion. O

Si D es una solucién de la ecuaciéon BX = C entonces, en muchos casos, es ttil tener una
expresion explicita de este operador; mds precisamente, es ttil encontrar un operador B tal que
D = BC. Observemos que en tal caso, el operador B acttia como una suerte de inversa de B
pues BBD = D. En la siguiente proposicién damos condiciones equivalentes para garantizar tal

factorizacion de la solucion.

Proposicién 2.3.5. Sea D € L(G, H) una solucion de la ecuacion BX = C. Las siguientes condiciones

son equivalentes:

1. D = BC para algiin operador lineal B : D(B) — H con R(C) C D(B);

3. R(D)NN(B) = {0}.

Demostracion.

1 — 2Si D es una solucién de la ecuacién BX = C, es decir, si BD = C, entonces N(D) C N(C).
Ademés, como D = BC para algtn operador lineal B : D(B) — H con R(C) C D(B) entonces
N(C) C N(D),yasi N(C) = N(D).

2 — 1 Consideremos el operador B : R(C) — H definido por B(C¢) = D¢. Es facil verificar
que B es lineal. Ademas, B esta bien definido. En efecto, sean &, € G tales que C¢; = C¢a.
Entonces D& = D¢ pues N(C) = N(D). Por otro lado, es claro que BC = D y asi queda
probada la implicacién.

2 < 3 Sea D una solucién de la ecuaciéon BX = C y supongamos que R(D) N N(B) = {0}.
Si ¢ € N(C) entonces BDE = C¢ = 0, es decir, D& € R(D) N N(B) = {0}. Asi { € N(D) y por
lo tanto N(C) C N(D). Por otro lado, es inmediato que N(D) C N(C) ya que BD = C. Luego
N(C) = N(D). Reciprocamente, si N(D) = N(C) y ¢ = Dy € R(D) N N(B) para alguny € G
entonces Cy = BDy = B = 0. Asiy € N(C) = N(D). Entonces { = Dy = 0y por lo tanto
R(D) N N(B) = {0}. O




40 Capitulo 2. Inversas generalizadas y ecuaciones tipo Douglas

Corolario 2.3.6. Toda solucion reducida Xy de la ecuacion BX = C puede escribirse como X4 = BC,

para algiin operador lineal B tal que R(C) C D(B).

Demostracion. Como R(X () N N(B) € M N N(B) = {0} entonces la afirmacion se obtiene de la

Proposicion 2.3.5. O

Observacién 2.3.7. Si la ecuacién BX = C admite solucién, la solucién reducida de Douglas es
Xnp)r = B'C. En efecto, la afirmacién es consecuencia del Lema 2.1.5 y del hecho que BB =

PN(B)J-' A

En el préximo resultado describimos al operador B del Corolario 2.3.6. Probaremos que para
las soluciones reducidas vale una factorizacion similar a la que admite la solucién reducida de
Douglas cuando la inversa de Moore-Penrose de B se reemplaza por una inversa generalizada en
T, (B). Mas atin, caracterizamos a las soluciones reducidas mediante éngulos. Como consecuen-
cia, veremos que las soluciones reducidas son exactamente las soluciones que pueden ser escritas
como BC para algtin B con R(C) C D(B) si se afiaden algunas hip6tesis sobre la dimensién de los

espacios de Hilbert involucrados.

Teorema 2.3.8. Sean B € L(H,K) y C € L(G,K) tales que R(C) C R(B). Si Y € L(G, H) es una

solucion de la ecuacion BX = C entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
1. Y es una solucién reducida de BX = C;
2. Y = Qy/n(B)Xn(p)L para algiin complemento topoldgico M de N(B);
3. Y = B'C, donde B' € Zy(B);
4. Y = B'C, donde B € Z(B);

5. cosp(R(Y),N(B)) < 1.

Demostracion.

1 — 2. Sea Y una solucién reducida para M de la ecuaciéon BX = C. Consideremos el operador
B’ : R(B) + R(B)* — M definido por B’ = Q//n()B"- Luego B'B = Quq//n(5)Pypyt =
Qy/n(B) €s acotado pues M es cerrado. Asi, Y = B'BY = Quq//n(5)B'BY = Quy/n(5)BTC =

Qmy /N (B)XN(B)L, COMO queriamos probar.
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2 — 3. Supongamos Y = Quq//n(B)Xn(p):- En el pérrafo anterior vimos que el operador
B" = Qy/n(p)B" satisface que B'B = Q//n(p); Mds atn, se tiene que B’ € Z,(B). En efecto,
como B'B = Q,,,/ N(B) entonces B’ es una inversa interna de B y como M es cerrado entonces
B'B € L(H). Ademds, B'BB' = Qv /(5B = B'- Luego, Y = Quu//n(p) Xn(s): = B'BXyp)t =
B'C.

3 — 4. Esta implicacién es inmediata pues Z,(B) C Z(B).

4 — 5.SeaY = B'C, donde B’ € Z(B). Luego R(Y) = R(B'C) C R(B'B) = M para algun
subespacio cerrado M tal que M + N(B) = H. Asi, R(Y) C M y entonces R(Y) N N(B) = {0}.
Més atn, ya que M + N(B) = H es cerrado, tenemos que cosy(M, N(B)) < 1. Luego, como
R(Y) € M entonces cosg(R(Y), N(B)) < cosg(M, N(B)) < 1y asi queda probada la afirmacién.

5 — 1. Si cosp(R(Y),N(B)) < 1 entonces, por la Proposicién 1.3.1, R(Y) " N(B) = {0} y

R(Y) + N(B) es cerrado. Asi, R(Y) 4+ N(B) es un subespacio cerrado. Por lo tanto M = (R(Y) +
N(B))* + R(Y) tiene las siguientes propiedades: a) es cerrado, pues (R(Y) + N(B))*+ C R(Y)+;
b) R(Y) € M;c) M + N(B) = ‘H. Para probar la tltima propiedad, sea ¢ = & + & € MNN(B),

donde & € (R(Y) +N(B))ty & € R(Y).Entonces & — & € (N(B) +R(Y))N(N(B) +R(Y))* =
{0}. Asié; =0yentoncesé = ¢, € N(B)NR(Y) = {0}.Porlotanto ¢ = 0yasi M NN(B) = {0}.

Como R(Y) + N(B) es cerrado entonces es inmediato que M + N(B) = H. Luego, Y es una

solucion reducida para M de la ecuacion BX = C. O

Corolario 2.3.9. Sean B € L(H,K), C € L(G,K)eY € L(G,H) tales que BY = C. Si H tiene

dimension finita entonces las siquientes condiciones son equivalentes:
1. Y es una solucién reducida de la ecuacién BX = C;
2. Y = BC para algiin operador lineal B con R(C) C D(B).

Demostracion.

1 — 2 Esta implicacién es consecuencia del Teorema 2.3.8.

2 — 1Si Y = BC para algtin operador lineal B con R(C) C D(B) entonces, por la Proposicién
235, R(Y)NN(B) = {0}. Ademads, como R(Y) + N(B) tiene dimensién finita entonces R(Y) +
N(B) es un subespacio cerrado. Luego, por la Proposicion 1.3.1, cosp(R(Y), N(B)) < 1y asi, por

el Teorema 2.3.8, Y es una solucién reducida de la ecuacién BX = C. O]
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El siguiente ejemplo muestra que el Corolario 2.3.9 puede ser falso en el caso infinito dimen-

sional.

Ejemplo 2.3.10. Sea D € L(H) un operador de rango no cerrado y ¢ € R(D) \ R(D). Definimos
B = Py, (¢} 1 - Claramente, D es una solucion de la ecuacion BX = BD. Més atin, N (B) =gen{¢}y
entonces R(D) N N(B) = {0}. Asi, por la Proposicién 2.3.5, D = BBD para algtn operador lineal
B:D(B) — H con R(BD) C D(B). Sin embargo, D no es una solucién reducida de la ecuacién

BX = BD. En efecto, como R(D) N N(B) = N(B) # {0} entonces coso(R(D), N(B)) = 1. Luego,

por el Teorema 2.3.8, D no es una solucién reducida.

Observacién 2.3.11. En el Corolario 1.4.1 vimos que la solucién reducida de Douglas tiene norma
minima entre todas las soluciones de la ecuacién en cuestién. Aqui veremos que ocurre lo mismo
con las soluciones reducidas para M, cuando se considera una norma (||| - |||) equivalente a
la norma de operadores inducida por (, ). Sea M un complemento topolégico de N(B), sea
X € L(G,H) la solucién reducida para M de la ecuacién BX = C y sea B’ : R(B) @ R(B)* C
K — M C 'H una inversa generalizada de B tal que N(B’) = R(B)*. Entonces X, = B'C.
Consideremos Q = Qv /np) YA = Q*Q+ (I - Q*)(I — Q). Luego A € GI(H)™ induce un
producto interno, a saber, (¢,7), = (Ag, ). Entonces <QM//N(B)(;’7>A = <§, QM//N(B)’7>A
para todo &,1 € H. Es decir, Q v/, N(B) €8 ortogonal con respecto al producto interno (, ) 4, 0, lo
que es lo mismo, AQu//n(B) = Qiy/n(p) A Luego, M = N(B)*4, el complemento ortogonal
de N(B) respecto a (, ) 4. Por lo tanto, si desde ahora consideramos H con el producto interno
(, ) 4 entonces la inversa generalizada B’ definida anteriormente es la inversa de Moore-Penrose
de B. Luego, X s = B/C esla solucién reducida de Douglas de la ecuaciéon BX = Cy asi ||X ||| =
inf(|IDI : D € L(G,H) tal que BD = C}; donde [|D||| = sup{|ID¢ll : & € G, Jl&ll = 1}.
Notemos que, como A € GI(H)™, entonces (, ) , v (, ) son equivalentes. Por lo tanto, las normas

de operadores inducidas por ellos también son equivalentes. A

2.3.1. Soluciones reducidas positivas

Esta subseccién estd dedicada a estudiar soluciones reducidas positivas de ecuaciones tipo
Douglas. El primero en dar una condicién equivalente a la existencia de soluciones positivas de

este tipo de ecuaciones fue Z. Sebestyén [57] quien prob¢ el siguiente resultado:
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Teorema (Sebestyén). Sean B,C € L(H,K) tales que R(C) C R(B). Entonces, la ecuacién BX = C

admite una solucion positiva si y sélo si CC* < ABC* para alguna constante A > 0.

Sin embargo, el resultado de Sebestyén no provee una férmula explicita de tal solucién. Mas
tarde, A. Daji¢ y J. J. Koliha [22] dieron una férmula para la solucién positiva bajo algunas hipé6te-

sis extras. Mds precisamente, ellos probaron el siguiente resultado:

Teorema (Daji¢-Koliha). Sean B,C € L(H, K) tales que R(C) C R(B) y R(B) y R(BC*) son cerrados.

Si la ecuacion BX = C tiene una solucién positiva entonces la solucion general positiva estd dada por
X = C*(BC*)'C+ (I-B'B)S(I — B'B)*,

donde S € L(H)* y (BC*)' y B son inversas internas arbitrarias de By BC*, respectivamente. Mds aiin,

C*(BC*)'C es una solucién positiva independiente de la eleccion de la inversa interna (BC*)'.

A continuacién probamos que la férmula de A. Daji¢ y J. J. Koliha vale si las condiciones R(B)
y R(BC*) cerrados se reemplazan por una cierta condicién de angulo. En la Observacién 2.3.14
mostramos que nuestras hipétesis son mas débiles que las de Daji¢ y Koliha. Antes, enunciamos

un lema que necesitaremos para probar el resultado.

Lema 2.3.12. La solucién general autoadjunta de la ecuacion homogénea BX = 0 estd dada por
Y = (I - B'B)Z(I — B'B)*,

donde Z € L('H) es un operador autoadjunto y B’ € Z(B).

Demostracién. Paratodo B’ € Z(B) vale I — B'B € Q). Sea Y una solucién de BX = 0. Entonces
R(Y) € N(B)yasiY = (I — B'B)Y para toda B" € Z(B). Si ademés Y = Y*, tenemos que
Y =Y(I-B'B)*yasi Y = (I — B'B)Y(I — B'B)*. Reciprocamente, si Z € L(H) es autoadjunto
entonces Y = (I — B'B)Z(I — B'B)* es una solucién autoadjunta de BX = 0. O

La demostracién del siguiente resultado sigue el esquema de la prueba presentada por Daji¢

y J.J. Koliha [[22], Theorem 5.2]

Teorema 2.3.13. Sean B,C € L(H,K) tales que la ecuacion BX = C tiene una solucion positiva. Si

R(C) C R(BC*) y co(R(C*),N(B)) < 1 entonces

Xo = C*(BCH)'C
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es una solucion reducida positiva de la ecuacion BX = C. Ademds, la solucién general positiva es
Y = C*(BC*)'C + (I — B'B)S(I — B'B)*, (2.3)
donde S € L(H)* y B' € Z(B).

Demostracién. Comencemos notando que Xo = C*(BC*)'C € L(H) porque R(C) C R(BC*)
(Lema 2.1.5). Més atn, ya que la ecuacién BX = C admite una solucién positiva entonces, por el

Teorema de Sebestyén, BC* € L(K)" y asi (BC*)" es positivo (Proposicién 2.1.9). Luego, Xy €

L(H)*. Ademés, BXy = B(C*(BC*)™C) = Pmb(wc*)ar)c = C. Por otro lado, R(Xp) = R(C*).
En efecto, ya que BXy = C entonces N(Xy) € N(C) lo cual implica que R(C*) C R(Xp). La otra

inclusion es una consecuencia inmediata de la definicién de Xp. Luego, como co(R(Xp), N(B)) =
co(R(C*),N(B)) < 1, por el Teorema 2.3.8, afirmamos que X es una solucién reducida. En lo que
resta de la demostraciéon nos dedicaremos a probar la férmula (2.3). Sea Y una solucién positiva
de BX = C. Entonces Y — X es una solucién autoadjunta de BX = 0. Consideremos B € Z(B)
tal que X = BC; la existencia de tal B estd garantizada por el Teorema 2.3.8. Luego, por el Lema
2.3.12, tenemos que

Y — Xo = (I — BB)Z(I — BB)*, 2.4)

para algun Z € L(H) autoadjunto. Entonces,

A N

(I-BB)Y(I-BB)* = (I—BB)Xo(I—BB)*+(I—BB)Z(I— BB)*
= (I-BB)Z(I - BB)*.

Notemos que S = (I — BB)Z(I — BB)* € L(H)* porque Y € L(H)*. Sea B’ € Z(B). Luego,
(I — B'B)(I — BB) = (I — BB) y entonces de la ecuacién (2.4) se obtiene que Y — Xy = (I —
B'B)(Y — Xo)(I — B'B)*. Asi, Y = Xy + (I — B'B)S(I — B’B)*. Reciprocamente, si Y = Xj +
(I — B'B)S(I — B'B)*, donde S € L(H)" y B’ € Z(B) entonces Y es una solucién positiva de
BX =C. O

Observacién 2.3.14. Las hipotesis del Teorema 2.3.13 son mas débiles que las hipétesis de A. Daji¢
y J. ]. Koliha. En efecto, supongamos que las hip6tesis de Daji¢ y Koliha valen. Como la ecuacién
BX = C admite una solucién positiva entonces CC* < ABC* para alguna constante no negativa A.
Por lo tanto, por el Teorema de Douglas, R(C) C R((BC*)'/?). Asi, si R(BC*) es cerrado entonces
R(C) C R((BC*)/2) = R(BC*). Por otro lado, de la desigualdad CC* < ABC* obtenemos que
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N(BC*) C N(C*), y asi si R(BC*) es cerrado entonces R(C) C R(BC*) = R(CB*) C R(C). Por
lo tanto, R(C) es cerrado. Ademas, la condicién N(BC*) C N(C*) implica R(C*) " N(B) = {0}.
Finalmente, si Xo = C*(BC*)C entonces R(C*) = R(XoB*) C R(Xp) C R(C*), es decir, R(C*) =
R(Xp). Ahora, R(C*) + N(B) = R(Xq) + N(B) = B~1(R(C)) es cerrado y asi, por la Proposicién

1.3.1, ¢o(R(C*),N(B)) < 1. Reciprocamente, sea C € L(H)" con rango no cerrado y B = Pr = R(C)
Obviamente, C es una solucion reducida positiva de la ecuacion BX = Cy R(C) C R(BC*).

Ademas, co(R(C*), N(B)) = 0. Sin embargo, R(BC*) = R(C) no es cerrado. A

Observacién 2.3.15. Sean B y C operadores que satisfacen las hipétesis del Teorema 2.3.13 y M
un complemento topolégico de N(BC*). Entonces la solucion reducida positiva X del Teore-
ma 2.3.13 es Xo = C*(BC*)'C para toda inversa generalizada (BC*)' de BC* tal que (BC*)’

R(BC*) + M+ — M y N((BC*)") = M. En efecto, sea (BC*)’ una inversa generalizada de
BC* con esas caracteristicas. Como BC* € L(K)™ entonces, por la Proposicién 2.1.7, (BC*)' es
un operador positivo. Luego X; = C*(BC*)'C € L(H)'. Ademads, BX; = B(C*(BC*)'C) =
Qr(pc+)//mrC = C. Para probar que Xo = X veamos que ambas soluciones son soluciones

reducidas de BX = C para un mismo complemento topoldgico de N(B). Para ésto observe-

mos que, como co(R(C*),N(B)) < 1 entonces R(C*) + N(B) es cerrado y entonces el sube-

spacio W = (R(C*) + N(B))* + R(C*) es un complemento topolégico de N(B). Luego, como

R(Xo) = R(C*) C W entonces Xj es la solucién reducida para V. Ahora, si probamos que

R(X71) = R(C*) entonces X; también resulta una soluciéon reducida para WV y asi concluimos que

Xo = Xj. Es claro que R(X;) C R(C*). Ademas, como BX; = C entonces N(X;) € N(C), olo

que es lo mismo, R(C*) C R(X7). En consecuencia R(C*) = R(X7) y asi queda probada nuestra

afirmacién. A







Capitulo 3

Proyecciones A-autoadjuntas

Los operadores que son autoadjuntos con respecto a un cierto producto interno se denom-
inan simetrizables. Si bien tales operadores han sido estudiados desde mucho tiempo antes, los
primeros trabajos sistemdticos sobre el tema corresponden a M. G. Krein [41], A. C. Zaanen [60] y
W. T. Reid [55] donde se estudian diferentes propiedades espectrales de operadores simetrizables.
J. Dieudonné [24] y P D. Lax [43] estudiaron condiciones para garantizar la simetrizabilidad de
operadores; otros trabajos mds actuales corresponden a Z. Sebestyén [56], B.A. Barnes [9], S. Hassi,
Z. Sebestyén y H. de Snoo [38] y P. Cojuhari y A. Gheondea [16] donde se obtienen muchas apli-
caciones relacionadas a la nocién de simetrizabilidad. En este capitulo trabajaremos con proyec-
ciones que son autoadjuntas con respecto al semiproducto interno inducido por un operador pos-
itivo A (o bien, simetrizables para A). G. Corach, A. Maestripieri y D. Stojanoff [18], [19] y [21] han
trabajado sobre la existencia y unicidad de tales proyecciones, las cuales también se denominan
proyecciones A-autoadjuntas. En sus trabajos se encuentran distintas caracterizaciones, en térmi-
no de descomposiciones del espacio de Hilbert y de los rangos de A y de A'/2, que permiten
asegurar la existencia de proyecciones A-autoadjuntas con un rango previamente fijado. Aqui
focalizamos nuestra atencién en la relacion que existe entre las proyecciones A-autoadjuntas y
ecuaciones tipo Douglas. Més precisamente, estudiaremos aquellas proyecciones A-autoadjuntas

que estan vinculadas con soluciones reducidas de ecuaciones tipo Douglas.

47
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3.1. Nociones basicas sobre la teoria de compatibilidad
Dado A € L(H)™, el funcional

(L )atHXH—=C, (G )= (A1) (3.1)

define una forma sesquilineal Hermitiana que es semidefinida positiva, es decir, (, ) 4 es un semi-

producto interno sobre . Si S es un subespacio de H entonces denotamos
Sta:={EeM: (&), =0¥yeS}

el subespacio A-ortogonal de S. Simples célculos muestran que S+4 es cerrado y que las sigu-

ientes identidades valen:

Sta = (AS)L = A71(81).

Si A es inyectivo entonces (, ), es un producto interno. Més aun, si A € GI(H)" entonces
(, )4 es un producto interno equivalente a (, ); luego todo subespacio cerrado S admite un
A-complemento en (H, (, ) 4), a saber, el subespacio S14; asi H = S + S*4. Sin embargo, si A
no es inversible tal complemento puede no existir; en efecto, S N St4 = SN N(A). Més atn,
S + 814 puede ser un subespacio propio de H. Veamos un ejemplo de esta tltima afirmacién:

sea B € L(H)™" con rango no cerrado entonces el operador

B B2 B2 0 B2 |
A= = eEL(H®H)T.
BY/2 ] I 0 0 0

Consideremos el subespacio cerrado S = H @ {0}. Luego S*4 = N(B) ® N(B) yasi S + S+4 =
H @& N(B) C 'H & H. En la proposicién 3.1.1 veremos condiciones que garantizan la existencia de
un A-complemento para un subespacio cerrado.

Dado T € L(H), un operador W € L(H) se dice un operador A-adjunto de T si

(T¢,m)a = (5, W), paratodo ¢, €H,

o, lo que es equivalente, si W satisface la ecuacion AX = T*A. Ademads, el operador T se dice
A-autoadjunto si AT = T*A. Notemos que la existencia de un operador A-adjunto no estd garan-
tizada. En efecto, T € L(H) admite un operador A-adjunto si y sélo si la ecuacion AX = T*A
tiene solucién. De esta manera, T puede no tener un operador A-adjunto, tener solamente uno o

bien, tener infinitos operadores A-adjuntos.
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Dado A € L(H)" y un subespacio cerrado S denotamos por P(A,S) el conjunto de las

proyecciones con rango S que son A-autoadjuntas:
P(A,S):={Qe Qs: AQ=Q*A}.

El conjunto P(A, S) es una variedad afin, enventualmente vacia. Si P(A, S) es no vacio entonces
el par (A, S) se dice compatible. La teoria de compatibilidad ha sido introducida y extensamente
desarrollada por G. Corach, A. Maestripieri y D. Stojanoff [18], [19] y [21]. En [46], A. Maestripieri
y E. Martinez Peria estudiaron el conjunto P(A,S) cuando el operador A es autoadjunto. En
esta tesis trabajaremos solamente con el caso en que A € L(H)™. En la siguiente proposicién
resumimos algunas condiciones equivalentes a la compatibilidad de un par (A4, S). El material

recopilado ha sido extraido de [18], [19] y [21].
Proposicién 3.1.1. Sea A € L(H)" y S un subespacio cerrado.
1. Consideremos A con la representacion matricial (1.2). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) Elpar (A, S) es compatible;

b) R(PsA) C R(PsAPs) o equivalentemente R(b) C R(a);
c) La ecuacién ax = b admite una solucion;

d) S+St=H;

e) Existe un subespacio cerrado W C S*4 tal que S + W = H;

£ (S, A(S)) < 1.

2. Si (A, S) es compatible entonces S + N(A) es un subespacio cerrado. Mds aiin, si R(A) es cerrado

entonces (A, S) es compatible si y sélo si S + N(A) es un subespacio cerrado.

Demostracion.
a <+ c.Sea Q € Qg. Consideremos la representacién (1.3) de Q. Simples calculos muestran que
AQ = Q*Asiyso6losiay = b. Luego, por el teorema de Douglas, la equivalencia queda probada.

b < c. Observemos que

a b a 0
PSA = y PSAPS = .
0 0 0 0
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Luego R(PsA) = R(a) + R(b), R(PsAPs) = R(a) y entonces la equivalencia es consecuencia del
teorema de Douglas.

a — d. Supongamos que el par (A,S) es compatible y sea Q € P(A,S). Entonces N(Q) C
StayasiH=S+N(Q) CS+S+4.Luego S +S+4 =H.

d — e. Supongamos que S + S84 = H y denotemos N’ = SNST4. Si W = Stan N+
entonces S + W = H. En efecto, SN (STANNL) = (SNSHA) NN+ = NN = {0}. Por
otro lado, es claro que S + W C ‘H. Ahora,sea & = & + & € H,donde & € Sy & € St4. Como
N es un subespacio cerrado de H entonces N & N+ = H y podemos escribir & = p + 77, donde
peENyneNt Entonces —pu=1n€STANNL. Luego& =& +pu+17n,dondely +u €Sy
7 €StANNL =W.Porlotanto H C S + W'y asf queda probada la implicacién.

e — a. Sea W C 814 un subespacio cerrado tal que S + W = H y consideremos la tnica
proyeccién Q = Qg/ /. Luego, paratodo ¢ = 1+, = 1 +12 € H,donde {1,771 € Sy
Go, 12 € Wvale (Q(G1+82),m +12) 4 = (G1,7m1) 4 = (61 +62,Q(i11 + 112)) 4- Por lo tanto AQ =
Q*Avyasiel par (A,S) es compatible.

d« £.SiS+St4 = H entonces S + S*4 es cerrado y asi ¢(S,S+4) < 1. Recordemos que
Sta = (AS)™*. Luego ¢(S*,A(S)) < 1. Ademés, ST N A(S) = (S + St4)L = {0}. Por lo

tanto, cg(S+, A(S)) < 1. Reciprocamente, si co(S+, A(S)) < 1 entonces, por la Proposicién 1.3.1,

STNA(S) = {0} y S+ + A(S) es cerrado. Luego, S + (AS)~* es cerrado y como (S + (AS)+)+ =
STNA(S) = {0} entonces S + (AS)* =S +S+4 = H.

2. Supongamos que el par (A,S) es compatible, consideremos Q € P(A,S) y definimos
E = I — Q. Notemos que E es una proyeccion A-autoadjunta con nticleo S y que N(A) C
N(E*A) = N(AE). Luego S + N(A) C N(AE). Por otro lado, afirmamos que N(AE) = {§ €
H : E¢ € N(A)} = S+ (N(A)NR(E)). En efecto, sea ¢ € H tal que E¢ € N(A). Entonces
E¢ € N(A)NR(E) yluego EC € S+ N(A)NR(E). Asi{¢ € H:EC € N(A)} C S+ (N(A)N
R(E)). Ahora,sea ¢ = n+pu € S+ (N(A)NR(E)), dondep € Sy u € N(A)NR(E). En-
tonces AE§ = AEn+ Ay = 0y asi E € N(A). Por lo tanto S + (N(A) NR(E)) C {¢ €
H : E¢ € N(A)} y asi queda probada la afirmacién. Luego N(AE) = S + (N(A) NR(E)) C
S + N(A), con lo cual hemos probado que S + N(A) = N(AE). En consecuencia, el subespa-
cio S + N(A) es cerrado. Por otro lado, consideremos ahora A con rango cerrado y S + N(A)

cerrado. La compatibilidad del par (A,S) seguird del hecho que R(PsAPs) es cerrado pues,
en tal caso, R(PsAPs) = R(a) = R(a'/?) D R(b) (Proposicién 1.5.1) y asi, por el item (1) de
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esta proposicién se obtiene la afirmacién. Veamos que R(PsAPs) es cerrado. Observemos que
N(PsAPs) = N(APs) = St @ (SN N(A)). En efecto, es claro que N(APs) C N(PsAPs). Si
& € N(PsAPs) entonces A/2Ps& € R(AY2Ps)NN(PsA'/?) = R(AY/2Ps) NR(A'/2Ps)* = {0}.
Luego ¢ € N(AY?Ps) C N(APs) y asi N(PsAPs) = N(APs).Sea & = & + & + & € N(APs),
donde & € St, & € SNN(A)y & € SN(SNN(A))L. Entonces 0 = APs¢ = A&z y asi
& = 0; es decir N(APs) C St @ (SN N(A)). La otra inclusién es inmediata y por lo tanto
N(APs) = S+ @ (SN N(A)). Llamemos M := SN (SN N(A))*+ = N(PsAPs)+ = R(PsAPs).
Es claro que M N N(A) = {0}. Luego, como N’ = S + N(A) = M + N(A) es cerrado, podemos
definir Q : N' — N, Q = Qu//n(a)- Notemos que Q es una proyeccion acotada pues M es
cerrado. Si Q = 0 entonces M = {0}, es decir, PsAPs = 0. Si Q # 0 entonces existe 0 # & € M.
Sean € R(A) tal que A = Ar.Luego A({ —n) =0yasiy = ¢+ w,donde w € N(A). Por lo
tanto Q = &y ast €| < Q7] Luego, (PsAPsE, &) = (APsE, Ps) = (AZ,&) = (Ay,y) >
Allgli? > AQ|72||€||?, para algtn A > 0; notemos que la primer desigualdad vale por el hecho

que R(A) es cerrado y A|g(4) es inversible. Por lo tanto hemos probado que PsAPs es acotado

inferiormente y entonces su rango es cerrado, como queriamos probar. O

Si A € L(H)" y consideramos la representaciéon matricial (1.2) de A entonces, por la Proposi-
cién 1.5.1, R(b) C R(a'/?); por lo tanto, si R(PsAPs) es cerrado entonces el par (A, S) es compat-
ible pues R(PsAPs) = R(a) = R(a'/2) D R(b). En particular:

e Sidim(H) < co entonces (A, S) es compatible para todo subespacio S C H;
e Sidim(S) < oo entonces (A, S) es compatible;

e Si A € GI(H)" entonces R(PsAPs) = S. Luego (A, S) es compatible.

3.2. Proyecciones reducidas

Esta seccién estd dedicada a aplicar los resultados de la seccién 2.3 del Capitulo 2 a la clase de
proyecciones A-autoadjuntas. Primero enunciamos un resultado que motiva una caracterizaciéon

de los elementos del conjunto P (A, S) por medio de sus ntcleos.

Proposicién 3.2.1. Sean S, T C 'H subespacios cerrados tales que S +7 = H. Si W es un subespacio
cerrado contenido en T tal que S +W = H entonces W = T N M para algiin subespacio cerrado
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M C H que satisface M + S N'T = H. Reciprocamente, si M es un subespacio cerrado de H tal que
M +8NT = Hentonces S +7T NM = H.

Demostracion. Si W es un subespacio cerrado contenido en 7 tal que S + W = H entonces 7 =
SNT +W. Enefecto, (SNT)NW = (SNW)NT = {0}. Por otro lado SNT +W C 7.
Ahora,sea§{ = y+pu € 7,dondeny € Sy pu € W.Entonces { —u = 5 € SN7. Luego
e (SNT)+ Wyentonces (SNT)+ W = 7. Definimos M = W + T +. Observemos que el
subespacio M es cerrado pues W C 7. Ademéds M + (SNT) = H. En efecto, M +SNT =
WH+T++8NT =T+ +W+8NnT)=T"+7T =H.Queda probar que M NSNT = {0}.
Sea & € MNSNT.Como ¢ € M entonces ¢ = & + &, donde & € Wy & € T+, Ademas,
Fe€T. luegol—¢& =& € TNTH = {0}yentonces ¢ = & € WNSNT = {0}. En
consecuencia M + S N7 = H. Resta probar que W = 7 N M. Es evidente que W C 7 N M.
Para probar la otra inclusién consideremos ¢ = 7 +u € 7 NM,donden7 € Wy u € T+ Entonces
—n=peTNT*+=/{0}Porlotanto ¢ € Wyasi W= T N M. Reciprocamente, supongamos
que existe un subespacio cerrado M C ‘H tal que M +SN7T = H. Para probar la afirmaciéon
es suficiente ver que H € S+7 NM.Sea¢ = nn+w € H,dondenp € Sy w € 7. Ademas
w=p+7,dondep e Myt e SNT.Entoncesw —7=p€ TNM.Luegol =n+1+p,
donden+1€SypeT7NMyasiH CS+7 NM como queriamos probar. O

Una proyecciéon Q € Qg pertenece al conjunto P(A,S) siy sélosi N(Q) C S+4. La prueba de
esta afirmacion se encuentra diseminada en la demostracién de la Proposicién 3.1.1. La proposi-
cién anterior provee una descripcién mas precisa de los nticleos de los elementos del conjunto

P(A,S), como veremos a continuacion.

Proposicién 3.2.2. Sea (A, S) un par compatibley Q € Qg. Las siguientes condiciones son equivalentes:
1. Qe P(A,S);
2. N(Q) = 84 N M para algiin complemento topoldgico M de S N N(A).

Demostracion.

1— 2 Como el par (A,S) es compatible entonces S + S+4 = H.Si Q € P(A,S) entonces
N(Q) € St4y S+ N(Q) = H. Luego la afirmacién se obtiene por la Proposicién 3.2.1.

2— 1Como Q € Qs y N(Q) C S*4 entonces Q € P(A,S). O




3.2. Proyecciones reducidas 53

De acuerdo a las representaciones matriciales (1.2) de A € L(H)" y (1.3) de una proyeccién
Q € Qg, la proyeccién Q es A-autoadjunta siy sélosiy € L(S*,S) es una solucién de la ecuaciéon
ax = b. En el Teorema 3.2.6 caracterizamos las proyecciones A-autoadjuntas que se obtienen

mediante las soluciones reducidas de esta ecuacion.

Definicién 3.2.3. Sea (A, S) un par compatible, A con la representacion matricial (1.2) y Q € P(A,S)
con la representacion matricial (1.3). Diremos que Q es una proyeccién reducida si y es una solucion

reducida de la ecuacion ax = b para algiin complemento topoldgico de N(a) en S.

Antes de estudiar las proyecciones reducidas enunciamos dos lemas que necesitaremos para

tal fin.

Lema 3.2.4. Sea (A, S) un par compatible y A con la representacion matricial (1.2). SiN = SN N(A)
entonces N' = N(a).

Demostracion. Si ¢ € N(a) C S entonces, como el par es compatible y a es positivo, tenemos que
N(a) € N(b*) y luego b*¢ = 0. Por lo tanto, A¢ = al + b*¢ = 0, es decir, ¢ € N. Probemos la otra
inclusién, si § € N entonces a{ = PsAPs|sé = PsAZ = 0. Luego, ¢ € N(a), es decir, N' C N(a)

y por lo tanto ' = N(a), como queriamos probar. O

Lema 3.2.5. Si Q1,Q, € Q satisfacen N(Q1) € N(Qz2) y R(Q1) C R(Qy) entonces Q1 = Qy.

Demostracion. Notemos que la afirmacién del lema es consecuencia inmediata de las siguientes
equivalencias: N(Q1) € N(Q72) & Q2Q1 = Q2 y R(Q1) € R(Q2) & Q2Q;1 = Qs. Por lo tanto es
suficiente probar las equivalencias: supongamos N(Q1) € N(Qz) ysea¢ =+ u € H, donde
7 € N(Q1)yu € R(Q1). Entonces Q2Q15 = QaQu (7 + ) = QQip = Qopy Qof = Qo+ ) =
Qop. Por lo tanto Q2Q1 = Qy. La reciproca es inmediata. Para probar la segunda equivalencia
supongamos que R(Q1) € R(Q7) y tomemos nuevamente § = 7 +pu € H,donde 7 € N(Qq) y
1 € R(Qq). Entonces Q2Q1¢ = uy Q18 = p. Asi Q2Qq = Qy. La reciproca es evidente. O

Observemos que en la Proposiciéon 3.2.2 describimos el nticleo de los elementos del conjunto
P(A,S) mediante complementos de S N N(A). En el siguiente resultado daremos una condicién

adicional sobre tal complemento para que Q € P (A, S) sea una proyeccién reducida.

Teorema 3.2.6. Sea (A, S) un par compatible y Q € P(A,S). Las siguientes afirmaciones son equiva-

lentes:
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1. Q es una proyeccioén reducida;

2. N(Q) = 84 N M, donde M es un complemento topoldgico de S N N(A) y cos(M,S) = 0.

3. cosp(R(QPs1),SNN(A)) < 1.

Demostracion. A lo largo de esta demostracion trabajaremos con la representacion matricial (1.3)
de Q.

1 — 2 Sea Q una proyeccién reducida. Entonces el operador y de la representacién matricial
de Q es una solucién reducida de la ecuacién ax = b para un complemento topolégico W de
N(a). Definimos M = W + S*. Notemos que M es un subespacio cerrado pues W y S+ son
subespacios ortogonales. Luego, M + (SN N(A)) = M+ N(a) =W+ S+ +N@a) =S+ S+ =
H. Ademas, M N (SN N(A)) = {0}. Enefecto,si¢ =& +&H € MN(SNN(A))con& € Sty
& € Wentonces ¢ — & = ¢1 € SNST = {0}.Porlotanto & = 0yasi¢ = & € WNN(a) = {0},
es decir, & = 0y entonces M +SNN(A) = H. Luego, por la Proposicién 3.2.1 vale que S +S+4 N
M = H y asi, por el Lema 3.2.5, para probar que N(Q) = S*+4 N M es suficiente probar que
N(Q) € 8*4 N M. Ahora, como Q € P(A,S) entonces N(Q) C S+4. Veamos que N(Q) C M.
Para ésto, sea ¢ = &1 +& € N(Q) con & € Sy & € S*. Luego QF = & +y& = 0. Por lo
tanto, & = —y& € W. Asi, & = & +& € W+ S+ = M y entonces N(Q) C M. Sélo queda
probar que cos(M,S) = 0, o, lo que es equivalente, M = (M NS) & (M N S+). Claramente,
(MNS)® (MNSH) C M. Para probar la otra inclusién consideremos 7 = 71 + 172, € M,
donde 7y € Wy, € St . Entoncesy — i1 =1, € MNStyn—12 =1 € MNS. Por lo tanto
MC (MNS)® (MNSt)yen consecuencia M = (MNS) D (MNSH).

2 — 1 Es suficiente mostrar que existe un subespacio cerrado W tal que W + N(a) = S
y R(y) € W. Definamos W = M N S. Entonces W + N(a) C S. Ahora, sea § = {1+ & €
S,donde & € My & € SNN(A) = N(a). Luego { — & = & € MNS = W. Ademss,
WNN(@) =WN(SNN(A)) = MN(SNN(A)) = {0}. Asi, W + N(a) = S. Ahora, si & € S+
entonces —y¢ + & € N(Q) € M. Como cos(M,S) = 0 entonces M = (MNS) D (MNSH)
yasi —yé+¢& = x1 +xp, donde x; € MNSyxy € MNS+. Luego —y¢ = 11y & = Ky y asi
R(y) S MNS=W.

1 < 3 Es consecuencia del Teorema 2.3.8. O

Definicién 3.2.7. Siel par (A, S) es compatible, la iinica proyeccion reducida determinada por la solucién
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reducida de Douglas de la ecuacién ax = b, se denota P, s. Mds precisamente,

1 a'b
Pys = .
0 O

Observaci6n 3.2.8. Si el par (A,S) es compatible y Q € P(A,S) entonces Q es la proyeccién
reducida P4 s siy solo si alguna de las siguientes condiciones vale:
1. N(Q) =St4an(SNN(A)*;

2. co(R(QPg1), SNN(A)) =0. A

A continuacién presentamos un resumen de propiedades que satisface el elemento P4 s y que

han sido estudiadas en [18], [19], [20] y [21].
Proposicién 3.2.9. Sea (A,S) un par compatibley N' = S N N(A). Entonces:
1. Pys = Pasen + Py
2. ||Pas|? = [Pasen® + 1.
3. P(A,S) es una variedad afin la cual puede parametrizarse como
P(A,S) = Pas+L(SHN),

donde hemos identificado L(S*,N') con {T € L(H) : T(S) = {0} y T(S+) = N'}. En particular,
si N = {0} entonces P(A,S) = {Pas}.

4. ||Pas|l = min{||Q]| : Q € P(A,S)}. Sin embargo, Py s no es en general el iinico Q € P(A,S)

que realiza la minima norma.

Demostracion. A lo largo de esta demostraciéon consideraremos las descomposiciones S = S ©

NaONyH=8SoN &N & S*; respecto a éstas, los operadores A y Py s se escriben como:

a1 0 bl 10 ﬂ{bl
A=1]1 0 0 0 y PaAs=| 01 0 |. (32)
by 0 ¢ 0 0 O
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1. Notemos que, bajo la descomposicion H = S © N @ N @ S+, los operadores P4 5oz y Py

tienen las siguientes representaciones

1 0 aipy 0 00
Piseny=1]1 0 0 0 y Pv=| 0 1 0
00 O 000

Luego por (3.2) obtenemos la descomposicion P4 s = P4 sen + Py

2.Sealf=1n+0+p€H,dondep € SON,0c € Nype St. Entonces

IPasl> = HSIHJP [(Pa,sen + Py)ElI* = HSIHJP IPason(n+p) + Pyol?
gl=1 gl=1
= HSIHJP {IPa,son (7 + p) 1> + || Parer]*}
gl=1
= sup ||[Pasen(+p)|*+ sup |o]?
=1 lel=1
= ||Pasen]|*+1.

3. Como el par (A,S) es compatible entonces N' = N(a). Sea Q € P(A,S) con la rep-
resentacién matricial (1.3). Entonces el operador y de la representacién matricial de Q es una
solucién de la ecuacién ax = b, donde a,b son los operadores de la representacién (1.2) de A.
Luego, y = a'b+d,cond € L(S+,S) y R(d) C N(a) = N y asi obtenemos que P(A,S) C

Pas + L£(S*, N). La otra inclusién se prueba de manera andloga.

4.51 Q € P(A,S) entonces por el item anterior Q = P4 s + Z, donde Z € L(St,N); es decir,

1 0 afpb
Q=101 z |, (3.3)
00 0

para algtin z € L(S*,N). Luego,si¢ = p+0c+p € H,dondep € SON,0c € Nyp € S*,
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entonces

IQI* = HI—QW=1ﬁFH@ﬂ%1—Z+UMF
gl=1

= sup {|| —aibipll* + || — zp|I* + |lplI*}
lel=1

> sup {|| —albip|* + |Ip]*}
lel=1

= sup |[(—ajby + 1)p[|> = | — Pasl|
lzl=1

= |Pasl?

Veamos que el elemento P4 s no es, en general, el tinico elemento que realiza la minima norma. En
efecto, sead € L(S+,S) tal que ||d|| = 1, R(d) = R(d) # Sy {0} # N(d) C S*. Consideremos
H=8®S'yTy, T, € L(H) definidos por

0 d P d
(i) ()
0 0 0 1

Luego T; T, > Ty T1 > 0y definimos

Priay d
A:HB—ﬁn:( R(d) )eumf
a1

Como R(PsAPg) = R(d) es cerrado entonces el par (A, S) es compatible y en consecuencia N’ =
SNN(A) = R(d)*. Ademas, el operador d es la solucién reducida de Douglas de la ecuacién

Pg(gyx = d. Asi obtenemos que

Pps =

S O =
o R O
o O

Ahora consideremos z € L(S*,N), z # 0 tal que N(z)* = N(d) y 0 < |z|| < 1; tomemos
Q = P45 + z como en (3.3). Claramente, Q € P(A,S). Luego,sea§ = 7+ 0+ p € H, donde
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7 €S,0€N(d)yp e N(d)*. Entonces

1QIIF = HI—Q||2=HSIH1P | —dp—zo+ (o +p)|?
¢=1
= HSWP{II—dPJr(fTJrP)IIZJrII—ZOIIZ}
gl=1
< 1+HST|IP | —dp+ (c+p)|* =1+ |1 - Pasenl?
gl=1

1+ |[Pasenl® = II1Pas|*.

Asi |

Q|l < |IPa,sl|- Luego, por la primera parte de este item tenemos que ||Q|| = ||P4,s||, como

queriamos probar. O

En el préximo resultado mostramos que el elemento P4 s s es la solucion reducida de Dou-

A2 El resultado provee una férmula para el elemento

glas de la ecuacion A/2PgX = P
P4 s cuando S N N(A) = {0}, este hecho ha sido probado en [20] bajo la hipétesis A'/2(S) cerra-

do. Aqui omitimos esta condicién.

Proposicién 3.2.10. Si (A,S) es compatible y T = Al/2S entonces vale R(PrA/?) C R(A'/?Ps).
Mids aiin, si N = SN N(A) entonces Py sen es la solucion reducida de Douglas de AV/?PsX =
Pr A2, Ademds, si N = {0} entonces P4 s = (A1/2Pg) Py Al/2.

Demostracion. Es suficiente probar que P4 so 7 es la solucién reducida de Douglas de la ecuacién

A'/2PsX = Py A'/2. Para ésto observemos que
AY2PrAY? = APp sen = APsPascy. (3.4)

En efecto, sea ] = Pasenéyp =&—1n € (SEN)ta = A71((S©N)1). Entonces, A2y €
AV2SeN)CTyAY2pc A"V2((SoN)L) = (AV2(Se N))L =T+ Asi, AV2Pr AV2¢ =
AV2Pr(AY2p 4+ AV2y) = AV2PrAY2y = Ay = AP4scnE. Es inmediato que APy sopn =
APsPy 5o, v asi queda probada la igualdad (3.4). Luego, A/2(AY2PsPy son — PrAY?) = 0.
Como R(AY2PsPy sen — PrAY/?) C R(A1/2) entonces Py A2 = A2PgPy 5o - Por lo tanto,
P4 s n es una solucién de la ecuacion AY2psX = Py A1/2 Para probar que P4 s a7 esla solucién
reducida de Douglas notemos que, como el par (A, S) es compatible, SN N(A) = N(a). Luego
N(AY2Ps)t = R(PsAl/2) = R(PsAPs) = R(a) = S © N; es decir R(P4 scn) € N(AY2Pg)t.

Si N = {0} entonces la féormula Py s = (A'/2Ps)"PrAl/2 es consecuencia de la observacién

2.37. O
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Finalizamos este capitulo probando que si el par (A, S) es compatible entonces la ecuacién

AV2X = p 17 SAl/ 2 tiene solucién. En tal caso, relacionamos las soluciones reducidas de esta
ecuacion con proyecciones A-autoadjuntas. Ademas, si SN N(A) = {0}, probamos que el ele-

1/2
A

mento P4 s es una solucién reducida de la ecuacién A/2X = P e

Proposicién 3.2.11. Sea (A, S) un par compatible. Entonces:

1. La ecuacién AY?X = PszgAl/z tiene solucion.

1/2

2. Si X es una solucion reducida para M de la ecuacién AV/?X = Prig entonces X p4q es una

proyeccién A-autoadjunta con N(X ) = S*4.

3. SiN = SNN(A) = {0} entonces existe un subespacio cerrado M de H tal que S C My M +
N(A) = H. En tal caso, Py s es la solucion reducida para M de la ecuacion A1/?X = P*Al/z.
En otras palabras, Py s = (AY/2)'P 7 Al/2 donde (AY?)" es una inversa generalizada de A'/?

con R((AY2)") = M.

Demostracion.

AY/2 tiene solucién. Por lo tanto,

1. Por la Proposicién 3.2.10, la ecuacién A/2PsX = P 125

R(P AY2) C R(AY2Pg) C R(AY?). Asi, AV/2X = P 1/2 tiene solucion.
AI2S
2. Sea X ¢ una solucién reducida para M de la ecuaciéon Al/ 2X = Pz SAl/ 2, Luego vale
/252  _ a1/2 /2 2 1/2 _
AV2X3 = AYPX X = Py A Xum = PMSA/ =P

soluciones reducidas para M de la ecuacién AV2X = p i SA y asi, Xy = X%\A Ademas,
AXy = AV ZPWAU 2 es autoadjunto. Por lo tanto X v es una proyeccién A-autoadjunta. Fi-
A2y = Sta,

nalmente, ya que N(X () = N(P A1/2), es suficiente mostrar que N(P

Sea { € N(Piig
<A1/2{;’ A1/25A1/2’7> < Al/zSAl/Z‘f Al/2 > = 0.Luego ¢ € S14 yasi N(P s Al/2) C Sta,

La otra inclusién se prueba de manera anéloga.

A28 A28
A1/2) entonces para todo 77 € S se tiene que (&, 1), = <A1/2§ Al/? > =

3. Como (A, S) es compatible entonces S + N(A) es un subespacio cerrado de H. Asi, M =
S+ (S+ N(A))* es un subespacio cerrado pues (S + N(A))+ C S*. Claramente, M + N(A) =
H. Ademés M N N(A) = {0}. En efecto,sea ¢ = &1+ € MNN(A),donded; € Sy ér €
(S+ N(A))*. Entonces ¢ — & = & € (S+N(A)N(S+N(A)*+ = {0}. Luego & = ¢; €
SNN(A) = {0}. Por lo tanto M N N(A) = {0} y asi M + N(A) = H. Ahora, si X, denota la

solucién reducida para M de la ecuacién AV2x = p AY/2 entonces, por el item (2), X es

AI/25
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una proyeccion A-autoadjunta. Ademds, S C R(Xv). Enefecto, sin € S entonces PmAl/ 2y =
A2y = AV2X . Asi, 7 — X € M N N(AY2) = {0}. Luego, 1 = X1 € R(X ). Como
N = {0}, por el item (2) vale que N(X) = N(P4s). Entonces X es un a proyeccion A-

autoadjunta con R(Pys) =S C R(Xp) y N(Xp) = N(Pas). Asi X = Pa s. O




Capitulo 4

Propiedades métricas de
proyecciones en espacios

semi-Hilbertianos

Este capitulo estd dedicado al estudio de propiedades métricas que poseen los elementos de
los conjuntos Q y Qs cuando se considera una seminorma adicional sobre H. A lo largo de este
capitulo, S y 7 denotardn subespacios cerrados de . Dados S y 7, las siguientes propiedades

son bien conocidas:
(@ ||Ps — Pr|| <1.Masaun, si S # 7 entonces la igualdad vale si y s6lo si Ps y Py conmutan;
(D) [|Ps = Pr[| = max { [|[Ps(I = Pr)ll, [[Pr(I = Ps)|| };

(Ill) Paratodo0 # Q € Q vale ||Q|| = 1siysélosi Q* = Q;

(IV) ||Ps — Pr| < [|Qs — Q|| paratoda Qs € Qs y Q7 € Q7

(V) Para toda proyeccion Q # 0y Q # I vale ||Q|| = || — Q||;

1

(VI) Paratodo Q € Qvale ||Q|| = sing(R(Q), N(Q))"

61
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Demostraciones de las propiedades (I), (Ill) y (V) pueden encontrarse en libros de texto como
[17] y [40]. Una prueba de la propiedad (II) puede encontrarse en el libro de Akhiezer y Glaz-
man [3]. La propiedad (IV) fue probada por T. Kato [[40], Theorem. 6.35, p. 58] (ver también M.
Mbekhta [[47], Proposition 1.10]). La propiedad (VI) fue probada por V. Ljance [44]. Demostra-
ciones de esta tltima propiedad pueden encontrarse en la monografia de Gohberg y Krein [33] y
en los trabajos de V. Ptak [54], ]. Steinberg [58], D. Buckholtz [12] e I. Ipsen y C. Meyer [39] (para
espacios de dimensioén finita).

El principal objetivo de este capitulo es estudiar estas propiedades cuando consideramos una
seminorma adicional || . || sobre H definida por ||&||% = (A& &), & € H,donde A € L(H)" y

reemplazamos la norma de operadores en las férmulas (I) a (VI) por las cantidades

T4 = sup{lIT¢l[a = lIS]la =1}

ITIa = sup{lIT¢lla: S €R(A)y []la =1}

4.1. El operador A-adjunto T*

En esta seccién definimos un operador A-adjunto distinguido que posee propiedades sim-
ilares a las del cldsico operador adjunto. La eleccién de este elemento sera fundamental para
probar algunos resultados de este capitulo.

De aqui en adelante denotaremos por L4(H) al subconjunto de L(H) que consiste de los

operadores que admiten un operador A-adjunto, es decir,
La(H) ={T € L(H) : T admite un operador A-adjunto}.

El conjunto L4 (H) es una subélgebra de L(H) que no es cerrada ni densa en L(H), en general.
En efecto, es claro que L4(H) es un subespacio de L(H). Ademds, si T1, T, € La(H) entonces
existen Wi, W, € L(H) tal que (Ti¢, )4 = (&, Win) 4 v (T2l 1) 4 = (&, Wan) 4 para todo &, €
H. Veamos que T1T, € Ly(H). En efecto, si ¢, 7 € H entonces (1128, 1) 4 = (Tol, Win) 4 =
(¢, WoWq17) 4. Luego T T, admite un operador A-adjunto y por lo tanto T1T> € L4 (H); es decir
L4 (H) es una subdélgebra de L(H). Para ver que L4 (H) es una subdlgebra no cerrada, sea A €

L(H)™" con rango no cerrado y sea 7 € R(A) \ R(A). Luego, existe (77x)nen € R(A) tal que
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fn — 1. Fijado ¢ € R(A), para cada n € N definimos T,, : H = gen{(} @ gen{é}t — H
como Ty& = 1, y Tu(gen{¢}*+) = {0}. Por lo tanto, T, — T donde T se define como T¢ = 7

n—oo

y T(gen{¢}*) = {0}. Claramente, para cada n € IN, el operador T;; € Ls(H)y T* & La(H).

Luego, L 4 (H) es una subalgebra no cerrada de L(H). Por otro lado, es facil verificar que L4 (H) C

{T € L(H) : R(T*A) C R(A)}. Veamos que {T € L(H) : R(T*A) € R(A)} # L(H).En

efecto, si A no es inyectivo entonces existe 0 # 7 € H \ R(A). Sea { € R(A) y definamos S :
H = gen{Z} @ gen{}*+ — H por S¢ = 5y S(gen{¢}*) = {0}. Por lo tanto, S € L(H) y
T=S"¢{Te€L(H): R(T"A) C R(A)}.Luego, Ly(H) no es densa en L(H).

Definicién 4.1.1. Sea T € La(H). Denotamos T* al iinico operador A-adjunto de T que satisface

R(T?) C R(A).
Oservaciones 4.1.2.

1. El operador T* es la solucién reducida de Douglas de la ecuacién AX = T*A. Luego, por la
observacion 2.3.7, vale
T' = A'T*A.

Sus principales propiedades son:

AT = T*A, R(T*) CR(A) y N(T*)=N(T*A).

2. SiW € L(H) es un operador A-adjunto de T entonces T# = P——=W.

R(A)

3. Si T € L(H) es un operador A-autoadjunto esto no significa, en general, que T = T*. Por

ejemplo, si consideramos H = C? y los operadores

A—(l 1)eL(C2)+ y T—(z Z)L(Cz),
11 00

entonces se verifica que T es A-autoadjunto, es decir AT = T*A pero

11
Tﬁ_A*T*A_( );AT.A
11

Proposicion 4.1.3. Sea A € L(H)T y T € La(H). Entonces T = T* si y s6lo si T es A-autoadjunto y

R(T) C R(A).
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Demostracién. Como T € L, (H) entonces la ecuaciéon AX = T*A admite solucién. Luego, por el
teorema de Douglas, R(T*A) C R(A).Si T = T entonces T = ATT*A. Asi, R(T) C N(A)*+ =
R(A)y AT = Pmb( anyT*A = T*A. Luego T es A-autoadjunto. Reciprocamente, como T es

A-autoadjunto y R(T) € R(A) entonces T es la solucién reducida de Douglas de la ecuacién

AX = T*A. Luego, por la unicidad de la solucién reducida vale T = T*. O
En la siguiente proposicion estudiamos algunas propiedades del operador T?.

Proposicion 4.1.4. Sea A € L(H)" y T € La(H). Entonces:
1. (AhE = At paratodo t > 0.

2. Si AT = TA entonces Tt = PWT*.

3. SiW € La(H) entonces TW € Ls(H) y (TW)! = WET,
4. TF € Ly(H), (TF)! = PrcayTPreay ¥ (THHE = T4,
5. TET y TT¥ son A-autoajuntos.

6. ||TH| < ||W|| para todo W € L(H) que es un A-adjunto de T. Sin embargo, en general, T* no es el

tinico A-adjunto de T que realiza la minima norma.

Demostracion. A lo largo de la demostraciéon consideraremos P = Pm.

1. Para todo t > 0 vale (A")f = ATA'A = ATAA! = PA' = AL

2.Si AT = TA entonces T* = ATT*A = ATAT* = PT*.

3. Como R(W!T?) C R(A), es suficiente probar que W¥T* es solucién de la ecuacién AX =
(TW)*A. Ahora, AWIT! = W*AT? = W*T*A = (TW)*A. Entonces, por la unicidad de la solu-
cién reducida, obtenemos la afirmacion.

4. Como R((T#)*A) = R(AT) C R(A) entonces T* € L, (H). Ademas, ya que A(PTP) =
ATP = (T%)*Ay R(PTP) C R(A) entonces (T*)* y PTP son soluciones reducidas de AX =
(T*)*A. Asi, (T*)! = PTP. En particular, ((T*)#)* = PT*P = T*P = T*.

5.Como AT! = T* A entonces AT*T = T*AT y ATT* = (T*)* AT* son operadores autoadjun-
tos. Asf, T*T y TT* son A-autoadjuntos.

6.Sea W € L(H) un operador A-adjunto de T. Entonces ||T#|| < ||W|| pues T* es la soluciéon

reducida de Douglas de la ecuacién AX = T*A (Corolario 1.4.1). Veamos que T¥ no es el tnico
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A-adjunto de T que realiza la minima norma: sean

A:(2 O)GL(Cz)+yT:<1 O)EL(CZ).
0 0 11

Es facil verificar que T admite un operador A-adjunto y que

10
T! = .

Ademés, el operador identidad I es un A-adjunto de Ty vale ||T|| = ||I|| = 1y T* # L. O

4.2. Laoperacién de A-adjuncién * sobre las proyecciones

En esta seccién estudiamos c6mo actia la operacion de A-adjuncion # sobre el conjunto de las
proyecciones A-adjuntables . Primero notemos que no existe una nocién obvia de autoadjuncién:
un operador T tal que AT = T*A puede ser llamado A-Hermitiano, pero también un operador
T € La(H) tal que T* = T. Aqui discutimos este problema focalizandonos en el conjunto de las

proyecciones. Para ésto consideramos los siguientes subconjuntos de Q:
W={QeQnNLs(H): Q*=Q}
X={QeQnNLs(H): AQ=Q*A};
Y={Qe QnLa(H): (Q°)?*=Q";

Z=0QnNLs(H).

Proposicién 4.2.1. Las siguientes inclusiones valen: W C X C Y = Z. En general, las inclusiones son

estrictas.

Demostracion. Sea Q € W. Entonces Qf = Q. Asi, Q*A = AQ! = AQ y luego Q € X. Por otro

lado, si consideramos

A:(l 1)eL(C2)+ yQ:(1 1>€L(C2)
11 00
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entonces simples cdlculos muestran que Q € X pero Q ¢ W. Es inmediato que X C Z. Para

probar que esta inclusién es estricta consideremos

A:(l 1>eL(C2)+ y Q:(1 Z)EL(CZ).
12 00

Como A es inversible entonces R(Q*A) C R(A), es decir, Q € Z, pero Q ¢ X. Finalmente, sea
Q € Z.Entonces Q> = Qyy existe Q°. Veamos que (Qf)? = Q. Enefecto, (QF)2 = ATQ*AATQ*A =
AJrQ*Pmb(m)Q*A = AT(Q*)?A = ATQ*A = Q. Luego Q € ). La otra inclusién es triv-
ial. O

Proposicion 4.2.2. Si Q € P(A,S) entonces:
1. Q% es una proyeccion y vale Qf =QiQ = PmQ = PmPA,S-
2. I—-Qf € P(A,N(PsA)).

Demostracion.

1.Sea Q € P(A,S). En la Proposicién 4.2.1 vimos que (Q%)? = Q!. Para probar que QfQ = Qfes
suficiente verificar que Q*Q es la solucién reducida de Douglas de la ecuacién AX = Q*A. Para
esto, AQ'Q = Q*AQ = (Q*)?2A = Q*Ay R(Q'Q) C R(QF) C R(A). Luego, por la unicidad
de la solucién reducida vale Q*Q = Q. Para probar que Qf = PmPA,S, observemos que, por
la Proposicién 3.2.9, tenemos Q = P4 s + Z, donde Z € £(S*, N). Entonces, Q* = ATQ*A =
PWQ = Pm(PA,S +Z7Z)= PmPA,S-

2.5i Q € P(A,S) entonces QF también es una proyeccién A-autoadjunta. En efecto, del item
anterior tenemos que (Qﬁ)2 = QF. Ahora, por la definicién del operador # vale AQF = Q*A.
Ademas, como (Q%)* D AQAT entonces (QF)*A D AQATA = AQPm = Q*APW = Q*A.
Ahora, ya que D(Q*A) = H entonces (Q%)*A = Q*A y asi AQ! = (QF)*A4; es decir, Q% es A-
autoadjunto. Por otro lado, R(I — Q%) = N(Q*) = N(Q*A) = R(AQ)* = R(APs)*+ = N(PsA).
Entonces [ — Qf € P(A, N(PsA)). O

Observacién 4.2.3. Considerando los subconjuntos definidos anteriormente, es claro que si el
par (A,S) es compatible entonces P(A,S) C X. Por otro lado, P(A,S)NW # @ siy soélo si
S C R(A) yel par (A,S) es compatible. En efecto, si existe Q € P(A,S) N W entonces Q° = Q
yasi S = R(Q) = R(Q*) C R(A). Reciprocamente, si S C R(A) y (A, S) es compatible entonces

Pj\,s = PmPA,S =Py s, esdecir, Py s € P(A,S)NW. A
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4.3. Operadores A-acotados

Sea A € L(H)" y (, )4 el semiproducto interno definido en (3.1). Luego, (H, (, ) 4) es un
espacio semi-Hilbertiano. Denotaremos por | . || 4 a la seminorma inducida por (, ), sobre H,

es decir, si ¢ € H entonces
I€]la = (&84 % = 1a"2¢].

Observemos que ||&[|4 = 0siy solosié € N(A). Luego, || . || es una norma siy s6lo si A es
inyectivo. Ademas, el semiproducto (, ), induce seminormas sobre subconjuntos de L(H). A
saber, dado T € L(’H), si existe una constante ¢ > 0 tal que ||T¢||4 < ¢||||a para todo § € 'H

diremos que T es A-acotado y definimos

ITl[a :=sup{[[T¢la: ¢ € H,[[E]la =1} < co. “1)

Si existe una constante ¢ > 0 tal que ||T¢||4 < c||¢]|a para todo § € R(A) diremos que T es

A-acotado sobre R(A) y definimos

ITIs := sup{lIT¢lla: ¢ € R(A), [IC]la =1} < co. (4.2)

Observemos que ||T||4 = 0 siy solosi R(T) € N(A); ademas ||T||, = 0siy solosi R(A) C

N(AY2T). De aqui en adelante denotaremos

La2(H) :=A{T € L(H) : [T||la < oo}

LA(H) = {T € L(H) : ||/, < oo}.
Proposicion 4.3.1. SiT € L 12(H) y || T|| 4 # 0 entonces
ITla = sup{[{T&,mal:&n & N(A) ylIZla <Llnlla <1} (4.3)

Demostracion. Sean &, 11 € H \ N(A). Luego

(TEmal = |(AYV2TE,AY2p) [ < |TE]4 7]la
ITANE Al

IN

y asi sup{|(T¢, )5l : &1 & N(A) y [Ella < Llylla < 1} < [IT]|a. Por otro lado, || T|f% =
sup{(T¢,T¢), : ¢ € N(A) y [|¢]|la < 1}. Como ||T||4 # 0 podemos suponer, sin pérdida de
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generalidad, que & ¢ N(A'/2T). Entonces

Tl sup{<Tc,|T¢||A >:¢¢N<A>y|¢||A§1}
A

sup{[IT2]l 4 <T¢,”TT§|A>A CEN(A)y Ela <1}
< sup{||Tlla (T&m) 42 &7 & N(A)y [Ella [7]la < 1}
I Tlla sup{{(T& 1) 4 - &1 & N(A) y €l Illa < 13-

Luego (| T|la < sup{[(T&n)al:¢,1n & N(A)yl¢lla <1, (nlla <1}y asiobtenemos la igualdad
@.3). O

En las siguientes proposiciones estudiamos los conjuntos L4 (H), L41/2(H) y L4(H) y anal-
izamos las relaciones que existen entre ellos. Comenzamos mostrando que las notaciones L4 (H)

y L 41/2(H), las cuales representan subconjuntos diferentes de L(H), son consistentes.
Proposicién 4.3.2. Sea A € L('H)™". Entonces:

1. La(H) = {T € L(H) : T*R(A) C R(A)}.

2. Lyp(H) ={T € L(H) : T*R(A/?) C R(AV/?)}.

3. LA(H) = {T € L(H) : R(AYV2T*AY/2) C R(A)}

Demostracion.

1. Una aplicacién directa del teorema de Douglas prueba la igualdad.

2. Observemos que T € L 41/2(H) siy s6losi T*AT < cA para alguna constante ¢ > 0. Luego,
la igualdad resulta de aplicar el teorema de Douglas.

3. Es claro que existe una constante no nula tal que || T¢|[4 < c||é||4 para todo & € R(A) siy
s6lo si | T¢||a < c||¢]|la para todo & € R(A'/?), es decir, si y sélo si | AY/2TAY?y|| < c||Ay|| para

todo 57 € H. Ahora, por el teorema de Douglas, esto es equivalente a R(A/2T*A/2) C R(A). O

La primera inclusién del item (1) en el siguiente resultado ha sido probada, en un contexto
maés general, por Hassi, Sebestyén y De Snoo ([38], Theorem 5.1). Aqui presentamos una breve
demostracién, realizada por J. Antezana, que sélo usa la desigualdad de Jensen para operadores

y el teorema de Douglas.

Proposicién 4.3.3. Sea A € L(H)™". Entonces:
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1. La(H) C Ly2(H) € LA(H).
2. La(H) = L 41/2(H) siy sélo si A tiene rango cerrado.
3. LA(H) = L(H) si y s6lo si A tiene rango cerrado.

Demostracion.

1.Sea T € L4 ('H). Sin pérdida de generalidad podemos suponer que T es una contraccién. En
este caso, la aplicacion ¢ : L(H) — L(H) definida por ¢(E) = T*ET es una aplicacién positiva
(es decir, p(L(H)T) C L(H)™) y contractiva (es decir, ||¢p(E)|| < |E||). Si existe un operador
C € L(H) tal que AC = T* A entonces

T*A2T = ACC*A < ||C|*A%

Ahora, por la desigualdad de Jensen (ver [37] o [36]), se obtiene que T*AT < (T*AZT)U 2 Por
otro lado, (T*A?T)Y/2 < ||C||A pues f(t) = t'/? es una funcién monétona de operadores. Esto
prueba que

(T*AY2)(T*AV?)* = T* AT < ||C||A.

Luego, por el teorema de Douglas, T € L 1/2(H) y asi Ly(H) € L 412(H). La segunda inclusién

es trivial. Para probar que la inclusién es estricta consideramos H = IR? y los operadores

A:(z Z)GL(R2)+yT:(O _1)€L(]R2).
2 2 1 0

Notemos que R(A) = gen{(1,1)}. Simples cdlculos muestran que ||T||, = v2yasi T € LA(H).
Sin embargo, como R(T*A/2) ¢ R(A'/?) entonces T & L 41,2(H).

2. Supongamos que R(A) no es cerrado. Sea 7 € R(A'/2)\ R(A). Fijado & € H, definimos
T :H — H como T(AZy) = 11y T(gen{ A& }*) = 0. El operador T resulta lineal y acotado, luego
T € L(H). Ademas, TR(A/2) C R(A'/2): en efecto, si 4 € H entonces A2y = cA&; + z, donde
z € gen{A&} "' luego, TAV?u = T(cA& +z) = cTAE + Tz = ¢ € R(AY?). Pero TR(A) £
R(A). Es decir, T* € L1/2(H) pero T* & La(H). Luego L 41/2(H) € La(H). Reciprocamente, si
R(A) es cerrado entonces R(A) = R(A!/?) y asi, por la Proposicién 4.3.2, se obtiene la igualdad.

3. Supongamos que R(A) no es cerrado, y sea 1 € R(A/2)\ R(A). Entonces existe 7 € R(A) \
R(AY?) tal que p = A'/?y. Ahora, sea ¢ € R(A'/?) y S un subespacio cerrado de ‘H tal que
H = gen{¢} + gen{n} + S. Consideramos T : H — H definido por T¢ =1, Ty = ny T(S) =
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{0}. Asi, T € L(H). Méas atin, T € Q y luego T* € Q. Sin embargo, T* ¢ LA(H). En efecto,
p= A2y = AV2T¢ € R(AV2TAY?) y u ¢ R(A). Luego R(AY/2TAY/2) ¢ R(A) y entonces, por
la Proposicién 4.3.2, T* ¢ L4 ('H). Reciprocamente, si R(A) es cerrado entonces R(A) = R(A/2)y
asi (A'/2)" es un operador acotado. Luego, dado T € L(H), el operador AY2T(A1/?)* es acotado.

Entonces para todo { € R(A) vale

ITEla = | TPra)Ella = IAV2T(AV2)T AV
lAY2T(AV2) ]| AV 2G|

IN

AT (AT 124,

y por lo tanto T € LA (H). La otra inclusién es trivial. Luego L4 (H) = L(H). O

Observacién 4.3.4. Si en la demostracién del primer item de la proposiciéon anterior, se cambia
t — t1/2 por t — t° entonces se prueba que L4 (H) C Las(H) para todo s € (0,1). Més general-
mente, si 0 < s < s’ < 1entonces L,y (H) C Las(H). Més atn, L s (H) = Las(H) si y solo si
R(A) es cerrado. A

El conjunto L 41/2(H) es una subdlgebra de L(H). En efecto, por la Proposicién 4.3.2 es claro
que L 41/2(H) es un subespacio de L(H). Ademas, si Ty, Ta € L 41,2(H) vale R((TyTp)*A/?) =
R(T;T; AY2) C R(TfAY?) C R(AV?). Luego T1Ty € L 41/2(H). En cambio, el conjunto L (H)
no es una subélgebra de L(H). Probemos este tltimo hecho. Primero afirmamos quesi T € L4 (H)
entonces R(T*Al/2) C R(AY/2) 4 N(A): en efecto,sea & € Hyn = T*AY/2&. Como T € LA(H)
entonces Al/2y = AV2T*Al/2¢ € R(A), es decir, A%y = Aw para algtin w € H. Luego,
Praay = A2 y entonces 17 = Preay + Pneayt = AV20 + Pniayn € R(AY2) + N(A), conlo
cual queda probada la afirmacion. Consideremos A € L(H)™ con rango no cerrado. Ahora, sea

Ty € LA(H). Elegimos & = T;A2w € R(T; A/?) tal que & = A?v + yu, donde v € R(A)
y 0 # u € N(A). Por otro lado, como R(A) no es cerrado entonces existe p € R(A/2)\ R(A)

tal que p = A%, con x € R(A) \ R(A'/?). Consideremos los vectores v, y ¥ mencionados

recientemente y sea M = (R(A) + gen{u})*. Definimos T, : (R(A) + gen{u}) ® M — H dela

siguiente manera, T, = ¢ para todo ¢ € R(A), Top = x y To(M) = {0}. Es facil verificar que T,
es lineal, acotado y que Ty € LA () (es decir, R(A1/2T, A1/2) C R(A)). Ahora, AV2T, T} AV 2w =
A2TyEy = AV2To(AY 2y + ) = Av+p € R(A). Luego T1T; ¢ LA(H) y asi LA(H) no es una
subdlgebra de L(H).
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Proposicion 4.3.5. Si T € L 41,2(H) entonces || T|| 4 = ||T||',-

Demostracion. Enla Proposicién 4.3.3 vimos que la inclusién L 41/2(H) C LA (H) vale; por lo tanto,
siT € L1/2(H) entonces || T’y < 0. Ademds, si T € L 41,2(H) entonces R(T*Al/2) C R(A/2)y
por lo tanto N(A/2) C N(AY2T).Sea & = & + & € R(A) + N(A) = H, donde 0 # & € R(A)

T T T
y 82 € N(A). Luego | Tla = sup el = sup Ul = sup [ofa — 7. -
CEN(A) CEN(A) Z1€R(A)
6170
Finalizamos esta seccién estudiando propiedades de las seminormas || . |4y || . ||4- Enla

siguiente proposicién presentamos una identidad que sera de gran utilidad en el resto del capitu-

lo.
Proposicion 4.3.6. Sea A € L(H)" y T € L(H). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. T € LA(H);
2. AV2T(AY2) es un operador lineal acotado en D((AY?)*) ;
3. R(AY2T*AY/2) C R(A).
Mdis atin, si una de estas condiciones vale entonces
1Tl = IIAY2T(AV2)T.

Demostracion.

1—-2Si T € LA(H) entonces existe ¢ > 0 tal que || T&||4 < c||¢||4 para todo & € R(A). Luego
para todo w = w1 + wy € D((AY?)1), donde w; € R(AY?) y w, € N(A) vale
IAY2T(AY2) w|? = IT(AV2) wn|f < ITIZIAY?) w1
= < |ITIZNwr* < ITIZ ol + [leoz]?)
= [ITIZllwl.
Por lo tanto A/2T(A'/2)t es acotado y || AV2T(AV2)Y|| < ||T|,-
2—1Sea AV/2T(AY2)t un operador acotado. Entonces, para todo & € R(A) vale
IT¢la = NITPgayélla = [AY2T(AV2)TAY2g)
IAY2T(AY2)T|[]| A 2|

IN

IAY2T(AV2) (12 A,
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es decir, el item 1. vale. Més atn, || T||’, < [|AY2T(AY2)F.

23 Esta equivalencia fue probada en la Proposicién 4.3.2
Proposiciéon 4.3.7. Sea A € L(H)" y T € La(H). Entonces

LTl = T4 =TT},

2. |W|la = |IT¥|| 4 para todo W € L(H) que es un A-adjunto de T.

3. SiW € Ly(H) entonces |[TW|| 4 = [|[WT]|| 4.

Demostracion.

1. Notemos que A1/2T(A1/2)t = A1/2( ATT* A)(A1/2), En efecto,

AIRT(ATE = (AV2T(AV2)T)* = (AV/2)TT* 41/
y
A1/2(A*T*A)(A1/2)* — Al/Z(A1/2)+(A1/2)+|D(A+)T*A(A1/2)+

= AV2(A1/2)t(A1/2)TT* A(A1/2)*
= Pramlpavan (AT A2 p )
_ (Al/Z)TT*A1/2_

Entonces

ITlla = [AY2T(AV2)T| = |AV2T(AV2)H| = | AV2T(AV2)H |

= [JAV2(ATTA)(AV/2)H|| = | AY2(ATT* A)(AY2)H
|AV2THAY2) || = || T 4.
Por otro lado,
IT*T|[4 = ||AV2T*T(AY2)T| = || AV2ATT* AT(AV2)F)|
[(AY2)PT*AT(AY2)T|| = ||(AV2) T*AT(AV/2)H

— ||(Al/2T(Al/2)‘f)+ (Al/ZT(Al/Z)‘I‘)H — ||Al/2T(A1/2)+||2

= [ AV2T(AVE)T? = || T|I%.
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2.Si W € L(H) es un operador A-adjunto de T entonces W = T 4 Z, donde Z es una solu-
cién de la ecuacién homogénea AX = 0. Entonces |W|4 = [|AVZW(AY2)Y| = ||AV2(T! +
Z) (AR = [|AVETHAY2)Y| = || T 4.

3. Notemos que

[(TW)F|| a4 = [WATH|| 4 = || AV 2WATH( AV 2)T|
— HAl/ZWﬁ(Al/Z)‘rAl/ZTjj(Al/Z)‘r”

— HAl/ZTﬁ(Al/Z)‘fAl/Zwﬁ(Al/2>+”

ITWI|4

= [IT'WHla = |(WT)¥|la
= [WT][a.

4.4. Propiedades métricas de proyecciones A-acotadas

Esta seccion estd destinada a la generalizacién de las identidades (I)-(VI) mencionadas al
comienzo del capitulo cuando consideramos las seminormas de operadores (4.1) y (4.2) inducidas
por A € L(H)™". Los resultados muestran que las proyecciones A-autoadjuntas tienen propiedades
métricas similares a las que verifican las proyecciones ortogonales. A continuacién vemos que si
¢ € Hyelpar (A, S) es compatible entonces existe un elemento T € S mds cercano a ¢ cuando
medimos distancias con respecto a || . || 4; mds atun, T = Q¢ para toda Q € P(A,S). En [20] se
da una demostracion de este hecho en el contexto de splines interpolantes, aqui presentamos una

prueba diferente.
Proposicion 4.4.1. Sea (A, S) un par compatible.

1. SiQ € P(A,S) y ¢ € H entonces
(I =Q)Clla =da(Z,S) =nfllg —nlla:neS}
2. Para todo ¢ € 'H vale

(I = Pa,s)éll = min{[[(I - Q)Z[l : Q € P(A,S)}-

Mds aiin, el vector (I — Py s)C es el iinico que realiza el minimo.
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Demostracion.

1.Sea Q € P(A,S).Si¢ € S, la afirmacion es cierta y ||(I — Q)¢||4 = 0. Supongamos que
& ¢ S.Entonces £ = 0 +p,dondec € Sy 0 # p € St. Observemos que, fijado &, {||¢ — 7|4 :
n € St ={[|[I-E)||a:E € Qs}. Enefecto, seann € Stalquen # co,c € Cy 7 un
subespacio cerrado de H tal que gen{c,n} +7 = S (si 77 es un mdltiplo de ¢ sélo consideramos
gen{c} + 7T = 8S). Por otro lado, sea WW C 'H un subespacio cerrado tal que gen{p} + W = S+.
Definimos E : H — H por Ew = w paratodow € Sy Ep =1 — 0oy E(W) = {0}. Asi definido,
E es lineal y E? = E. Como R(E) = S es un subespacio cerrado entonces E es acotado y ademads
satisface EC = 1. Asf, | —n]la = || — E¢l[a = [[(I — E)¢|a y entonces {[|¢ —7l[a : 7 € S} C
{I[(I-=E)¢||la : E € Qg}. La otra inclusion es inmediata. Luego, dada E € Qg se verifica que
I(I=E)EN% = 11 - Q)&+ (Q—E)I% = (I - Q)&% + (Q — E)Z|I pues R(I - Q) € S+4y
R(Q—E) C S.Porlotanto || (I — Q)&|la < ||(I — E){||a y asi obtenemos la afirmacion.

2.5i¢ € S entonces ||(I — Py s)E|| = 0y asi (I — Py s)¢ es minimal. Supongamos que ¢ ¢ S.
Entonces ¢ = 0+ p,donde 0 € Sy 0 # p € S+.Si Q € P(A,S) entonces, por la Proposicién
329,Q=Pys+2Z,conZ e L(S+,SNN(A)).Luego,siN =SNN(A)

IT=Q)I? = III-Q)(@+p)l* = llo— Pasene — (Px +Z)p|
= llel? + 1Pasenell® + | (Px + Z)pl?
= lplP* + IPasenel® +l1Zol>
> lol* + | Pasenel
= (I -Pas)gl>

Ademds, si existe Q € P(A,S) tal que ||(I — Q)¢|| = ||[(I — Pas)C|| entonces Z = 0y asi Q =
Pys. O

Con el objetivo de extender las propiedades (I)-(VI) establecemos una relacién muy ttil entre

proyecciones ortogonales y proyecciones A-autoadjuntas.
Proposicién 4.4.2. Sea A € L(H)TyQ € QN LA(H). Si S = R(Q) C R(A) entonces:
1. AY2Q(AY/2)* es una proyeccion.

2. Las siguientes condiciones son equivalentes:
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a) Qe P(AS);
b) Q € La(H) y AV2Q(AY/2)* es una proyeccion ortogonal.

Mds aiin, si una de estas condiciones vale entonces || Q|4 = ||AV2Q(AV2)t|| = 1.

Demostracion.

1. Como Q € Qy R(Q) C R(A) entonces A'/2Q(A/2)t es una proyeccion. Ademas, por la
Proposicion 4.3.6, AY/2Q(A1/2) es acotado. Luego, A1/2Q(A1/2)* es una proyeccion de L(H).
2.Sea Q € P(A,S). Por el item (1) vale que A1/2Q(A1/2)t es una proyeccion. Para ver que

(A1/2Q(AV/2)t)* = A1/2Q(A1/2)t, en primer lugar, notemos que valen las siguientes igualdades
(A12Q(A1/2)F)* = (AV2Q(AV/2)H)* 5 (AV/2)1Q* AV/2. Asi, como D((A/2)1Q*A1/2) = H en-
tonces (ATAQUATEYT) = (AV2)'Q* V2 = (ATATTQ A gy gy, = AVIQUAVA dondie
la ultima igualdad vale porque AQ = Q*A. Reciprocamente, sea A1/2Q(A1/2)* una proyeccién
ortogonal. Primero veamos que Q es una proyeccién. Ya que A/2Q(A1/2)t es una proyeccion,
A2Q(AY2)t también lo es. Luego, A2Q(AV2)F = (A/2Q(AV/2)1)2 = AV2Q%(AV/?)*. En-
tonces, Q(A/2)t = Q2(A1/2)*, es decir, (Q? — Q)(AY/2)t = 0. Por lo tanto, R(A) C N(Q? — Q)
y entonces R(((Q*)?> — Q*)A) C R((Q*)?> — Q*) C N(A). Por otro lado, ya que R(Q*A) C
R(A), es facil ver que R((Q*)?A) C R(A) y asi R(((Q*)?> — Q*)A) C R(A). Luego, ((Q*)% —
Q*)A = 0, es decir, AQ? = AQ y entonces Q% = Q. S6lo resta probar que Q es A-autoadjunto.
Ahora, como A1/2Q(A1/2)t es autoadjunto, se tiene que A1/2Q(A1/2)t = (A12Q(A1/2))* =
(A12Q(AV/2)1)* = (A1/2)*Q* AV/2. Por lo tanto, AV2Q(AV/2)t = (AV2)*Q* AV2|py j1/ay v en
consecuencia obtenemos que AQPW = Pm |D(( Al /z)+)Q*A = Q"A. Ahora, tomando adjun-
tos obtenemos Q*A = AQ. Por lo tanto Q € P(A,S). La igualdad || Q|4 = [|AY2Q(AY/2)1| es

consecuencia de la Proposicién 4.3.6. O

Las propiedades (I) y (II) enunciadas en la introduccién del capitulo se deben a M. G. Krein,
M. A. Krasnoselski y B. Sz. Nagy. Una demostracién elemental se encuentra en [3], § 34. Aqui
extendemos estos hechos para proyecciones A-autoadjuntas y la seminorma inducida por A, con

hipétesis de compatibilidad convenientes.
Proposicion 4.4.3. Silos pares (A, S) y (A, T) son compatibles entonces:
L |Pas—Parlla <1

2. Si Pg sy Pﬁl 7 conmutan entonces |Pas — ParT

la=1
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3. |Pas — Pazlla =max { |Pas(I—Par)|la, |Paz(I—Pas)la}.

Demostracion. Por la Proposicién 4.2.2, Pﬁx s = P@PA,S es una proyeccion A-autoadjunta y

ademas satisface R(Pﬁj4 s) € R(A). Asi, por la Proposicién 4.4.2, el operador P, = A/ ZPB‘ (A1)t

es una proyeccién ortogonal. Andlogamente se prueba que P, = Al/ ZPI%] 7(A1/2)* es una proyec-
cién ortogonal. Ahora, por las observaciones anteriores y las Proposiciones 4.3.5 4.3.6 y 4.3.7 se

obtiene

IPas—Pazlla = IIPhg—Pirlla

| A2 (P g — Ph)(AV2)|

- ||Al/2p1ﬁ4,S(A1/2)‘r _A1/2PELT(A1/2)+||

= ||P - Py

Luego, por (1), ||Pas — Parlla < 1; esto prueba (1).

Si Pﬁi sy P&xT conmutan entonces P; y P, conmutan. En efecto,

PP = Al/ZPgIS(Al/Z)‘r A1/2pg,T(A1/2)+ — Al/ZPIL}LS(Al/Z)’rAl/ZPg,T(Al/Z)'['

_ ﬁ f _ i pt
— Al/zPA,SPWPA,T(Al/2)+ — A1/2PA,SPA,’T(A1/2)+

_ i # _ i i
— Al/zPA,TPA,S(A1/2)+ — Al/zPA,TPR(A)PA,S(A1/2)+

— Al/ZPiIT(Al/Z)’rAl/ZPi’S(Al/Z)’r :Al/ng,T(Al/zy A1/2pi,S(A1/2)+

= PPy

Luego, aplicando (I), ||Pa,s — Pa7|la = ||P1 — P2|| = 1, lo cual prueba (2).

Para probar el item (3) observemos que

1Pas(I=Paz)lla = [I(I=Paz)*Pislla = ll(Pay — Ph.r )P slla
= (1= P4 )P slla = [AY2(1— P} )P, o(AV2)Y]

= [JAV2(I— P} )P, g(AV2)H] = (I - PP

= [[P(I—=P)].

Analogamente, ||Po7(I — Pas)|la = ||[P2(I — Py)||. Por otro lado, por la demostracion de (1),

|Pas — Parlla = ||P1 — P2|. Luego, la afirmacion se obtiene aplicando (II). O
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Lema4.4.4. Sean A € L(H)" y N = SN N(A). Para toda Q € Qg vale
Q=01 +Qy
donde Q1 € Qscn y Q2 € Q.
Demostracion. Es suficiente tomar Q1 = PsgnQy Q2 = PyrQ vy se obtiene la descomposicién. [

En lo que sigue, dado A € L(H)" diremos que una proyecciéon Q es no trivial para A si
AQ # 0. Observemos que Q € Qg es trivial para A (es decir AQ = 0)siysélosi S C N(A). En
tal caso, [|Ql[a =0y [IT = Qfla = 1.

Proposicién 4.4.5. Sea A € L(H)" y Q € Qgs. Entonces:
1. SiQ € LA(H) y SNR(A) # {0} entonces 1 < ||Q|/";.

2. SiQ € L j12(H) es no trivial para A entonces 1 < ||Q|| 4.

Demostracion. ) , ) )
A |AY2Q(AY )ty ||AY2Q¢] || A3

1.Sea0 A € SNR(A = AY2Z Luego, — — —
Ay & ] TAT2g] ~ (A%

1. Asi, por la Proposicién 4.3.6, vale || Q|’y = [|AY/2Q(AYV2)t|| > 1.
2.Sea N' = SN N(A). Entonces, por el Lema 444, Q = Q1 + Qy, donde Q1 € Qscon ¥

Q> € Qp. Ademas, ||Q|la = [|Q1lla- Si probamos que el hecho que Q sea no trivial para A
implica que existe 0 # ¢ € S © N entonces obtenemos la afimacion de la proposicion pues

124 _ [1Qiglla 1Qu7ll4
1= = <
I2la = Tela = of Tl

nEN(A)

= 1Qulla = [IQlla-

Ahora, como Q es no trivial para A entonces S Z N(A). Asi, SN N(A) C S. Luego, existe
w € Stalque w € SNN(A).Sea w = wy + wy, donde w; € SNN(A) y wy € (SNN(A))*L.
Notemos que wy # 0 pues w ¢ SN N(A). Luego w —w; = wy € S. Por lo tanto, 0 # wy €
SN(SNN(A)+ =SoN. O

Si en el inciso (1) de la Proposiciéon anterior no se cumple la condicién S N R(A) # {0}
entonces no es cierto que 1 < ||Q|| 4 para todo Q € Qg; ver el ejemplo 4.4.11 més abajo.

Como La(H) C Lyi2(H), si Q € P(A,S) entonces ||Q] 4 es finita. Mds atn, en la proxi-
ma proposicién mostramos que si Q € P(A,S) es no trivial para A entonces ||Q|4 = 1. Este

resultado extiende la propiedad (III) enunciada al comienzo del capitulo.
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Proposicién 4.4.6. Sea A € L(H)". Si Q € Qg es una proyeccién no trivial para A entonces las

siguientes condiciones son equivalentes:
1. Qe P(AS).

2. 1Qla =1y Q € La(H).

Demostracion.
1 —2.Si Q € P(A,S) entonces, por la Proposicién 4.2.2, Q*Q resulta una proyecciéon A-
autoadjunta. Como R(Q*Q) C R(A), por la Proposicién 4.4.2 obtenemos que Al/2Q!Q(Al/2)t

es una proyeccién ortogonal. Mds atn, como Q es no trivial para A entonces R(Q) Z N(A)
y asi se tiene que A/2QPQ(A1/2)t £ 0. Luego, |Q[ = [Q"Qlla = [AV2Q!Q(AV)|| =
AY2QEQ(AL/2)f|| = 1.

2 - 1.5i Q € Ls(H) entonces Q! es una proyecciéon cuyo rango estd contenido en R(A).
Luego, (AV2QH(AV/2)1)2 = AV2Q8(AV2)t y asi A1208(A1/2)t es una proyeccién. Ademads,
como 1 = [|Q|l4 = ||Q!||a = ||A1/2Q(A1/2)F|], la proyeccion A1/2Qf(A1/2)F resulta ortogonal.
Ahora, como Q% = A'Q*A entonces tenemos que A1/2Q%(Al/2)t = (AV2)FQAV2| 5 q12yty.-
Ast, (AV2)FQ AI2| 1 iy = ((AV2)TQ A2 |5 i)™y ((AY2)PQ AY2| 5 g1j2pn))* D
A12Q(A1/2)*. Por lo tanto, (AV2)TQAI2|, yijas = AVZQ(AI/2)T y asi AVZQAI/2)F es
una proyeccién ortogonal. Luego, AL/2Q(Al/2)t = (AV/2Q(AV2)H)* o (AV2)*Q*Al/2. Mas
atn, ya que D((AV/2)'Q*A1/2) = ‘H entonces A2Q(A12)t = (AV/2)T(Q* AV/2, Por lo tanto,
AV2Q(AV2) = (AV2RQ A2 i Asf, AQ(AY2)F = Q*AV2| 41, y entonces AQ =
Q*A.Luego, Q € P(A,S). O

Corolario 4.4.7. Sea (A, S) un par compatible y Q € Qg. Entonces:

1. SiQ € LA(H)y SNR(A) # {0} entonces
1Pa,sIla < Q1% 44

2. SiQ € L 1/2(H) entonces

IPaslla < 11Ql -

Demostracion.

1. Como SN R(A) # {0} entonces S Z N(A). Luego, por las Proposiciones 4.4.5 y 4.4.6,
la=1<1Qlla-

obtenemos que || P4 s
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2.Si ||Pgslla = 0 el resultado es trivial. Supongamos ||P4 s||a # 0. Luego, S € N(A)y

entonces, por la Proposicién 4.4.5 y la Proposicion 4.4.6, tenemos ||Pa s||a =1 < || Q]| a. O

En [[40], Theorem 6.35, p. 58] T. Kato prob6 que ||Ps — Pr|| < ||Qs — Q7| paratodo Qs € Qs
y Q7 € Q7 (ver también M. Mbekhta [[47], Proposition 1.10]). Aqui extendemos esta propiedad
para proyecciones A-autoadjuntas y las seminormas inducidas por A € L(H)™" de tres maneras
diferentes. En el Teorema 4.4.8 la desigualdad se prueba para Qs, Q7 € L 41/2(H). Para obtener
esta desiguladad para todo Qs, Q7 € L“(H) necesitamos hipétesis adicionales sobre los sube-
spacios Sy 7T (Teorema 4.4.9, Corolario 4.4.10). La demostracion del siguiente resultado sigue las

mismas lineas que la demostracién propuesta por Kato [[40], Theorem 6.35].
Teorema 4.4.8. Si los pares (A, S) y (A, T') son compatibles entonces
[Pa,s —Parla < Qs —Qrlla-

para toda Qs € Qs N L 12(H)y Qr € Q7 NL412(H).

Demostracion. Por la Proposicién 4.4.1, dado ¢ € H vale

(1 =Pa7)Pasilla = dista(Past, T) < [|Pasé —QrPastlla
= [(Qs —Q7)Pasélla < Qs — Q7 lla [IPasélla
= Qs —Qrllaligla-
Entonces || (1 —Pa7)Pas|la < ||Qs — Qrlla. Andlogamente se prueba que || (1 — Py s)Pa7]la <
|Qs — Q7| a- Luego, por el item (c) de la Proposicion 4.4.3, concluimos que [|[Py s — Pa7|la <
1Qs — Q7 a- O

Teorema 4.4.9. Sean S, 7 C R(A). Silos pares (A,S) y (A, T ) son compatibles entonces
1Pas = Pazlia < 1Qs — Qrlla

para todo Qs € Qs NLA(H) y Qr € Q7 NLA(H).

Demostracion. Si S, 7 C R(A) entonces Q1 = A/2Qs(AV?)ty Qy = AY2Q7(AY?)t son
proyecciones con el mismo rango que A/2P, s(A/2)" y A1/2P, 7 (A1/2)F, respectivamente. En
efecto, por la Proposicién 4.4.2, Q2 = Q; y Q3 = Q». Para ver que R(Q;) = R(AY2p, s(AV2)T)
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es suficiente probar que R(Qs(A'/2)t) = S. Claramente R(Qs(AY2)) C S.Sean € S C R(A).
Luego 1 = (A1/2)'¢ para algin ¢ € D((A/?)"). Entonces 1 = Qs = Qs(AV?)E y asi
S C R(Qs(AY2)1). Por lo tanto R(Qs(A/?)t) = S. Por otro lado, aplicando nuevamente la

Proposicién 4.4.2, tenemos que los operadores A1/2P4 s(A1/2)t y A1/2P, 7(AY/2)t son proyec-

ciones ortogonales. Luego,

IPas —Pazla = [1AY*(Pas—Par)(AYH)T|
= ||AV2Py s(AV/2)F — AL/2Py 7 (AL/2)T]|
< ”Al/ZQS(Al/Z)‘f _ A1/2Q7.(A1/2)‘r||
_ ”Al/ZQS(Al/?.)‘lL _ Al/ZQT(Al/Z)’rH
= Qs —Qrlla
donde la desigualdad vale por [[40], Theorem 6.35, p. 58]. O

Corolario 4.4.10. Dados S,7 C H; si cos(S,R(A)) = 0, cos(7,R(A)) = 0y los pares (A,S) y

(A, T) son compatibles entonces

4 < 1Qs — Q74

Pa,s — Par
para toda Qs € Qs NLA(H) y Q7 € Q7 NLA(H).

Demostracion. Como cos(S,R(A)) = 0 entonces, por la Proposicién 1.3.1, S = SNR(A) +85N

N(A). Llamemos &; = SNR(A) y S, = SN N(A). Como S; y S, son subespacios ortogonales
entonces toda proyeccién Qs puede descomponerse como Qg, + Qs, donde Qs, = P5, Qs € 9,
y Qs, = Ps,Qs € Qs,. Ademds, ya que S, C N(A) entonces Py s = Py s, + Ps,. Andlogamente

tenemos que Q7 = Q7, + Q7 y Pa7 = Pa7, + Py, donde T} = TNR(A)y T, = T NN(A)

Luego,
IPas —Parlls = Pas, —Pazllls < 1Qs, —Qrlls
= ||Qs, +Qs, — (Q7;, + Qp)ls
= Qs — Qrlls-
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En el siguiente ejemplo mostramos que una extensién directa del teorema de Kato a proyec-
ciones en LA(H) es falsa. Nuestros resultados 4.4.8, 4.4.9 y 4.4.10 ofrecen diferentes hipétesis

adicionales que garantizan la conclusion.

Ejemplo 4.4.11. Consideremos H = IR?, los subespacios S = gen{(1,1)} y 7 = gen{(-1,2)} y

el operador semidefinido positivo de L(IR?)

2 1
A= .
(1 1/2)

Luego R(A) = gen{(2,1)} y N(A) = gen{(—1,2)}. Observemos que el subespacio S no verifica

la condicién del Corolario 4.4.10. Por otro lado, es facil verificar que

¢ =1 47 1<
Qr = P o]EeRy yos=1| 7, JEERG.
2% E+1 i

Mas atn, simples calculos nos indican que
2/3 1/3 1/5 =2/5
Pps = y Par = )
2/3 1/3 —-2/5 4/5

0 1 0o -—-1/2
QS_( ) YQT_< )
0 1 0 1

entonces Qs € LA(H)\ L,12(H). Ademés vale que ||[Pas —Parlly = 1y [|Qslly = [1Qs —

—_

—_
N | N
Satl

Ahora, si tomamos

Qrll’y = 0,6. Luego, la conclusién del Corolario 4.4.10 no se verifica.

El siguiente lema muestra que en la Proposicién 4.4.3, en el Corolario 4.4.7, en el Teorema 4.4.8,
en el Teorema 4.4.9 y en el Corolario 4.4.10, los elementos P4 s y P4 7 pueden reemplazarse por

cualquier otro elemento de los conjuntos P(A,S) y P(A, T), respectivamente.
Lema 4.4.12. Si (A,S) y (A, T) son pares compatibles entonces

1Q1 — Q2lla = 1Pas — Pazlla
para todo Q1 € P(A,S)y Q€ P(A,T).

Demostracién. Por las Proposiciones 4.2.2 y 4.3.7 obtenemos que ||Q1 — Qa|[4 = ||Q§ - QgH A=

IPrcaPas — PriayParlla = IIPas — Parlla- .




82 Capitulo 4. Propiedades métricas de proyecciones en espacios semi-Hilbertianos

Dada una proyeccion no trivial Q en L(H), es decir, una proyeccion que es diferente de Oy de I,
vale: [|Q|| = ||I — Q|- En [59] se retinen diferentes demostraciones de este hecho. En la siguiente
proposicion generalizamos esta identidad para las seminormas inducidas por A € L(H)™. La

demostracién que presentamos aqui es similar a la demostracién de Krainer presentada en [59].
Proposicién 4.4.13. Sea A € L(H)" y Q € Qg. Las siguientes afirmaciones valen:
1. SiQ € LA(H), R(Q) NR(A) # {0} y R(I — Q) NR(A) # {0} entonces
1Q1% = 11— Qll’4-
2. SiQ € Lyn(H)yQyl— Q son proyecciones no triviales para A entonces

1Qla = IIT = Qlla-

Demostracion.

1. Observemos que, por la Proposicién 4.4.5, las condiciones R(Q) N R(A) # {0}y R(I—Q) N
R(A) # {0} implican que ||Q||, > 1y || — Ql|, > 1.Sea ¢ € R(A) tal que ||&|| 4 = 1. Definimos
1 =QZ¢yu= (I—Q)Z Entonces { = 1 + p. Veamos que [|Q&[|a < |[I —Q|’y. Siy € N(A)
entonces ||Q¢||4 = 0y asi obtenemos la desigualdad. Si € N(A) entonces ||Q¢||4 = 1y la

desigualdad vale también. Luego, consideramos 7,4 ¢ N(A) y definimos w = 7 + fi, donde

fi= iy i = {24 . Por lo tanto [lw|d = 17113 + Il +2Re (7, ) 4 = Ilnll% + s +

2Re (1) 4 = lIEI% = 1. Luego, |Q¢lla = Ilnlla = l#lla = (I - Qulla < [II-Qls. Asi,
QI < I — Q. La otra desigualdad se obtiene por simetria.

2. Como Qy I — Q son proyecciones no triviales para A entonces, por la Proposicién 4.4.5, vale

que [|Q|la > 1y ||I — Ql/a > 1. Luego, la demostracién sigue las mismas lineas que la prueba del

item anterior. O
Observacion 4.4.14. Las condiciones R(Q) NR(A) # {0} y R(I — Q) NR(A) # {0} en la proposi-
cién anterior son necesarias. En efecto, si Q = PN( ) entonces [ — Q = Preayy luego ||Q|I'y =0y
IT=Qly =14

4.5. Angulos y seminormas de proyecciones

En [44], V. Ljance prob6 que si ‘H se descompone en suma directa como H = S + 7 entonces la

norma de la proyeccién Qg, /7 es 1/ sin6, donde 6 € [0, 71/2] es el &ngulo entre los subespacios S
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y 7 introducido por Dixmier. Demostraciones de este teorema pueden encontrarse en los trabajos
de Ptak [54], Steinberg [58], Buckholtz [12] y Ipsen y Meyer [39] (para espacios de dimensién
finita). Para finalizar esta seccion, extendemos el teorema de Ljance para las A-seminormas, con
una definicién conveniente de dngulo entre subespacios dependiendo del semi-producto interno
(o

Notemos que aunque los subespacios S y 7 sean no cerrados, el dngulo de Dixmier entre
ellos puede ser definido como en (1.1). Mds atn, vale cosy(S, 7 ) = cosy(S,7 ) y recordemos que

cosy(S,7T) = ||PsPr|| (Proposicion 1.3.1).

Definicién 4.5.1. Sea A € L(H)". El A-angulo entre dos subespacios cerrados S y T es el dngulo
04(S,T) € [0, 5] cuyo coseno se define por

coso(04(S, 7)) = sup{[ (&, mal:C€SneTyllla<1lnla<1}

Notemos que 0 < cosp(04(S,7)) < 1y que, aunque A?(S) y AY2(T) no sean subespacios

cerrados, vale

c0s(04(S, T)) = coso((AY2(S), AY2(T))) = coso((AV2(S), AV2(T))).
Proposicién 4.5.2. Si (A,S) y (A, T) son pares compatibles entonces

coso(04(S,7T)) = ||Pa,sPa,rl a-

Demostracion.
cos(0a(S, 7)) = sup{|[(&mal:¢eSneTylila<t llnla<1}
= sup{[(PasC Parnal:GmeRylgla <1 llnfla <1}
= sup{| (&, PasParmal:CneRylcla< lnfa<1}
= [IPasParla
donde la dltima igualdad vale por la Proposicién 4.3.1. O

Proposicién 4.5.3. Sea Sy T subespacios cerrados de H tales que S + T = H. Si (A,S) y (A, T) son
pares compatibles, SN R(A) # {0} y Q = Qs,,7 € LA(H) entonces

1QI% = (1 = [PazPasli) ">
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Demostracion. Como S N R(A) # {0} entonces ||Q||", > 1.Sea & = Po7&+ (I — Po7)E € H.
Luego Q¢ = Q(I — Pa7)Cy ||(I—Pa1)¢lla < ||E]la- Entonces, yaque R(I —Pa7) = N(Pa1) =
T+46W, donde W = T N N(A), se obtiene [|Q|’y = [|Ql+,lI's- Ahora, consideremos ¢ €
(T+4 W) NR(A) (notemos que (74 © W) NR(A) # {0}, puessi (74 © W)NR(A) = {0}
entonces [|Q||y = 0). Asi Po7QE = Pa1G + Pa7(QE — &) = QF — ¢ y en consecuencia [| Qg% =

€15 + 1Q¢ — ¢lI3 = lIE||4 + [|Pa,7Pa,sQE|%- Sin pérdida de generalidad, podemos considerar
IE1I%  IPa,7Pa,sQEN%

Q¢ € R(A). Entonces tenemos que 1 = y en consecuencia

1Q¢11%4 Q¢34
-1/2
1_ [Pa,1Pa,s Q85 _ 1Q¢lla
Q¢ €]
Ahora, como [|Q[y = Q1714 cowlls ¥ IPaTPaslla = [|PazPasls|l4 obtenemos la afirmacion.

O

Corolario 4.5.4. Sean S, T C M subespacios cerrados tales que S +7T = H. Si (A,S) y (A, T) son
pares compatibles y S N R(A) # {0} entonces para toda Qs, ;7 € LA(H) vale

1Qs//7lla =
SHTIA ™ Ging(04(T,S))

El siguiente ejemplo muestra que la condicién S N R(A) # {0} en la Proposicion 4.5.3 es

necesaria.

Ejemplo 4.5.5. Sea H = R? y consideremos los operadores

A—(z ! )eL(R2)+yQ—(0 1)@9.
1 1/2 01

Entonces S = R(Q) = gen{(1,1)} y 7 = N(Q) = gen{(1,0)}. Es facil verificar que

2/3 1/3 1 1/2
Par = y Pas= :
2/3 1/3 0 0
Luego, | Pa1Paslla =1y QI = [A2Q(AY2)T] = 0,6.
Observacién 4.5.6. Si en la Proposicién 4.5.3 y en el Corolario 4.5.4 consideramos Q = Qs/,7 €

L 512(H), obtenemos los mismos resultados reemplazando la hipétesis S N R(A) # {0} por la

siguiente hip6tesis mas débil: Q = Qs /7 € L 41/2(H) es una proyeccion no trivial para A. A




Capitulo 5

Aproximacion de marcos por marcos

de Parseval

En este capitulo nos dedicamos al estudio de aproximacién de marcos por marcos de Parseval,
en ideales simétricamente normados de operadores compactos. Este problema de aproximacién
tiene su origen en el proceso de ortonormalizacién simétrica, el cual surge en el drea de quimica
cudntica como necesidad de ortonormalizar un conjunto de vectores tratindolos de manera si-
multdnea y no en forma sucesiva, como ocurre cuando se aplica el proceso de ortonormalizaciéon
de Gram-Schmidt. En la construccién de tal proceso de ortonormalizacién se busca que los vec-
tores ortonormales obtenidos conserven las propiedades de simetria que existen en el conjunto
de partida; esto significa que una transformacién unitaria sobre los vectores de la base original
se traduzca en la misma transformacién sobre los vectores ortonormales. Landshoff [42] propuso
tal proceso de ortonormalizacién y luego Lowdin [45] lo caracteriz6 mediante una propiedad de
minimalidad. En la siguiente seccién describimos el proceso de ortonormalizacién simétrica y sus
caracteristicas, la propiedad de minimalidad que satisface motiva el estudio de aproximacién de

marcos por marcos de Parseval.

85
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5.1. Ortonormalizacion simétrica

Sea B = {C1,---,Cn} una base de C", £ = {ey1,--- ,€,} la base ortonormal candnica de C" y
T € GI(C") definido por Te; = &;,i = 1,-- -, n, el operador asociado a la base B. Cada operador
unitario U en L(C") estd asociado a una base ortonormal de C", a saber, {Ueq,--- ,Ue,}. En
término de operadores, la construccién de una base ortonormal para C” partiendo de T, consiste
en encontrar un operador G € GI(C") tal que GT resulte unitario, es decir, (GT)*GT = I. Luego,
los operadores G € GI(C") que verifican esta ultima ecuaciéon son G = W|T*|~!, donde W €
U(C"). Cada eleccion de W determina un proceso de ortonomalizacién y la base ortonormal que

resulta de este proceso tiene como operador asociado:
u=w|TH'T. (5.1)

La eleccion W = I conduce a la ortonormalizacién simétrica de . Este proceso de ortonormal-
izacién fue propuesto por Landshoff [42] como un modo de ortonormalizar bases conservando
la simetria de los elementos de la base original (ver item (1) méas abajo). Mas tarde, Lowdin [45]
caracterizo el sistema ortonormal de Landshoff como el tinico sistema ortonormal mds cercano
al sistema original cuando se miden distancias con respecto a la norma Frobenius (ver item (2)
mads abajo). Observemos que el operador unitario asociado a esta base ortonormal es el operador
unitario de la descomposicién polar de T. Sea Ur el operador unitario de la descomposicién polar

de T, las siguientes caracteristicas distinguen al proceso de ortonormalizacién simétrica:

1.SiV € U(C") y T = VT (es decir, T es el operador asociado a la base 53 que se obtiene de
perturbar los elementos de B por V) entonces U; = VUr. En efecto, notemos que |T*| =

V|T*|V*. Luego, Uz = |T*|7'T = VUr.
2. Si|| . ||2 denota la norma Frobenius en L(C") entonces
IT = Ur|lz = min{|[T — W[z : W € U(C")}. (52)

Mas aun, Ur es el tnico operador unitario que realiza el minimo. En efecto, sea {€1,- - - ,€,}

la base ortonormal canénica de C" y consideremos la aplicacién tr : L(C") — C definida
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por tr(C) = i (Cej, €) para todo C € L(C"). Luego,

n

17— W3 é'T W)elE = Y- (T~ W)' (T~ Wewey)

= tr((T-W)(T-W))
= tr(T*T) + tr(W*W) — tr(T*W + W*T)

P

(T*T
= tr(T*T) + tr(W*W) — 2tr(Re(W*T))
(T*T

Y

tr(T*T) +n — 2tr(J]W*T]).

y la igualdad vale si y s6lo si W*T = |W*T| = |T| ([11], Proposition IIL.5.1), es decir, si
y s6lo si W = Ur. Para probar la unicidad, supongamos que existe Uy € U(C") tal que
IT — Upll2 = ||IT — Ur|lz = min{||T — W||2 : W € U(C")}. Entonces U3T = |U}T| = |T|.
Luego, U} = |T|T! = U% yasi Uy = Ur.

La propiedad de minimalidad (5.2) es el punto de partida de los resultados que presentamos en
este capitulo, los cuales estdn dados en el contexto de marcos para un espacio de Hilbert. Tales

sucesiones son una generalizaciéon del concepto de bases, como veremos en la siguiente seccién.

5.2. Nociones basicas de marcos en espacios de Hilbert

Las bases cumplen una tarea fundamental en los espacios vectoriales; permiten representar a
todos los elementos del espacio de una tinica manera como «combinacién lineal» de los elementos
de la base. En el caso de espacios de dimensién infinita la situacién presenta la dificultad de
trabajar con series infinitas, por lo tanto hay distintos conceptos de bases de acuerdo al modo en
que converja la serie. Si X' es un espacio de Banach separable, una sucesion {¢, }neny € X es una

base de Schauder para X si para todo ¢ € X existen tnicos escalares {c, (&)} tales que

= ilcn(g)gn

Aqui, la convergencia depende del orden en que se disponen los elementos. Si la serie converge
incondicionalmente entonces se dice que la base {&,, },cn es incondicional.
En un espacio de Hilbert se tiene el concepto adicional de base ortonormal el cual es muy

utilizado por fisicos y matematicos en muchas dreas donde se necesita representar elementos en
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términos de la base, pues en los elementos de una base ortonormal se concentra la informacién de
cada vector. Una sucesion {¢, }nen de elementos de H es una base ortonormal para H si { }nen
es una base de Schauder para H y (Z;, ;) = jj.

Es bien conocido que una sucesion ortonormal {¢, },cN es una base ortonormal para H si'y
s6lo si para todo ¢ € H vale que ¢ = § (€, &) &n. Ademas, si {&y }neN es una base ortonormal
para H entonces todas las bases ortong;r}nales para H estan dadas por las sucesiones {U¢; } N,
donde U € U(H). Si se debilita la condicién sobre el operador U, requiriendo que éste sea in-
versible y acotado (es decir, U € GI(H)) entonces la sucesion {U&, },eN es una base de Riesz.
Si {7, }nen es una base de Riesz para H entonces para todo ¢ € H existe una tnica sucesién
{#ntnen C H tal que ¢ = % (C, un) Mn. Las bases ortonormales y las bases de Riesz tienen la
caracteristica adicional de senr:bases incondicionales. En muchos casos, la unicidad de los coefi-
cientes en la expansién de un elemento en término de los elementos de la base no es titil y tener un
conjunto de generadores del espacio con méas elementos que los necesarios para una base da mas
libertad para elegir los coeficientes, lo cual es muy ttil para algunas aplicaciones determinadas.
Surge asf la necesidad de definir el concepto de marcos para un espacio de Hilbert.

Los marcos para un espacio de Hilbert fueron definidos formalmente por Duffin y Schaeffer
[27] en 1952. Desde ese momento se ha trabajado intensamente sobre este tema pues la teoria de
marcos tiene un papel fundamental en procesamiento de sefiales, procesamiento de imdgenes,
compresion de datos, etc. El lector interesado en la teoria de marcos puede consultar el libro de
O. Christensen [15]. En esta seccién daremos las definiciones y resultados basicos con los cuales

trabajaremos en este capitulo.

Definicién 5.2.1. Sea H un espacio de Hilbert separable. Una sucesién & = {&, } neNn en H es un marco
para 'H si existen constantes a, b > 0 tal que
allgl? < 3 1 &) 1> < vlig] (5.3)
neN

vale para todo ¢ € 'H.

Las cotas 6ptimas 4, b para (5.3) se llaman cotas del marco. Un marco se dice ajustado sia = b.
Si ademds, 4 = b = 1, el marco se denomina marco de Parseval. Si & = {{, },en es un marco y

{€n }new denota la base ortonormal canénica de ¢2 = ¢2(IN), el operador

T:0? > H, T(en) = Cn,
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es acotado y se denomina operador de sintesis. Su adjunto, definido por

T*:H — 02, T¢ = {(&,&n) tnen

se denomina operador de analisis. El operador de marco es

o)

StH—M, SE=TT¢= Y (&&)En

n=1

Proposicién 5.2.2. Sea & = {&,},en un marco para Hy T € L(¢?,H) el operador de sintesis de Z.

Entonces:
1. S = TT* es inversible.
2. T* es inyectivoy T es suryectivo.
3. Ees un marco de Parseval si y sélosi S = TT* = L.

Demostracion.

1.Sea ¢ € H. Luego (S¢,¢) = <Z <€r§n>§n,§> = Z (6, 8n) (C,Cn) = Z [ (G, Cn) . En-
n=1 n=1 n=1
tonces, como E es un marco, existen constantes a,b > 0 tales que a (¢, &) < (S¢, &) < b(,{), es

decir, al < S < bl. Porlo tanto, S = TT* es inversible.

2. Por el item (1), el operador TT* es inyectivo, es decir, N(TT*) = {0}. Luego, la inyectividad
de T* sigue del hecho que N(T*) = N(TT*). Por otro lado, TT* es suryectivo. Entonces H =
R(TT*) C R(T) y asi T resulta suryectivo.

3. La afirmacién es consecuencia inmediata del hecho que (S¢,¢) = i | (&,&,) | para todo

n=1

FEH. O

Por el item (3) de la Proposicién anterior, el operador de sintesis de un marco de Parseval
es una coisometria, es decir, el operador de sintesis verifica que TT* = I. En particular, si T
es el operador de sintesis de un marco & y T = U|T| su descomposicién polar, donde U es
una isometria parcial de L(¢2,’H) y |T| = (T*T)Y? entonces U es una coisometria. El marco
de Parseval que define la coisometria U se denomina marco de Parseval canénico asociado a Z.

La siguiente propiedad de descomposicién es la caracteristica mas importante que poseen los

marcos.
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Proposicién 5.2.3. Sea {G, }neN un marco para H con operador de marco S. Luego, para todo § € 'H

vale
¢= Z <‘:/ Sil§n> Cn-
n=1
Demostracion. Sea & € ‘H. Por las propiedades del operador de marco vale que & = SS™I1¢& =

% <571§, §n> Cp = i <§,571§n> Cn v asi se obtiene la afirmacion. O

n=1 n=1

Por otro lado, también vale la siguiente igualdad:

=Y (&&)S e
n=1

Notemos que para reconstruir un elemento de H mediante el operador marco, necesitamos
realizar el cdlculo del inverso de S, lo cual, en muchos casos, plantea inconvenientes. Por esta
razén es que los marcos de Parseval suelen ser los mas utilizados para reconstruir vectores. En

general, los coeficientes que intervienen en la férmula de reconstruccién no son tinicos.

5.3. Ideales simétricos de L(H)

A lo largo de este capitulo, Log(7) denota el ideal de operadores de rango finito de L(H) y
Lo(H) el ideal de operadores compactos de L(H). Dado T € Ly(H), los valores singulares de T
ordenados de manera decreciente se denotan s;(T) con i € IN (es decir, s1(T) > s5(T) > ---)y
s(T) = (si(T))ien- El Teorema de Calkin ([33], Chapter III, Theorem 1.1) afirma que si Z(H) es
un ideal bilatero de L(H) entonces Loo(H) € Z(H) C Lo(H). Un ideal bildtero Z(H) de L(H) se
dice simétricamente normado si sobre Z(H) se define una norma simétrica que lo convierte en
un espacio de Banach. Por norma norma simétrica entendemos una funcional || - |[s: Z(H) — C

que satisface:
1. || - ||s es una norma;
2. ||STR]ls < IS I T[ls[IR]|, para todo S,R € L(H) y T € Z(H);
3. |T|ls = ||T|| = s1(T) paratodo T € L(H) condim(R(T)) = 1.
Si la condicién (2) se remplaza por

2. |UT|s = ||TU||s = ||T||s paratodo T € Z(H) y U € U(H);
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entonces || - ||s es una norma unitariamente equivalente.

Toda norma simétrica es unitariamente invariante. En efecto, de acuerdo a la propiedad (2),
para todo U,V € U(H) vale [|[UTV||s < ||T||s- Ademdas, como T = U~ 'UTVV~! se tiene que
ITlls < [[UTV||s y asf

UTV|s = ||T||s. Consideremos co, cj y ¢ los espacios de sucesiones de

numeros reales definidos por

co = {(Cn)nen CR:Gn — 0};
¢ = {(Zw)nen € co: & > 0paratodon € N};

2%
I

{(&n)neN € co : existe M > 0 tal que &, = 0,n > M}.
Una funcién @ : ¢ — R es una funcién simétricamente normada si

1. ® es una norma;

2. ©(1,0,0,---) =1;

3. (D(§1/§2/' o /CH/O/O/' . ) = q)(|€]l|/|€]2|/ o /|§j1’l|/0/0/' . ')/

donde ji, - - -, ju s una permutacién de los enteros 1, - - - , n.

Las funciones simétricamente normadas se vinculan con las normas simétricas sobre Lo(H).
Para describir esta relacién es necesario extender el dominio de dichas funciones. Dado ¢ =
(&)ien C R consideremos & = {&1,&, -+ ,&,,0,0,---}.Si ® : ¢ — C es una funcién simétri-

camente normada entonces se define
co = { €co:sup @(ﬁ(”)) < oo}
n

La sucesion {®(&(")} es no decreciente y acotada superiormente ([33], Chapter III, Lemma 3.2).

Luego, para cada ¢ € co se define

®(§) = lim o(&").

n—oo

Dada una funcion @ : ¢ — C simétricamente normada, denotamos
Io(H) ={T € Lo(H) : s(T) € cop}

y sobre Zg(H) definimos la norma

ITllo = @(s(T)).
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El conjunto Zg(H) con la norma || . ||¢ es un ideal simétricamente normado ya que ® induce
una norma simétrica sobre Zg ([33], Chapter III, Theorem 4.1).
A continuacién introducimos algunas normas simétricas y clases de ideales simétricos con los

que trabajaremos en este capitulo:

(I) Para cada k € N, la funcién @, : ¢ — C definida por

k
D (¢) = Zéi
j=i

es una funcién simétricamente normada. Si T € Lo(H), para cada k € IN se definen las

normas de Ky-Fan como

[Tl k) = Py (s(T))-

(II) Sea T € Lo(H). Paral < p < oo la funcién @7 : ¢y — C definida por
@(s(m) = (L ()"
iz
es una funcién simétricamente normada. Luego, el conjunto
LP(H) = {T € Lo(H) : P(s(T)) < co}

es un ideal simétricamente normado con la norma

7, = (Lsmr) .

i=1

Los ideales L ('H) se llaman ideales Schatten-p.

Las normas de Ky-Fan jugardn un rol fundamental en los resultados que presentaremos en
la seccion 5.4. La principal importancia de dichas normas radica en la siguiente proposicién; una

demostracién de la misma puede encontrarse en [33], pagina 82.

Proposicién 5.3.1 (Propiedad de dominancia de Ky Fan). Sea Zg(H) un ideal simétricamente nor-

mado de Lo(H). Si T» € Zo(H) y el operador Ty € Lo('H) satisface

IT1ll ) < T2l k)

para todo k € N entonces T1 € Zo(H) y || T1llo < || T2 o
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Para enunciar el préximo resultado (ver [11], Theorem III.4.4) necesitamos especificar la no-
tacion que utilizaremos: dado ¢ = (;)ien € co, || denota el vector (|&1],[Ea],-++ )y El denota el

vector obtenido al reordenar las coordenadas de ¢ en orden decreciente.

Proposicién 5.3.2 (Lidskii). Si Ty, T € Lo(H) entonces para todo k € IN vale

k
1Ty = Tall gy = Y Isi(Th) — si(T2)|
i1

5.4. Aproximacién de marcos por marcos de Parseval

Durante esta seccién T € L(¢?,H) denotard el operador de sintesis asociado a un marco & =
{&n}nen. Ademds, U € L(¢2,H) denotar4 la coisometria de la descomposicién polar de T, T =
U|T|. Notemos que R(T) es cerrado pues T es suryectivo; luego R(T*) es cerrado y denotaremos
P = Pp(r+).

M. Frank, V. Paulsen y T. Tiballi [31] fueron los primeros en abordar el estudio de aproximacién
de marcos por marcos de Parseval. En [31] se prueba que si el operador de marco TT* es de la

forma I + H, donde H € L?(’H) entonces
HT = Ul 2 = min{|[ |T - W[ |l2: W € L(&>, H) y WW* = Iy}. 54)

Nuestro objetivo es extender este resultado al caso en que el operador de marco es de la forma
I + K, donde K es un operador perteneciente a algin ideal simétricamente normado de Ly(H).
Esta condicién puede manifestarse de diferentes maneras, todas ellas equivalentes, como veremos

en el siguiente resultado.
Proposicién 5.4.1. Sea P = Py(r+). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. I - TT* € Lo('H) (respectivamente Zg(H)).

N

. P —|T| € Lo(¢?) (respectivamente g, (£?)).
3. |U —T| € Lo(¢?) (respectivamente g (£2)).
4. Existe una co-isometria W € L(¢%,H) tal que |W — T| € Lo(¢?) (respectivamente g (£2)).

5. Existe una isometria parcial V € L(¢?) tal que VV* = Py V — |T| € Lo(£?) (respectivamente
Io(£7)).
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Demostracion.

1< 2. Afirmamos que I — TT* € Lo(H) (respectivamente Zg (H)) si y sélo si I — (TT*)V/2 ¢
Lo(H) (respectivamente Zg (H)). En efecto, es suficiente notar que I — TT* = (I — (TT*)Y/2)(I +
(TT*)Y/2)y que I+ (TT*)'/? es inversible. Luego, como I — (TT*)V/2 = U(P — |T|)U*y P — |T| =
u*(I — (TT*)/?)U, la equivalencia queda probada.

2« 3. Como U(P —|T|) = U — T entonces |P — |T|| = |U — T|. Luego, P — |T| € Lo(¢?)
(respectivamente Zg (¢2)) siy slo si [U — T| € Lo(£?) (respectivamente Zg (£?)).

3— 4. La demostracién es inmediata.

4— 5. Definimos V = U*W. Entonces VV* = P. Ademés, V — |T| =U*(W-T)y |V —|T|| =
|W —T|.Luego V — |T| € Lo(¢?).

5—2.Si |T| = V 4 K para algtin K € Ly(¢2) (respectivamente Zg (£2)) entonces |T|> = P + K
donde K € Lo(?) (respectivamente Zg(£2)). Por otro lado, como T es sobreyectivo entonces su
rango es cerrado. Luego R(T*T) es cerrado y por lo tanto R(T*) = R(|T|) = R(|T|"/?). Es claro
que P+ |T| y P+ |T|*? son operadores positivos. Més atn, vale que (P + |T|)/2 = P + |T|'/2
y (P +|T|*)/2 = P+ |T| . Ademas, P + |T| tiene rango cerrado. En efecto, por las observaciones

anteriores y [[30], Theorem 2.2], tenemos las siguientes igualdades
R(P)+ R(|T|) = R(P) + R(|T|'/?) = R((P +|T|)"/?) = R(P + |T|'/?); (5.5)

R(P) +R(|T|) = R((P+|T]*)'/?) = R(P +|T|). (5.6)

De (5.5) y (5.6) concluimos que R(P + |T|) = R((P + |T|)!/?). En consecuencia, P + |T| tiene
rango cerrado. Luego (P + |T|)" € L(¢?). Ahora, como P — |T|> = (P + |T|)(P — |T|) entonces
(P+IT)*(P = |T|*) = Pr(psr))(P = IT|) = P — |T| pues, de la ecuaci6n (5.6) se desprende que
R(P) C R(P+|T|) y R(|T]) € R(P + |T|). Luego, ya que Lo(¢?) (respectivamente Zg(¢?)) es un
ideal bilatero, se deduce que P — |T| € Lo(#?) (respectivamente Zg (¢?)). O

El siguiente teorema es el resultado principal de este capitulo.

Teorema 5.4.2. Si I — TT* € Ly('H) entonces
T = Ul |y = min{[||T = W] [l@) : W € L(E%,H) y WW* = I} < o,

donde || - || (1) denota la k-ésima norma de Ky Fan.
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Demostracion. Si I — TT* € Lo(H) entonces, por la Proposicién 5.4.1, [U — T| € Lo(¢?). Luego, el
minimo es finito. Sea W € L(¢2,’H) una co-isometria y supongamos, sin pérdida de generalidad,
que |W — T| € Ly(¢?). Consideremos V = U*W. Luego V es una isometria parcial tal que VV* =
P, donde P = Pg(r+). Como U*(U —T) = P—-U'T = P—|T|y U*(W —T) = V — |T| entonces
U—T| = |P=|T||y[W—T| = |V—|T||. Asf,

U =THg = 1P =ITHw y HW=THuw =1V —=ITHw,
para toda norma Ky Fan || - | 1. Por lo tanto, es suficiente probar que
IV —=ITl g = 1P =TIl % (5.7)

para todo k € IN. Como P — |T| es un operador compacto, por el Teorema Espectral ([17], Chapter

1T, Theorem 5.1), existe una base ortonormal de N(T)*, {¢;}ien, tal que
T =) _si(T) (., &) &
i=1

Sea P, la proyeccion ortogonal sobre el subespacio generado por &y, ..., {,. Entonces, s;(P,V) =

si(Py) para todo i € IN. Luego, por la Proposicion 5.3.2 se obtiene:

IV =1TDIlwy = 1PV = [TDll k)

k
> Y [siPaV) = iRl T
i=1
£ !
= ) [si(Pu) = 5i(Pu|T])|
i=1
= [[Pa(P— TPl x)-
Finalmente, tomando limite para n — oo, se obtiene (5.7). O]

Corolario 5.4.3. Si I — TT* € LP(H) para algiin 1 < p < oo entonces
|IT = U] ||, = min{|| [T — W[ |, : W€ L({%H) y WW* = Iy} < 0.

Demostracion. La afirmacion es una consecuencia inmediata del Teorema 5.4.2 y de la Proposicién

5.3.1. O

Maés generalmente obtenemos el siguiente corolario.
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Corolario 5.4.4. Sea Zo(H) un ideal simétricamente normado. Si I — TT* € Zgo(H) entonces
|IT—U||le = min{|||T —W||lo: W € L({2,H) y WN* = I;y} < co. (5.8)

Demostracion. La afirmacién es una consecuencia inmediata del Teorema 5.4.2 y de la Proposicién

5.3.1. O

Nota. A partir del trabajo de Lowdin [45] el estudio de aproximacién de bases por bases ortonor-
males y luego, su generalizacién natural, la aproximacién de marcos por marcos de Parseval,
ocup6 a diferentes matematicos, fisicos y quimicos. A continuacién presentamos una breve re-

sefia de los aportes hechos:

e En 1980, el Corolario 5.4.3 fue probado por Aiken, Erdos y Goldstein en el contexto de bases
para un espacio de Hilbert de dimension finita [1] y para espacios de Hilbert de dimensién

infinita [2], en este tltimo caso mediante el uso de derivadas Fréchet de || . || .

e En 1991 Goldstein y Levy ([34], §6) extendieron el Corolario 5.4.3 a toda norma unitaria-
mente invariante sobre Loy(), en el contexto de bases para un espacio de Hilbert de di-

mension finita.

e En 2002, el problema de aproximar marcos por marcos de Parseval fue estudiado por Frank,
Paulsen y Tiballi ([31], Theorem 1.3, Theorem 2.3, Proposition 3.4) considerando || . ||, sobre
Loo(H) y sobre Lo(H).

e En 2007, Casazza y Kutyniok [14] presentaron un algoritmo que calcula el marco de Parseval
mds cercano a un marco dado, respecto a la norma || . ||, en un espacio de Hilbert de

dimension finita.

e Con [31] como motivacién, y utilizando leves variaciones de las ideas aplicadas en [34],
obtuvimos el Teorema 5.4.2 que generaliza los resultados obtenidos en [31] y provee una
extensién natural de los resultados de Goldstein-Levy a todo ideal simétricamente normado

de Ly(H) (Corolario 5.4.4).

Siguiendo exactamente los mismos pasos hechos en la demostracién del Teorema 5.4.2, podemos

probar el siguiente resultado.

Proposicién 5.4.5. Sea A € GI(H)™" tal que A conmuta con TT*. Entonces:
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1. Si A—TT* € Lo(H) entonces para todo k € IN wvale

1T — AY2U] || gy = min{|||T = T||l@y : T € L(&% H) y TT* = A} < o,

2. Si Ty('H) es un ideal simétricamente normado de Lo(H) y A — TT* € Zo('H) entonces

11T — AY2U] | = min{[||T — T| o : T € L(2, H) y TT* = A} < co.
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