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Maŕıa Eugenia Di Iorio y Lucero

Director de tesis: Esteban Andruchow

Consejero de estudios: Esteban Andruchow

Lugar de trabajo: Instituto Argentino de Matemática. “Alberto Calderón”.
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Espacios Métricos Homogéneos de Lie-Banach

Resumen: El presente trabajo se desarrolla en torno al estudio de los as-

pectos métricos y geométricos de los espacios homogéneos de ciertos grupos de

Lie-Banach.

Consideraremos dos grupos de Lie-Banach particulares. El primero de ellos

actúa sobre un operador autoadjunto A y el segundo grupo lo hace sobre un ope-

rador de compresión P , dando lugar a dos órbitas, OA y UI (P ), respectivamente.

Entre los resultados obtenidos, se destacan los que caracterizan la estructura

diferenciable de estas órbitas. Desde un punto de vista métrico introduciremos una

métrica de Finsler cociente en ambos espacios y mostraremos que ambas órbitas

son un espacio métrico completo con la distancia rectificable inducida. En el caso

de OA, también se introduce una métrica de Finsler ambiente llegando a la misma

conclusión sobre la completitud. Para finalizar, se muestra que UI (P ) es un espacio

recubridor de otra órbita natural de P .

La mayoŕıa de los resultados que exponemos en esta tesis han sido publicados

en [Di 13] y [CD13].

Palabras claves: Subvariedad, métrica de Finsler, métrica Riemanniana, re-

vestimiento, representación a izquierda, operadores autoadjuntos, operadores de

compresión, ideales simétricamente normados.
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Lie-Banach Homogeneous Metric Spaces

Abstract: This thesis deals with metrical and geometrical aspects of Lie-

Banach homogeneous spaces.

We consider two Lie-Banach groups. The first one acts on a selfadjoint operator

A and the second group on a pinching operator P . These actions induce two orbits:

OA y UI (P ), respectively.

Among the results obtained, we emphasize the ones that characterize the dif-

ferential structure of these orbits. From a metric point of view we endow both

spaces with a quotient Finsler metric and we prove that both orbits are complete

metric spaces with the rectifiable distance induced by this metric. We also endow

OA with a ambient Finsler metric, obtaining the same conclusion about complete-

ness. Finally, we show that UI (P ) is a covering space of another orbit of pinching

operators.

Most of the results exposed in this thesis have been published in [Di 13] and

[CD13].

Keywords: Submanifold, Finsler metric, Riemannian metric, covering map,

left representation, selfadjoint operators, pinching operator, symmetrically-normed

ideal.
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a forjar este carácter jodido; los amo. A An, la hermana que la vida me regaló.
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Introducción

Un espacio homogéneo es un conjunto en el cual un grupo actúa transitivamente.

Dicho de una manera más simple, los espacios homogéneos son órbitas generadas

a partir de la acción de un grupo; siendo esta la manera en la que estos espacios

son considerados en la teoŕıa de operadores. Por ejemplo, las órbitas de opera-

dores, funcionales, representaciones, etc. son espacios homogéneos de los grupos

unitarios considerados. Lo que hace más atrayente aún el análisis de estos espacios

homogéneos es que suelen ser variedades diferenciales y examinar la estructura

geométrica que poseen conlleva a estudiar las propiedades de los operadores que

los componen.

Una clase particularmente interesante de espacios homógenos son los que el

grupo en consideración es de Lie-Banach. Los grupos de Lie-Banach son genera-

lizaciones de los grupos de Lie clásicos al contexto infinito dimensional, es decir,

actuando en un espacio de Hilbert H de dimensión infinita (ver [dlH72]). Entre

estos podemos mencionar el grupo unitario de Fredholm, es decir, el de los ope-

radores unitarios de H que son perturbaciones compactas de la identidad; como

aśı también al grupo de los unitarios p-Schatten (1 ≤ p <∞), el cual está formado

por los operadores unitarios que son perturbaciones p-Schatten de la identidad.

También existen análogos del grupo lineal, de los grupos simplécticos reales y

complejos, entre otros.

El objeto de estudio de esta tesis son los espacios homogéneos de estos grupos,

más precisamente, estudiaremos acciones de estos grupos sobre operadores parti-

culares. Consideraremos en primer lugar el problema de la estructura diferenciable

de las órbitas, la cual no está garantizada en dimensión infinita. Luego se ana-

lizaremos problemas métricos, induciendo en los espacios homogéneos métricas a

partir del grupo y la acción. Cada uno de estos grupos posee una métrica natu-

ral (por ejemplo, la norma-p del grupo de los unitarios p-Schatten). Dedicaremos

xv



Introducción

también nuestra atención al estudio de la métrica de Finsler en el grupo, y luego

las propiedades que se transfieren al espacio homogéneo.

Antecedentes en geometŕıa de operadores

Como antecedentes en el estudio de la teoŕıa de operadores desde un punto de

vista geométrico podemos citar en primer lugar el aporte que hizo de G. D. Mostow

en 1955 [Mos55]. En este trabajo, el autor introdujo una estructura Riemannia-

na en el conjunto de las matrices cuadradas positivas e inversibles definiendo la

métrica a partir de la traza de matrices. Años más tarde, G. Corach, H. Porta y

L. Recht en sus trabajos [PR87b,PR87a,CPR90,CPR93a] comenzaron el análisis

de la estructura diferencial de diversas clases de operadores.

Puntualizando en el análisis de las órbitas unitarias, es propio volver a men-

cionar el trabajo de G. Corach, H. Porta y L. Recht [CPR93b]. En el mismo se

puede encontrar un estudio exhaustivo de la estructura geométrica del espacio Q

de elementos idempotentes de una C∗-álgebra. Los autores estudiaron, entre otras

cosas, las órbitas unitarias inducidas por el automorfismo interno del grupo de

elementos que son unitarios para una forma no-degenerada, conjugada-bilineal y

simétrica determinada por un elemento autoadjunto de Q, en el espacio de los

elementos autoadjuntos de Q. Otro aporte importante en este ámbito fue el de

E. Andruchow y D. Stojanoff. Entre sus trabajos, se destaca [AS91], en donde

estudiaron la geometŕıa de la órbita {ubu∗ : u ∈ U} donde b es un elemento fijo de

una C∗-álgebra compleja y unital y U es el grupo unitario de esta C∗-álgebra. G.

Larotonda en [Lar06] estudió la geometŕıa de las órbitas unitarias en una varie-

dad Riemanniana, infinito dimensional la cual está modelada sobre el ideal de los

operadores de Hilbert-Schmidt.

Volviendo nuestra mirada a la teoŕıa de operadores, en particular, a los operado-

res de compresión, hacemos mención al aporte hecho por C. Davis [Dav58,Dav59]

a fines de los años 50. El autor introdujo estos operadores, generalizando la no-

ción de los pinching de matrices desarrollados en análisis matricial. Siguiendo esta

ĺınea, cabe citar el trabajo de Bathia [Bha00] a principios de la década pasada.

Por su parte Gohberg y Krein [GK69] y Simon [Sim79] han estudiado estos opera-

dores En el contexto de ideales simétricamente normados. En la mecánica clásica

el operador de compresión es empleado cuando I es el ideal de los operadores

xvi



Introducción

traza, gracias al conocido postulado de von Neumann sobre operadores de densi-

dad [vN55]. Más recientemente, Odzijewicz y Ratiu [OR03] se mostraron que los

operadores de compresión son ejemplos de “quantum reduction maps”.

En lo que respecta al estudio de los grupos clásicos, a mediados de la década

del 80, Carey en [Car85] dedicó su atención a obtener propiedades que surgen

de restringir una acción al grupo de los unitarios que son perturbaciones Hilbert-

Schmidt de la identidad. Más recientemente, Bóna en [Bón04] y Beltiţă en [BRT07]

hicieron un importante aporte en este campo. Un problema interesante de abordar

es el que surge cuando en el espacio homógeneo se inducen métricas a partir del

grupo y la acción. En este ámbito, Durán, Mata-Lorenzo y Recht en [DMLR04]

trataron dicho problema para la norma espectral.

Resultados obtenidos
El objetivo principal de la esta tesis es estudiar dos espacios homogéneos par-

ticulares.

Para introducir al primero, consideremos un operador acotado, autoadjunto y

lineal A de un espacio de Hilbert de dimensión infinita H. Denotemos por B (H)

al álgebra de operadores lineales y acotados de H, Bp (H) a la clase de p-Schatten

de H y por Up (H) al grupo de los unitarios p-Schatten. Si A /∈ Bp (H), entonces

A y Bp (H) son linealmente independientes. Sea A+ Bp (H) el espacio af́ın:

{A+X : X ∈ Bp (H)} .

Debido a que cada elemento S ∈ A + Bp (H) tiene una única descomposición

S = A+X,X ∈ Bp (H), es natural dotar a este espacio af́ın con la métrica inducida

por la norma-p : si S1 = A+X1 y S2 = A+X2, entonces ‖S1 − S2‖ := ‖X1 −X2‖p.
La primera órbita que vamos a analizar está definida como:

OA := {UA : U ∈ Up (H)} .

Debido a que cualquier operador U ∈ Up (H) puede descomponerse como U =

I + X, con X ∈ Bp (H), se tiene que la órbita OA está contenida en A + Bp (H).

Es por esto que se va a considerar a OA con la topoloǵıa inducida por la norma-p

de A+ Bp (H).
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Introducción

Primeramente vamos a mostrar que OA que es una subvariedad diferencial si y

sólo si la imagen de A es cerrada. En el caso de que la imagen de A sea cerrada, es

natural estudiar a esta órbita como a un espacio métrico. Con tal fin, la vamos a

dotar de dos métricas naturales, obtenidas como el ı́nfimo de longitudes de curvas

contenidas en OA. Gran parte de las propiedades de OA que mostraremos han sido

publicadas en [Di 13].

Para definir al segundo espacio homogéneo, considerermos Φ una función gauge

simétrica e I = SΦ el correspondiente ideal simétricamente normado de B (H)

dotado con la norma ‖ . ‖I . Denotemos por UI al grupo de los operadores unitarios

que son perturbaciones de la identidad por un operador en I, i.e.

UI = {u ∈ U (H) : u− I ∈ I },

donde U (H) es el conjunto de los operadores unitarios actuando en H. UI es un

grupo de Lie-Banach real con la topoloǵıa definida por la métrica d(u1, u2) =

‖u1 − u2‖I , cuya álgebra de Lie es

Iah = {x ∈ I : x∗ = −x },

que coincide con el espacio de Banach real de los operadores anti-hermitianos en

I (ver [Bel06]).

Sea { pi }w1 (1 ≤ w ≤ ∞) una familia de proyecciones hermitianas mutuamente

ortogonales en B (H). Debido a que no se hacen suposiciones sobre la suma de

todas las proyecciones de la familia, puede darse el caso que la proyección p0 :=

1−
∑w

i=1 pi sea no nula. El operador de compresión asociado con { pi }w1 está definido

por

P : I −→ I, P (x) =
w∑
i=1

pixpi,

donde en caso que w =∞ la serie es convergente en la norma uniforme.

Denotar por B(I) al álgebra de Banach de los operadores lineales actuando en

I que son acotados para la norma ‖ · ‖I . La multiplicación a izquierda define al

operador lineal acotado Lx : I −→ I, Lx(y) = xy, para x ∈ B (H) e y ∈ I. La

representación a izquierda de UI en B(I), esto es, UI −→ B(I), u 7→ Lu, permite

introducir la siguiente órbita:

UI(P ) := {LuPLu∗ : u ∈ UI } .
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Introducción

UI (P ) es la segunda órbita que será estudiada en esta tesis. El estudio, como se

ha mencionado con anterioridad, está enfocado en las propiedades geométricas de

dicha órbita. Cabe mencionar que la mayoŕıa de los resultados que expondremos

sobre esta órbita pueden encotrarse en [CD13].

Como cada operador de compresión es una proyección continua, el estudio que

se haremos podŕıa considerarse como una contribución a la vasta literatura sobre la

geometŕıa diferencial y métrica de las órbitas unitarias de proyecciones en distintos

conjuntos (ver, por ejemplo, [AL08,AS94,BRT07,CPR90,CPR93b,Upm85]).

Más allá de algunas propiedades geométricas que ya han sido estudiadas en los

trabajos antes mecionados, y que también valen en ésta particular órbita, exhibire-

mos nuevas caracteŕısticas de UI (P ), especialmente relacionadas con su estructura

de subvariedad (ver Teorema 3.2.7 y Teorema 3.3.7). Además profundizaremos en

la estructura topológica de esta órbita probando que UI (P ) es un espacio recu-

bridor de una órbita de operadores de compresión que contiene a P (ver Teorema

3.5.5). Este resultado topológico es otra motivación para el estudio de UI (P ) y

tiene su equivalente en álgebras de Von Neumann con las órbitas unitarias de una

esperanza condicional [AS94].

Organización de la tesis
Esta tesis está basada principalmente en los art́ıculos [Di 13] y [CD13]. Los

Caṕıtulos 2 y 3 contienen algunos de los resultados que estimamos son originales y

que han sido publicados en dichos trabajos. A continuación expondremos un breve

resumen de cada caṕıtulo.

Caṕıtulo 1

Dedicaremos este caṕıtulo a fijar notaciones y exponer los preliminares necesa-

rios acerca de operadores en espacios de Hilbert, geometŕıa diferencial en dimensión

infinita y espacios homogéneos.

Caṕıtulo 2

Este caṕıtulo está centrado en el estudio de la órbita OA. En la Sección 2.1,

se vamos a probar que la condición necesaria y suficiente para que OA sea una

subvariedad de A+Bp (H) es que el operador autoadjunto A tenga rango cerrado.

En la Sección 2.2, estudiaremos el grupo de isotroṕıa en OA. En la Sección 2.3,
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vamos a dotar a OA con una métrica de Finsler dada por la norma cociente del

álgebra de Lie de Up (H) por el álgebra de Lie del grupo de isotroṕıa de la acción

y vamos a analizar el caso particular p = 2. También mostraremos que para dicho

valor de p, la métrica de Finsler introducida es una métrica Riemanniana. En

la Sección 2.4, dotaremos a OA con la métrica de Finsler provista por la norma

ambiente de Bp (H) y además mostraremos que con esta norma es un espacio

métrico completo. En la Sección 2.5, vamos a considerar la métrica de Finsler

cociente introducida en la Sección 2.3 y caracterizaremos la distancia rectificable

inducida por esta métrica. Mostraremos que esta distancia rectificable coincide

con la métrica inducida por la topoloǵıa cociente de Up (H)/GA, donde GA es el

grupo de isotroṕıa. También veremos que OA es un espacio métrico completo con

la distancia rectificable dada por la métrica cociente.

Caṕıtulo 3

El Caṕıtulo 3 está dedicado al análisis de la órbita UI (P ). Las secciones 3.1,

3.2, 3.3 están dedicadas al estudio de la estructura diferencial de UI (P ). Para un

ideal simétricamente normado I (distinto del ideal de los operadores compactos),

en el Teorema 3.2.7 exhibiremos condiciones equivalentes a que UI(P ) sea una

subvariedad de B(I). Para el ideal K (H) de los operadores compactos (también

denotado por K), algunas de estas condiciones no siguen valiendo. De hecho, UK(P )

es siempre una quasi subvariedad de B(K), las cuales raramente tienen espacios

tangentes complementados en B(K) (ver Teorema 3.3.7).

En la Sección 3.4 daremos una aplicación de los resultados obtenidos en las

secciones anteriores. Más precisamente, estudiaremos la topoloǵıa de las órbitas

UI-unitarias de un operador normal y compacto. Este tipo de órbitas pueden ser

dotadas con la topoloǵıa cociente, como aśı también con la topoloǵıa definida

por la norma del ideal I. Probaremos que ambas topoloǵıas coinciden si y sólo

śı el operador compacto tiene rango finito. Es interesante destacar que en [AL10,

ALR10,BR05,Bón04], a pesar de no estar bajo las mismas hipótesis, la condición

de rango finito también resulta ser suficiente.

En la Sección 3.5, continuaremos estudiando la estructura topológica de UI (P ).

Veremos que UI (P ) es un espacio recubridor de otra órbita natural de P . Los

métodos de esta sección son utilizados en [AS94], donde se dan situaciones similares

en relación con la órbita unitaria de una esperanza condicional en un álgebra de

xx



Introducción

Von Neumann.

La Sección 3.6 está enfocada a la estructura métrica de UI (P ). Motivados

por [AL10, Chi10] estudiaremos la distancia rectificable inducida por la métrica

cociente de Finsler en UI (P ). Bajo la hipótesis de que la topoloǵıa cociente en

UI(P ) coincide con la topoloǵıa heredada de B(I), probaremos que la distancia

rectificable define esta topoloǵıa. Como consecuencia, se tiene que UI (P ) es com-

pleto con dicha distancia rectificable.

xxi





Caṕıtulo 1

Preliminares

El análisis funcional y la geometŕıa diferencial usualmente van de la mano. Este

hecho tiene lugar en numerosos campos como el análisis complejo, la teoŕıa de las

ecuaciones diferenciales, o en la teoŕıa de Grupos de Lie.

En esta sección exhibiremos una breve recolección de definiciones y resultados

conocidos sobre teoŕıa de operadores en espacios de Hilbert y geometŕıa diferencial

que serán utilizados a lo largo del trabajo. Entre las muchas referencias destacamos

las siguientes [Con90,GK69,Bel06,Pen55,Gro77,dlH72,Upm85]

1.1 Operadores en espacios de Hilbert

Sean H y H′ dos espacios de Hilbert separables de dimensión infinita. ‖ . ‖H y

‖ . ‖H′ denotarán la norma de los elementos en H y H′, respectivamente. En caso

de que no haya lugar a confusión, con ‖ . ‖ denotaremos la norma de un elemento

ya sea en H como en H′.
Dado una transformación lineal T : H → H′, ‖T‖ denotará la norma unifor-

me de T , es decir

‖T‖ = sup{‖Tx‖H′ : x ∈ H, ‖x‖H ≤ 1}

Sea B
(
H,H′

)
el álgebra de los operadores lineales y acotados de H en H′ .

En el caso que H = H′, B (H,H) = B (H), en este caso, I ∈ B (H) denotará al

operador identidad.

De ahora en más, ker(T ) and R(T ) denotarán al núcleo y al rango de T , res-

pectivamente, para cualquier operador T ∈ B
(
H,H′

)
.
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CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Si H0 es un subespacio cerrado de H, entonces H = H0 ⊕H⊥0 . Si X ∈ B (H),

entonces X puede ser escrito como una matriz de 2 × 2 con entradas dadas por

operadores,

X =

(
X11 X12

X21 X22

)

donde X11 ∈ B (H0), X12 ∈ B
(
H⊥0 ,H0

)
, X21 ∈ B

(
H0,H⊥0

)
, X22 ∈ B

(
H⊥0
)
.

A lo largo de este trabajo denotaremos por por Gl(H) al grupo de operadores

inversibles de H y por U (H) al grupo de los operadores unitarios de H. F (H)

denotará al conjunto de los operadores de rango finito de B (H), es decir, los

operadores T tales que dim(R(T )) (la cual será denotada por rg(T )) es finita.

K (H) y K (para simplificar la notación) denotarán al conjunto de los operadores

compactos.

Notación 1.1.1 Dado H un C-espacio de Hilbert y A ∈ B (H), los operadores

autoadjuntos

Re(A) =
A+ A∗

2
y Im(A) =

A− A∗

2i

denotarán la parte real e imaginaria (resp.) del operador A.

En lo sucesivo, el sub́ındice h (respectivamente ah) denotará el conjunto de los

operadores hermitianos (respectivamente antihermitianos).

Recordemos la definición de dos topoloǵıas definidas en B (H), las cuales son

más débiles que la dada por la norma de operadores [Con90].

La topoloǵıa débil de operadores (WOT) sobre B (H) es la topoloǵıa localmente

convexa definida por las seminormas {ph,k : h, k ∈ H} donde ph,k(A) = |〈Ah, k〉|.
La topoloǵıa fuerte de operadores (SOT) es la topoloǵıa definida sobre B (H) por

la familia de seminormas {ph : h ∈ H}, donde ph(A) = ‖Ah‖.
En general, la topoloǵıa dada por la norma es más fuerte que la topoloǵıa SOT

y ésta es, en general, más fuerte que la topoloǵıa (WOT).

Además, dada una sucesión (An)n ∈ B (H), se tiene que:

2
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1. An → A (WOT) si y sólo śı 〈Anh, k〉 → 〈Ah, k〉 para todo h, k ∈ H.

2. An → A (SOT) si y sólo śı ‖Anh− Ah‖ → 0 para todo h ∈ H.

1.1.1 El operador x⊗ y

Dados dos elementos x e y en H, definamos el operador x⊗ y: H → H como:

(x⊗ y)(z) = 〈z, y〉x.

para todo z ∈ H.

Este operador cumple con una serie de propiedades cuyas demostraciones se

siguen de la definición.

Proposición 1.1.2 Sean x, y, x′ e y′ elementos en H y T ∈ B(H). Entonces

tenemos que:

1. ‖x⊗ y‖ = ‖x‖ ‖y‖.

2. (x⊗ x′) (y ⊗ y′) = 〈y, x′〉 (x⊗ y′).

3. (x⊗ y)∗ = y ⊗ x.

4. T (x⊗ y) = T (x)⊗ y; (x⊗ y)T = x⊗ T ∗(y).

5. Si U ∈ B(H) es un operador de rango uno, entonces U es de la forma

x⊗ y, donde x es un elemento no nulo de su imagen e y ∈ H.

6. El operador x⊗ x es una proyección de rango uno si y sólo si ‖x‖ = 1;

Más aún, toda proyección de rango uno es de la forma x⊗ x para algún

vector de norma uno.

1.1.2 Isometŕıas parciales

Una isometŕıa parcial es un operador W tal que para cada h ∈ (ker(W ))⊥ cumple

que ‖Wh‖ = ‖h‖. El espacio (ker(W ))⊥ es denominado espacio inicial y R(W ) es

denominado espacio final.

Recordar que dado A ∈ B (H), existe una isometŕıa parcial W con (ker(A))⊥

como espacio inicial y R(A) como su espacio final tal que A = W |A| (donde
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CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

|A| =
√
A∗A). Más aún, si A = UP donde P ≥ 0 y U es una isometŕıa parcial con

ker(U) = ker(P ), entonces P = |A| y U = W . Esto es lo que se conococe como la

descomposición polar de A.

Dado W ∈ B (H), son equivalentes:

• W es una isometŕıa parcial.

• W ∗ es una isometŕıa parcial.

• WW ∗ es una proyección.

• W ∗W es una proyección.

• WW ∗W = W .

• W ∗WW ∗ = W ∗.

Más aún, Si W es una isometŕıa parcial, se tiene que W ∗W es la proyección

sobre el espacio inicial de W y WW ∗ es la proyección sobre el espacio final de W .

1.1.3 La pseudoinversa de Moore-Penrose

Sea T ∈ B
(
H,H′

)
un operador de rango cerrado. T † denotará a la pseudoinversa

de Moore-Penrose de T , i.e., al único operador en B
(
H′ ,H

)
tal que:

1. TT † =
(
TT †

)∗
,

2. T †T =
(
T †T

)∗
,

3. TT †T = T ,

4. T †TT † = T †.

Esto es equivalente a que el operador esté definido por T †(Tx) = x si x ∈
ker(T )⊥ y T †(y) = 0 si y ∈ R(T )⊥.

Notar que T †T coincide con la proyección ortogonal sobre ker(T )⊥ y TT † con

la proyección ortogonal sobre R(T ).

Más aún, si A es un operador autoadjunto con R(A) cerrado, entonces

AA† = A†A. (1.1)
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Y además, la descomposición en términos deH = R (A)⊕R (A)⊥ = R (A)⊕ker (A)

es

A =

(
A0 0

0 0

)
donde A0 = A|R(A) : R (A)→ R (A).

Más información sobre la pseudoinversa de Moore-Penrose, se puede encontrar

en el paper de Penrose [Pen55] o en libro de Groetsch [Gro77].

1.1.4 La expansión de Schmidt de un operador compacto

Sea T un operador compacto. Los autovalores de |T | serán denotados por sk y son

lo que usualmente se denominan valores singulares de T . Serán ordenados en forma

decreciente, teniendo en cuenta sus multiplicidades. Notar que s1(T ) = ‖T‖.
T admite una expansión, que suele denominarse expansión de Schmidt del

operador T ( [GK69, p. 28])

T =

rg(T )∑
k=1

sk(T ) 〈·, ηk〉ψk

o lo que es lo mismo,

T =

rg(T )∑
k=1

sk(T )ψk ⊗ ηk (1.2)

donde {ηk} y {ψk} son un sistema ortonormal de vectores.

Notar que la serie (1.2) converge en norma uniforme.

1.2 Ideales simétricamente normados.

A continuación se expondrán resultados básicos sobre ideales simétricamente nor-

mados. Para un enfoque más profundo sobre el tema, se recomienda leer [GK69]

o [Sim79].

Dado un conjunto I, I ⊂ B (H), vamos a decir que I es un ideal bilátero del

anillo B (H) si es un ideal desde el punto de vista algebraico de la definición.
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Observemos que por la descomposición polar, todo ideal bilatero es autoadjun-

to.

Además de ser evidente que F (H) y B (H) son ideales biáteros, tenemos el

siguiente resultado de J. Calkin [Cal41].

Teorema 1.2.1 Cualquier ideal bilátero I del anillo B (H) está contenido en

K (H) y contiene a F (H):

F (H) ⊆ I ⊆ K (H).

Una consecuencia de este teorema es que, en caso de ser H separable, K (H) es

el único ideal bilátero cerrado del anillo B (H).

Para definir a los ideales simétricamente normados del anillo B (H), se va a

necesitar el concepto de norma simétrica.

Definición 1.2.2 Un funcional ‖ · ‖I definido en un ideal bilátero I del anillo

B (H), se dice que es una norma simétrica si tiene las propiedades usuales de la

norma:

1. ‖X‖I > 0 para todo X ∈ I, X 6= 0;

2. ‖λX‖I = |λ|‖X‖I , donde λ es un número complejo y X ∈ I;

3. ‖X + Y ‖I ≤ ‖X‖I + ‖Y ‖I , donde X e Y están en I;

y si, además,

4. ‖AXB‖I ≤ ‖A‖‖X‖I‖B‖ donde A,B ∈ B (H) y X ∈ I;

5. para cualquier operador X de rango uno se tiene que

‖X‖I = ‖X‖

Observación 1.2.3 Notar que la condición (4) implica que ‖X‖I = a‖X‖ pa-

ra cualquier operador X de rango uno, donde a es una constante positiva que no

depende de X. Por lo tanto (5) se puede interpretar como una hipótesis de “nor-

malización”.
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Definición 1.2.4 Si en la definición de norma simétrica la condición (4), es

reemplazada por

‖UX‖I = ‖XU‖I = ‖X‖I

donde U es un operador unitario, se tiene la definición de norma unitariamente

invariante.

Observación 1.2.5 Toda norma simétrica es unitariamente invariante.

Un ideal simétricamente normado es un ideal bilátero I de B (H) dotado con

una norma ‖ . ‖I que satisface

• (I, ‖ . ‖I) es un espacio de Banach.

• ‖XY Z‖I ≤ ‖X‖‖Y ‖I‖Z‖, para x, z ∈ B (H) e y ∈ I.

• ‖ξ ⊗ η‖I = ‖ξ‖ ‖η‖, para ξ, η ∈ H.

Notar que por el Teorema 1.2.1, cualquier ideal simétricamente normado está con-

tenido en el ideal K (H) de los operadores compactos.

A continuación mostraremos que los ideales simétricamente normados están

estrechamente relacionados con las funciones de gauge simétricas. Sean c0 el espacio

de todas las sucesiones de número reales que tienden a cero y ĉ el subconjunto de

c0 de todas las sucesiones con un número finito de términos no nulos.

Una función gauge simétrica es una norma Φ : ĉ→ R que satisface las siguien-

tes propiedades:

1. Φ((1, 0, 0, . . .)) = 1.

2. Φ((a1, a2, . . . , an, 0, 0, . . .)) = Φ((|aj1|, |aj2|, . . . , |ajn|, 0, 0, . . .)),

donde (an)n ∈ ĉ, y j1, . . . , jn es una permutación de los enteros 1, . . . , n.

La relación que hay entre este tipo de ideales y funciones es que cualquier

función gauge simétrica Φ da lugar a dos ideales simétricamente normados. De
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hecho, para cualquier operador compacto X consideremos la suceción (sn(X))n de

los valores singulares ordenados de manera decreciente, y definamos

‖X‖Φ := sup
k≥1

Φ(s1(X), s2(X), . . . , sk(X), 0, 0, . . .) ∈ [0,∞].

Entonces tenemos que

SΦ := {X ∈ K (H) : ‖X‖Φ <∞}

y

S(0)
Φ := F (H)

‖ . ‖Φ
,

son ideales simétricamente normados.

No es dif́ıcil ver que S(0)
Φ es un ideal simétricamente normado separable. Más

aún, cualquier ideal simétricamente normado separable coincide con algún S(0)
Φ

[GK69, Theorem 6.2, p. 89].

Sea k̂ el cono de todas las sucesiones decrecientes de ĉ, cuyos términos son no

negativos. Entonces para cualquier función gauge simétrica Φ tenemos la siguiente

relación:

sup
(an)n∈k̂

Φ((an)n)

a1

= Φ(1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n

, 0, 0, . . .). (1.3)

Observemos que un simple ejemplo de ideal simétricamente normado separable

es el de los operadores compactos K (H). En efecto, la función de gauge simétrica

está dada por:

Φ((an)n) = máx
n≥1
|an| ,

donde, (an)n ∈ ĉ. Además tenemos el siguiente lema (ver [GK69, Lemma 5.2, p.85])

Lema 1.2.6 Sea Φ una función gauge simétrica. SΦ y K (H) coinciden si y sólo

śı,

sup
n

Φ(1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n

, 0, 0, . . .) <∞.

1.2.1 Ideales Bp (H)

Fijemos 1 ≤ p <∞, notemos que la función gauge simétrica

Φp(a1, a2, . . .) = (
∞∑
k=1

|ak|p )1/p

8
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da lugar a un ideal simétricamente normado separable conocido, a saber, los ideales

p-Schatten.

Denotemos por Bp (H) a la clase de estos operadores, esto es

Bp (H) := {A ∈ B (H) : tr (|A|p) <∞} .

donde tr denota denota al funcional traza usual. Para un operador A ∈ Bp (H), la

norma-p de este operador está definida por:

‖A‖p := tr (|A|p)1/p
= (

∞∑
n=1

λpn)1/p.

donde {λn}n son los valores singulares de A.

Para el caso p = 2, se tiene que B2 (H) es un espacio de Hilbert con el producto

interno

〈A,B〉2 := tr (B∗A) .

Notar que la norma inducida por este producto interno coincide con la norma ‖·‖2

previamente definida, es decir,

‖A‖2 = tr (A∗A)1/2 .

En particular, si {en : n ≥ 1} es una base ortonormal de H, ‖A‖2
2 =

∑
n≥1 ‖Aen‖

2.

Notemos que un ejemplo simple de un operador que esté en Bp (H) es x ⊗ y,

donde x, y ∈ H. Más aún, tenemos que

‖x⊗ y‖p = ‖x‖‖y‖ = ‖x⊗ y‖ (1.4)

Consideremos el siguiente grupo de operadores

Up (H) := {U ∈ U (H) : U − I ∈ Bp (H)} .

Este grupo es un ejemplo de lo que en la literatura [dlH72] se conoce como grupo

de Lie-Banach clásico. Notar que debido a que U1−U2 ∈ Bp (H) si U1, U2 ∈ Up (H),

es natural dotar a Up (H) con la métrica ‖U1 − U2‖p. Con esta métrica, este grupo
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de operadores tiene estructura diferenciable. El álgebra de Lie-Banach de Up (H)

es el espacio de Banach (real) Bp (H)ah := {X ∈ Bp (H) : X∗ = −X}.
Los siguientes resultados referidos a la estructura métrica de Bp (H) y Up (H)

han sido recapitulados de [AL08] y de [ALR10].

Lp denotará al funcional que mide la longitud de curvas suaves a trozos en

Up (H), es decir:

Lp (γ) =

∫ 1

0

‖α̇(t)‖p dt

donde α es una curva suave. dp denotará la distancia rectificable en Up (H):

dp (u1, u2) = ı́nf {Lp (γ) : γ ⊂ Up (H), γ(0) = u1, γ(1) = u2}

El mapa exponencial está definido como:

Bp (H)ah
exp−→ Up (H)

A 7−→ eA

Observación 1.2.7 El mapa mapa exponencial tiene las siguientes propiedades:

1. La exponencial exp es suryectiva.

2. La exponencial es una biyección entre{
z ∈ Bp (H)ah : ‖z‖ < π

}
−→ {u ∈ Up (H) : ‖1− u‖ < 2} .

3. Más aún,

exp :
{
z ∈ Bp (H)ah : ‖z‖ ≤ π

}
−→ Up (H)

es suryectiva.

Estos hechos se pueden deducir de que si u ∈ Up (H), entonces tiene una des-

composición espectral

u = p0 +
∑
k≥1

(1 + αk) pk,

donde αk son los autovalores no nulos de u − 1 ∈ Bp (H) y pk son proyecciones

dos a dos ortogonales. Existe un tk ∈ R con |tk| ≤ π tal que eitk = 1 + αk. La

estimación

|tk|p
(

1− |tk|
2

12

)p/2

≤
∣∣eitk − 1

∣∣p = |αk|p
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implica que z =
∑
k≥1

itkpk, cuya exponencial es u, vive en Bp (H)ah.

El siguiente resultado establece que los grupos uniparamétricos de de los uni-

tarios en Up (H) tienen longitud mı́nima hasta cierto valor de t.

Teorema 1.2.8 Si u, v ∈ Up (H), entonces√
1− π2

12
dp(u, v) ≤ ‖u− v‖p ≤ dp(u, v)

En particular, el espacio métrico (Up (H), dp) es completo.

1.3 Operadores de compresión

Sea { pi }w1 (1 ≤ w ≤ ∞) una familia de proyecciones hermitianas mutuamente

ortogonales, i.e.

pi = p∗i , pipj = δij.

Entonces con cada operador A ∈ B (H), uno puede asociar un operador

Â =
w∑
i=1

piApi, (1.5)

el cual también pertenece a B (H). Notar que esto sólo habŕıa que verificarlo para

el caso w = ∞. Con este fin recordemos el siguiente teorema, cuya demostración

podemos encontrar en [GK69, Theorem 6.3, p.90].

Teorema 1.3.1 Sea Xn (n = 1, 2, . . .) una sucesión de operadores autoadjuntos

en B (H) que converge SOT a un operador X ∈ B (H). Si I es un ideal simétri-

camente normado separable y T ∈ I, entonces las sucesiones {XnA}∞1 , {AXn}∞1 ,

{XnAXn}∞1 convergen en la norma del ideal I al los operadores XA, AX, XAX,

respectivamente.

Continuando con el caso w = ∞, la igualdad (1.5) es en el sentido de la

topoloǵıa fuerte de operadores. Es decir, en el sentido de que para cualquier h ∈ H

Âh =
w∑
i=1

piApih.
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La convergencia, para cualquier h ∈ H, de la serie se sigue del hecho que los

elementos gk = pkApk forman un sistema ortogonal y que

‖gk‖ ≤ ‖A‖‖pkh‖,

con lo que

‖
n∑

k=m

gk‖2 =
n∑

k=m

‖gk‖2 ≤ ‖A‖2

n∑
k=m

‖pkh‖2.

Si A es un operador compacto, entonces Â también es compacto, y cuando

w =∞ la serie (1.5) converge en la norma uniforme.

En efecto, suponer que w =∞ y considerar ε > 0. Por el Teorema 1.3.1 existe

N = Nε tal que

‖Ah‖ ≤ ε‖h‖ para h ∈ R(
w∑
i>N

pi);

luego

‖pkApkh‖ ≤ ε‖pkh‖ para k > N.

Si m,n > N∥∥∥∥∥
n∑

j=m

pjApjh

∥∥∥∥∥ =

(
n∑

j=m

‖gj‖2

)1/2

≤ ε

(
n∑

j=m

‖pjh‖2

)1/2

≤ ε‖h‖,

lo que prueba la convergencia uniforme de la serie (1.5) y, al mismo tiempo, que

el operador Â es compacto.

Notar que con respecto a las dimensiones de R(A) y R(Â) de los operadores A

y Â pueden darse los tres casos:

rg(Â) = rg(A) (≤ ∞), rg(Â) < rg(A) (≤ ∞),

rg(A) < rg(Â) (≤ ∞).

Teorema 1.3.2 Sea A un operador compacto. Entonces

n∑
j=1

sj(Â) ≤
n∑
j=1

sj(A) (n = 1, 2 . . .).

Para que

sj(Â) = sj(A) (j = 1, 2, . . .),

es necesario y suficiente que A = Â.
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Se tiene el siguiente teorema:

Teorema 1.3.3 Sean Φ una función gauge simétrica, I = SΦ y A ∈ I. Entonces

el operador Â también está en I y además,

‖Â‖Φ ≤ ‖A‖Φ.

De la misma manera que trabajamos con el operador Â en ideal de los operado-

res compactos, podemos trabajar en cualquier ideal simétricamente normado. Es

decir, sean Φ una función gauge simétrica, I = SΦ y { pi }w1 (1 ≤ w ≤ ∞) una fa-

milia de proyecciones hermitianas mutuamente ortogonales se define el operador

de compresión asociado con esa familia de la siguiente manera:

I P−→ I

A 7−→
w∑
i=1

piApi,

Por lo dicho anteriormente, como A es compacto, las series, las cuales, en principio,

convergen en la topoloǵıa fuerte de operadores, también resultan ser convergentes

en la norma uniforme. Notar también que por el Teorema 1.3.3 P está bien definido,

en el sentido que P (A) = Â ∈ I si A ∈ I.

Considerar el álgebra de Banach B(I) de todos los operadores acotados en I
con la norma usual de operadores: para X ∈ B(I),

‖X‖B(I) = sup
‖A‖I=1

‖X(A)‖I .

A continuación se darán algunas propiedades básicas de los operadores de compre-

sión.

Proposición 1.3.4 Sean Φ una función gauge simétrica e I = SΦ. Sea P el

operador de compresión asociado a la famillia { pi }w1 . Entonces:

i) P 2 = P .

ii) P (ABC) = AP (B)C, donde A,C ∈ R(P ) e B ∈ I.

iii) P (x)∗ = P (x∗).

iv) P es continuo. De hecho, ‖P‖B(I) = 1.
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Demostración. Las demostraciones i) − iii) son triviales. Para una demostración

de iv) basta con aplicar el Teorema 1.3.3.

2

1.4 Variedades modeladas en espacios de Banach

En esta sección haremos un breve repaso sobre algunos conceptos de geometŕıa

diferencia en dimensión infinita. Para un enfoque más detallado sobre estos temas,

sugerimos consultar [Bel06, Gal06, Lan95, Rae77, Upm85]. Además, cabe también

hacer referencia al trabajo [MLR92] en donde se hace un análisis exhaustivo sobre

la teoŕıa de espacios homogéneos reductivos de dimensión infinita.

Sea E un espacio de Banach real y M un espacio topológico. Decimos que M

es una variedad de Banach de clase Ck (0 ≤ k ≤ ∞) o simplemente variedad de

Banach suave si existe una colección de cartas (U, φ) donde U son abiertos que

cubren M , φ : U → φ(U) ⊂ E es un homeomorfismo con φ(U) abierto y además,

si (ψ, V ) es otra carta de M , entonces φ ◦ ψ−1 : ψ(U ∩ V ) ⊆ E → E es de clase

Ck.

Antes de seguir adelante con las definiciones de subvariedad y quasi subvarie-

dad, recordemos que un subespacio F de un espacio de Banach E se dice que

es complementado si F es cerrado y existe un subespacio cerrado F1 tal que

F ⊕ F1 = E.

Sea M una variedad y N un espacio topológico contenido en M . Decimos que:

• N es una subvariedad de M si para cada punto x ∈ N existe un espacio de

Banach E y una carta (W , φ) en x, φ : W ⊆ M −→ E, tal que φ(W ∩ N) es un

entorno de 0 en un subespacio complementado de E.

• N es una quasi subvariedad de M si para cada punto x ∈ N existe un espacio

de Banach E y una carta (W , φ) en x, φ : W ⊆ M −→ E, tal que φ(W ∩ N) es

un entorno de 0 en un subespacio cerrado de E.

Será útil tener en mente el siguiente criterio a la hora de determinar cuándo

un espacio topológico es una subvariedad (ver [Bou67]).

Proposición 1.4.1 Sea M una variedad, N un espacio topológico y N ⊆ M .

Entonces, N es una subvariedad (resp. quasi subvariedad) de M si y sólo si la

14



1.4. VARIEDADES MODELADAS EN ESPACIOS DE BANACH

topoloǵıa de N coincide con la topoloǵıa heredad de M y el mapa diferencial de la

inclusión N ↪→M tiene rango complementado (resp. cerrado) en cada x ∈ N .

Sean M,N variedades de Banach. Una función f : M → N de clase Ck (k ≥ 1)

es una sumersión si, para cada x ∈ M , la aplicación tangente a f en x, f∗x, es

suryectiva y su núcleo está complementado en TxM .

Observermos que si f admite secciones locales continuas en todo punto, enton-

ces es abierta.

También notemos que en variedades de dimensión infinita, el núcleo de f∗x

está siempre complementado.

Proposición 1.4.2 Sea M,N variedades de Banach y f : M → N una función

de clase Ck (k ≥ 1). Entonces f es una sumersión en x ∈ M si y sólo si f

admite secciones locales, es decir, existe un entorno U de f(x) ∈ N y una función

σ : U →M de clase Ck tal que f ◦ σ = IU .

Proposición 1.4.3 Sea f : M → N una sumersión entre variedades de Banach.

Dado y ∈ N , f−1(y) es una subvariedad cerrada de M , con espacio tangente dado

por Tx(f
−1(y)) = ker(f∗x), para cada x ∈M .

1.4.1 Grupos de Lie-Banach

Un grupo topológico G es un grupo de Lie-Banach, si es una variedad de Banach,

tal que las estructuras de grupo y de variedad son compatibles, es decir, que los

mapa los mapas

G×G −→ G G −→ G

(g1, g2) 7−→ g1g2 g 7−→ g−1

son suaves.

El espacio tangente TeG en la identidad e de G se denomina álgebra de Lie de

G y lo denotaremos por G.

Dado un grupo de Lie-Banach G, un subgrupo H de G es un subgrupo de Lie-

Banach si es un grupo de Lie-Banach con la topoloǵıa heredada de G y si el espacio

tangete TeH es un subespacio cerrado y complementado de TeG.
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CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

1.4.2 Espacios homogéneos

Sea G un grupo de Lie-Banach y M una variedad suave. Una acción suave de G

sobre M es una función suave

G×M
·−→ M

(g,m) 7−→ g ·m

que satisface (g1, g2) ·m = g1 · (g2 ·m) para g1, g2 ∈ G y m ∈ M.

Dada una acción, la órbita de m ∈ M es O(m) = {g ·m : g ∈ G}.
Dado G un grupo de Lie-Banach y M una variedad suave, si m ∈ M se va a

denotar con πm al mapa

G
πm−→ M

g 7−→ g ·m

El subgrupo de G dado por Gm = {g ∈ G : πm(g) = m} es el grupo de isotroṕıa

en m ∈ M.

Observemos que O(m) y G/Gm son conjuntos biyectivos para todo m ∈ M.

Una acción se dice transitiva si para todos m0,m1 ∈ M, existe g ∈ G tal que

g ·m0 = m1. Es decir, la acción es transitiva cuando M es una órbita.

Sea G × M
·−→ M una acción suave transitiva. Se dice que M es un espacio

homogéneo suave si existe m ∈ M tal que πm es una sumersión suave en e ∈ G.

Notar que si πm es una sumersión en e ∈ G para algún m ∈ M, entonces es una

sumersión en e para todo m ∈ M.

La demostración del siguiente teorema puede encontrarse en [Bel06], Teorema

4.19.

Teorema 1.4.4 Sea G un grupo de Lie-Banach, H un subgrupo de Lie-Banach de

G y P : G → G/H la proyección natural. Dotar a G/H con la topoloǵıa cociente

y considerar la acción transitiva natural

G×G/H α−→ G/H

(g, kH) 7−→ αg(kH) := gkH.

Entonces G/H tiene estructura de subvariedad real y anaĺıtica tal que se cumplen

las siguientes condiciones:

1. El mapa P es real y anaĺıtico y tiene secciones locales reales y anaĺıticas

alrededor de cada punto de G/H.
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1.4. VARIEDADES MODELADAS EN ESPACIOS DE BANACH

2. Para cada g ∈ G el mapa

αg : G/H −→ G/H

es real anaĺıtica.

Observación 1.4.5 Los espacios homogéneos pueden presentarse como espacios

cocientes provistos con la topoloǵıa cociente. Es decir, si la órbita O(m) es un

espacio homogéneo, entonces el grupo de isotroṕıa Gm es un subgrupo de Lie-

Banach de G y el espacio cociente G/Gm con su topoloǵıa es un espacio homogéneo

difeomorfo a O(m). Rećıprocamente, todo cociente de un grupo de Lie-Banach por

un subgrupo de Lie-Banach es un espacio homogéneo con la topoloǵıa cociente

(Teorema 1.4.4). Además, cuando O es un espacio homogéneo, para cada x ∈ O,

la función πx : G→ O resulta ser un fibrado principal.

Además, si O es un espacio homogéneo, los mapas πx tienen secciones locales

suaves en todo punto.

El siguiente resultado general sobre espacios homogéneos, es una consecuencia

del teorema de la función impĺıcita para espacios de Banach. Es pertinente citarlo

ya que será de gran utilidad a la hora de decidir si una órbita es un espacios

homogéneo. Dicho Lema y su demostración se pueden encontrar en el apéndice del

art́ıculo de I. Raeburn [Rae77].

Lema 1.4.6 Sea G un grupo de Lie-Banach actuando de manera suave en un

espacio de Banach X. Para un x0 ∈ X fijo, denotar por πx0 : G → X al mapa

suave πx0(g) := g · x0. Si:

1. πx0 es un mapa abierto, cuando se lo considera como un mapa de G

sobre la órbita {g · x0 : g ∈ G} de x0 (con la topoloǵıa relativa de X).

2. El diferencial d (πx0)1 : (TG)1 → X satisface que su núcleo y su imagen

son subespacios cerrados y complementados.

Entonces la órbita {g · x0 : g ∈ G} es una subvariedad suave de X, y el mapa πx0 :

G→ {g · x0 : g ∈ G} es una submersión suave.
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CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

A continuación nos focalizaremos en un los espacios homogéneos que están

dotados de una estructura reductiva.

Sea B un álgebra de Banach con una involución. El grupo unitario UB se define

igual que cuando B es una C∗-álgebra. Supongamos UB es un grupo de Lie-Banach

con la topoloǵıa de la norma de B. Denotemos por Bah al álgebra de Lie de UB, es

decir, los elementos b ∈ B tales que b∗ = −b.
Sea O un espacio homogéneo de UB. Diremos que O es un espacio homogéneo

reductivo si para todo u ∈ UB existe un subespacio cerrado Fu de Bah que satisface:

• Existe Vu subespacio cerrado de Bah que cumple Fu ⊕ Vu = Bah.

• vFuv∗ = Fu, para todo v ∈ Gu, siendo Gu el grupo de isotroṕıa en u ∈ UB.

• el mapa u 7→ Fu es suave. Es decir, si pu : Bah → Fu es la proyección sobre

Fu, la función definida de UB en los operadores acotados sobre B, dada por

u 7→ pu resulta ser suave.

La correspondencia u 7→ Fu define una conexión en O (ver [KN96]). En

consecuencia, es posible introducir las nociones de levantamiento y desplazamiento

horizontal, torsión, curvatura, geodésicas, etc. Los espacios Fu consisten de los

vectores horizontales de Bah y los espacios Vu son los vectores verticales de Bah.
Por lo tanto, Vu puede pensarse como el álgebra de Lie del grupo Gx0 si πx(u) = x0.

De esta manera, la idea de una conexión es levantar en πx : UB → O los espacios

tangentes en x0 ∈ O mediante un isomorfismo a espacios horizontales que vaŕıan

suavemente.

Observemos que se puede definir una conexión a partir de una 1-fórmula equi-

variante x 7→ sx : TxO → Bah donde sx es el inverso a derecha de deπx. De esta

manera, los espacios horizontales se obtienen como Fu = su·x(Tu·xO), u ∈ UB.

Cabe aclarar que a fines prácticos hemos introducido esta estructura reducti-

va restringiéndonos a espacios homogéneos de grupos unitarios, claramente, uno

podŕıa dar una definición para espacios homogéneos cualesquiera.

18



Caṕıtulo 2

La acción a izquierda de los

grupos de Schatten

Sea A ∈ B (H) un operador autoadjunto. El objetivo de este caṕıtulo es estudiar

a la órbita

OA := {UA : U ∈ Up (H)}

Como primer resultado, veremos que OA es una subvariedad suave del espacio af́ın

A+ Bp (H) si y sólo si A tiene rango cerrado. Más aún, es un espacio homogéneo

reductivo de Up (H). Introduciremos dos métricas: una v́ıa la métrica de Finsler

ambiente inducida como una subvariedad de A + Bp (H) y la otra en términos de

la métrica de Finsler cociente provista de la estructura de espacio homogéneo. OA
resultará ser un espacio métrico completo con la distancia rectificable de éstas dos

métricas.

2.1 Estructura diferencial de OA
En esta sección, dado un operador autoadjunto A ∈ B (H) que no pertenezca

al ideal de los operadores de p-Schatten, estudiaremos bajo qué condiciones el

conjunto

OA = {UA : U ∈ Up (H)} ⊆ A+ Bp (H)

es una subvariedad diferenciable (real anaĺıtica) del espacio af́ın A+ Bp (H).
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Notemos que el grupo de Lie-Banach Up (H) actúa en OA a la izquierda, por

medio de

U × V A 7→ UV A

para cualquier U ∈ Up (H) and V A ∈ OA.

Esta acción induce un mapa:

Up (H)
πA−→ OA

U 7−→ UA

Si consideramos a πA como un mapa a valores en A + Bp (H), este resulta ser

real anaĺıtico y su diferencial en la identidad está dado por:

Bp (H)ah
δA−→ Bp (H)

X 7−→ XA

En efecto, identificando al álgebra de Lie-Banach algebra de Up (H) con el

espacio Bp (H)ah de los elementos antihermitianos en Bp (H), consideremos X ∈
TI (Up (H)) = Bp (H)ah. Sea α : [0, 1] → Up (H), dada por α(t) = etX . Notar que

αα∗ = etXe−tX = I y α(t) − I =
∑

n≥1
Xn

n!
∈ Bp (H), con lo cual α(t) está efecti-

vamente en Up (H). Además α cumple que α(0) = I, α′(0) = X y que

ĺım
h→0

πA (α (h))− π (α (0))

h
= ĺım

h→0

ehXA− A
h

= ĺım
h→0

ehX − I
h

A = XA.

Con lo que dπI (X) = XA.

Una desventaja que tiene δA es que está definida sólo sobre el conjunto de los

operadores antihermitianos de Bp (H), es por esto que vamos a trabajar con el

siguiente mapa:

Notación 2.1.1 Dado A ∈ B (H) y X ∈ Bp (H), a lo largo del caṕıtulo vamos a

denotar por RA al mapa:

RA(X) = XA.

Notar que como Bp (H) es un ideal bilátero, RA : Bp (H)→ Bp (H).

Nuestro objetivo es poder encontrar caracteŕısticas del operador A que puedan

vincularse con caracteŕısticas del mapa δA. Con esa meta en mente, empecemos

relacionando caracteŕısticas de A con caracteŕısticas de RA.
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Lema 2.1.2 Para cualquier A ∈ B (H) autoadjunto, las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

1. R(A) es cerrado en H.

2. R(RA) es cerrado en Bp (H).

Demostración. Supangamos primero que R(A) es cerrado y consideremos una su-

cesión (Xn) en Bp (H) tal que RA (Xn) → Y en Bp (H). Al ser R(A) cerrado, A†

está bien definida. Ahora, sabiendo que Y |ker(A) = 0 (ya que la convergencia en

‖·‖p implica la convergencia en ‖·‖) y que AA† = A†A (1.1), si tomamos X := Y A†

tenemos que RA(X) = Y A†A = Y .

Rećıprocamente, si (xn) es una sucesión en H tal que Axn → y, consideremos

Xn = y ⊗ xn ∈ Bp (H). Entonces RA (Xn) = XnA = y ⊗ Axn → y ⊗ y en Bp (H)

ya que ‖a ⊗ b‖p = ‖a ⊗ b‖ (ver (1.4)). Como R(RA) es cerrado en Bp (H), existe

X ∈ Bp (H) tal que y⊗y = RA(X) = XA. Adjuntando esta igualdad y recordando

que A es autoadjunto, vemos que y ⊗ y = A∗X∗. Finalmente, si evaluamos ambos

miembros de esta última igualdad en y

‖y‖2 , podemos concluir que y ∈ R(A).

2

El siguiente ejemplo muestra que dada (Xn) ∈ Bp (H)ah con δA (Xn) = XnA→
ZA en Bp (H), no necesariamente, se tiene que Z ∈ Bp (H)ah.

Ejemplo 2.1.3 Sea

A =
∞∑
n=1

n− 1

n
en ⊗ en =

∞∑
n=2

n− 1

n
en ⊗ en

Observemos que A ∈ B (H), A /∈ B2 (H), ker(A) = 〈e1〉 y que R(A) = 〈e1〉⊥.

Definamos Xn ∈ Bdos de la siguiente manera

Xn = e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1 +
n∑
k=3

1

k
ek ⊗ ek.

Xn ∈ B2 (H) ya que es de rango finito y además, Xn es autoadjunto; es decir,

Xn ∈ B2 (H)h.
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Sea

X = e1 ⊗ e2 +
∞∑
k=3

1

k
ek ⊗ ek.

Luego, X ∈ B2 (H) ya que ‖X‖2
2 =

∞∑
n=1

‖Xen‖2 = 1 +
∞∑
n=3

1

n2
< ∞, pero X no es

autoadjunto. Sin embargo, XnA→ XA en B2 (H) ya que

‖XA−XnA‖2
2 =

∑
k≥1

‖(X −Xn)Aek‖2 =
∑
k≥n+1

∥∥∥∥k − 1

k2
ek

∥∥∥∥2

=
∑
k≥n+1

(
k − 1

k2

)2

−→
n→+∞

0

Es decir, δA (Xn) −→ XA pero X /∈ B2 (H)h.

Sin embargo, si consideramos:

X̃ = X + e2 ⊗ e1 = e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1 +
∞∑
k=3

1

k
ek ⊗ ek,

obtenemos que X̃ ∈ B2 (H)h y X̃A = XA, con lo cual, δA (Xn)→ δA(X̃).

Del siguiente lema se deduce que la condición de que la imagen de A sea cerrada

en H es equivalente a que la imagen de δA sea cerrada en Bp (H).

Lema 2.1.4 Para cualquier A ∈ B (H) autoadjunto, las siguientes afirmaciones

son equivalentes

1. R(RA) es cerrado en Bp (H).

2. R(δA) es cerrado en Bp (H).

Demostración. Consideremos una sucesión (Xn) en Bp (H)ah tal que δA (Xn) =

XnA→ Y en Bp (H) y supongamos que R(RA) es cerrado en Bp (H). Luego existe

un Z ∈ Bp (H) tal que Y = ZA.

Sea H0 = (ker(A))⊥ = R(A) = R(A). Si representamos a Y como una matriz

de operadores de 2× 2 relativa a H = H0 ⊕H⊥0 , entonces

Y =

(
Z11A0 0

Z21A0 0

)
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donde A0 = A|H0 : H0 → H0. Notar que Z11 es anti-hermitiano, ya que es el

ĺımite de operadores anti-hermitianos. En efecto, teniendo en cuenta que AA† es

la proyección sobre R(A) se tiene que

‖X11
n − Z11‖B(H0) ≤ ‖AA†XnAA

† − AA†ZAA†‖
≤ ‖AA†‖‖XnA− ZA‖‖A†‖ −→ 0

Si definimos

X :=

(
Z11 − (Z21)

∗

Z21 0

)
,

tenemos que X ∈ Bp (H)ah y que Y = XA = δA(X), lo que prueba que R(δA) es

cerrado en Bp (H).

Rećıprocamente, considerar nuevamente la descomposición H = H0⊕H⊥0 , don-

deH0 = (ker(A))⊥ = R(A) y A0 = A|H0 : H0 → H0. Debido a que R(δA) es cerrado

en Bp (H), el conjunto

{X0A0 : X0 ∈ Bp (H0)h}

es cerrado en Bp (H0).

Sea

Bp (H0)h
δA0−→ {X0A0 : X0 ∈ Bp (H0)h}

X0 7−→ X0A0

Para simplificar la notación, llamemos δ0 a δA0 .

Como R(δ0) = {X0A0 : X0 ∈ Bp (H0)h} es cerrado en Bp (H0) y δ0 es inyectiva,

por el teorema de la aplicación inversa, existe una constante C tal que

‖X0‖Bp(H0) =
∥∥δ−1

0 (X0A0)
∥∥
Bp(H0)

≤ C ‖X0A0‖Bp(H0) (2.1)

para todo X0 ∈ Bp (H0)h.

Sea Y0 ∈ Bp (H0). Reemplazando X0 por |Y0| ∈ Bp (H0)h en (2.1), y teniendo

en cuenta el hecho que ‖|Y0|‖pBp(H0) = ‖Y0‖pBp(H0) y ‖|Y0|A0‖pBp(H0) = ‖Y0A0‖pBp(H0),

se deduce que

‖Y0‖Bp(H0) ≤ C ‖Y0A0‖Bp(H0) .

Es decir, RA0 es acotado inferiormente, con lo cual, R(RA0) es cerrado en Bp (H0).

Esto, por la Proposición 2.1.2, es equivalente a que R(A0) sea cerrado en H0. Esto
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último implica que R(A) es cerrado en H, lo cual es nuevamente equivalente a que

R(RA) es cerrado en Bp (H).

2

El siguiente lema nos será de utilidad a la hora de probar la existencia de

secciones locales continuas.

Lema 2.1.5 Sean P y Q = UPU∗ donde P es una proyección ortogonal y U ∈
Up (H). Si ‖Q− P‖ < 1, existe Z ∈ Up (H) que depende de manera continua de P

y de Q tal que

Q = ZPZ∗.

Su demostración se basa en un conocido lema de Kato (ver [Kat66, pág. 56])

el cual establece que

Lema 2.1.6 Dos proyecciones ortogonales P,Q tales que ‖P − Q‖ < 1 son uni-

tariamente equivalentes, esto es, hay un operador unitario U con la propiedad

Q = UPU−1.

De la misma manera que trabajamos con el mapa πA, podemos trabajar con el

mapa:

Up (H)
πx−→ OA

U 7−→ Ux

donde x = U0A.

Al igual que πA, πx es real y anaĺıtico cuando se lo considera como un mapa a

valores en A+ Bp (H), y su diferencial en la identidad es el mapa lineal

Bp (H)ah
δx−→ Bp (H)

X 7−→ Xx

Los resultados obtenidos en la siguiente proposición, además de ser interesantes

por śı mismos, serán de utilidad a la hora de caracterizar las condiciones bajo las

cuales OA es una subvariedad de A+ Bp (H).
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Proposición 2.1.7 Sea A ∈ B (H) un operador autoadjunto cuya imagen sea un

conjunto cerrado. Entonces πx tiene secciones locales continua con radio uniforme.

Expĺıcitamente, para cualquier x = U0A ∈ OA existe un mapa continuo

σx : Vx =

{
UA ∈ OA : ‖UA− U0A‖p <

1

2 ‖A†‖

}
−→ Up (H)

tal que πx ◦ σx = idVx.

En particular, πx es un fibrado localmente trivial.

Demostración. Comencemos notando que como R(A) es cerrado, A† está definida

y PA = AA† es la proyección ortogonal sobre R(A).

Al mapa σx lo vamos a construir en varios etapas.

Como primer paso, definamos el mapa φ : OA → {UPA : U ∈ Up (H)} ⊆ PA +

Bp (H) dado por

φ(UA) = UPA.

φ está bien definida ya que si UA = WA entonces UAA† = WAA†, es decir,

UPA = WPA.

Además, ‖φ (UnA)− φ (UA)‖p → 0 si ‖UnA− UA‖p → 0, ya que

‖φ (UnA)− φ (UA)‖p = ‖UnPA − UPA‖p ≤ ‖UnA− UA‖p ‖A
†‖ −→ 0.

Sea R > 0. Si llamamos

VPA :=
{
UPA : U ∈ Up (H), ‖UPA − PA‖p < R

}
,

entonces

φ :

{
UA ∈ OA : ‖UA− A‖p <

R

‖A†‖

}
−→ VPA .

En efecto, sea UA ∈
{
UA ∈ OA : ‖UA− A‖p < R

‖A†‖

}
entonces

‖φ(UA)− PA‖p =
∥∥UAA† − AA†∥∥

p
≤ ‖UA− A‖p

∥∥A†∥∥ < R.
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Consideremos U ∈ VPA y denotemos por Q0 y Q a las proyecciones Q0 = PA y

Q = UPAU
∗ respectivamente. Como

‖Q−Q0‖ = ‖UPAU∗ − UPA + UPA − PA‖
= ‖UPA (PAU

∗ − PA) + UPA − PA‖
≤ ‖UPA‖ ‖PAU∗ − PA‖+ ‖UPA − PA‖
< 2R,

si R ≤ 1
2

podemos concluir que existe Z ∈ Up (H) tal que ZQ0Z
∗ = Q, es decir,

ZPAZ
∗ = UPAU

∗ (ver, por ejemplo, Lema 2.1.5).

Sea W = (U − Z)PA + Z. Un cálculo sencillo muestra que W es unitario.

Además, como U − Z ∈ Bp (H) y Z − I ∈ Bp (H), se tiene que W − I = (U −
Z)PA+Z−I ∈ Bp (H). Por lo tanto W ∈ Up (H). Notar también que WPA = UPA.

Definamos ahora σPA como el mapa dado por σPA(UPA) = W ∈ Up (H). En-

tonces σPA está bien definida en VPA , es un mapa continuo y σPA(UPA)PA = UPA.

Como φ :

{
UA ∈ OA : ‖UA− A‖p < R

‖A†‖

}
→ VPA y σPA está definida en

VPA , la composición σPA ◦ φ está bien definida. es decir, σ := σPA ◦ φ. Luego,

σ :

{
UA ∈ OA : ‖UA− A‖p <

R

‖A†‖

}
−→ Up (H)

es un mapa continuo (debido a que es una composición de mapas continuos) y

además cumple que

πA (σ (UA)) = σPA (UPA)A = σPA (UPA)PAA = UPAA = UA.

Por lo tanto, σ es una sección local continua para πA en un entorno de A.

Finalmente, notar que ya que σ puede ser trasladada por medio de la acción

a cualquier x = U0A ∈ OA, uno consigue secciones locales definidas en entornos

trasladados con el mismo radio. Es decir, llamando

Vx :=

{
UA ∈ OA : ‖UA− U0A‖p <

R

‖A†‖

}
y teniendo en cuenta que la norma-p es unitariamente invariante, tenemos la si-

guiente igualdad

‖U∗0UA− A‖p = ‖U∗0 (UA− U0A)‖p = ‖UA− U0A‖p ,
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entonces podemos definir σx en cualquier UA ∈ Vx de la siguiente manera,

σx(UA) := U0σ
(
U−1

0 UA
)
U−1

0 .

Con esto, la prueba queda conclúıda.

2

Ahora estamos en condiciones de demostrar el resultado principal de esta sec-

ción.

Teorema 2.1.8 La órbita OA es una subvariedad real y anaĺıtica de A + Bp (H)

si y sólo si R(A) es cerrado en H.

En este caso, el mapa πx : Up (H) → OA es una submersión real y anaĺıtica y

OA es un espacio homogéneo de Up (H).

Demostración. Supongamos que R(A) es cerrado en H y consideremos x = U0A ∈
OA fijo. Como πx tiene secciones locales continuas (Proposición 2.1.7), se tiene

que πx es un mapa abierto. En virtud del Lema 1.4.6 aplicado a G = Up (H)

y X = A + Bp (H), sólo resta probar que δx tiene imagen y núcleo cerrados y

complementados.

Con este fin, consideremos el mapa Ex dado por:

Ex(Z) =
1

2
xx†Zx† − 1

2
(x∗)† Z∗xx† +

(
1− xx†

)
Zx† − (x∗)† Z∗

(
1− xx†

)
para cualquier Z ∈ Bp (H). Como R(A) es cerrado, x† está bien definido. Además

se cumple que Ex(Bp (H)) ⊂ Bp (H)ah. Es decir,

Ex : Bp (H)→ Bp (H)ah.

Sólo habŕıa que verificar que Ex(Z) es anti-hermitiano. Para eso, consideremos

Z ∈ Bp (H) y recordemos que
(
x†
)∗

= (x∗)†, entonces

−Ex(Z)∗ =
1

2
xx†Zx† − 1

2
(x∗)† Z∗xx† +

(
1− xx†

)
Zx† − (x∗)† Z∗

(
1− xx†

)
= Ex(Z)

Ex tiene la propiedad que δx ◦Ex ◦ δx = δx. En efecto, sea X ∈ Bp (H)ah, entonces

Ex◦δx(X) =
1

2
xx†Xxx†+

1

2
(x∗)† x∗Xxx†+

(
1− xx†

)
Xxx†+(x∗)† x∗X

(
1− xx†

)
.
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Luego,

δx ◦ Ex ◦ δx(X) =
1

2
xx†Xx+

1

2
(x∗)† x∗Xx+

(
1− xx†

)
Xx

= Xx = δx(X)

Esto implica que δx◦Ex y Ex◦δx son ambos operadores idempotentes actuando

en el espacio de Banach Bp (H). Luego, sus respectivas imágenes y núcleos son

complementados.

Como la imagen de δx ◦Ex coincide con la imagen de δx y el núcleo de Ex ◦ δx
coincide con el núcleo de δx, δx tiene imagen y núcleo cerrados y complementados.

Entonces, por el Lema 1.4.6 y usando el hecho que en este contexto suave significa

real y anaĺıtica (el grupo y la acción son reales anaĺıticos), OA es una subvariedad

real y anaĺıtica de A+ Bp (H) y πx es una submersión real y anaĺıtica, con lo que

OA es un espacio homogéneo de Up (H).

Rećıprocamente, si OA es una subvariedad de A + Bp (H), entonces el espacio

tangente

TA (OA) = {XA : X∗ = −X ∈ Bp (H)}

es cerrado en Bp (H).

Luego, por los Lemas 2.1.2 y 2.1.4, la imagen de A es cerrada en H.

2

2.2 Grupo de isotroṕıa en OA
Sean A un operador autoajunto cuya imagen sea un conjunto cerrado y x = UA

con U ∈ Up (H). De ahora en más, Gx denotará al grupo de isotroṕıa de x, es decir

Gx = {U ∈ Up (H) : Ux = x} .

Parte de lo que haremos en esta sección es caracterizar a GA y al álgebra de

Lie-Banach de GA, la cual será denotada por GA.

Proposición 2.2.1 Sea A ∈ B (H) un operador autoadjunto cuya imagen sea un

conjunto cerrado. Consideremos la descomposición H = H0⊕H⊥0 , donde H0 es la
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imagen de A. Si denotamos por I0 a la identidad de B (H0) entonces

GA =

{(
I0 0

0 U22

)
: U22 ∈ Up

(
H⊥0
)}

.

Demostración. Sea U ∈ GA y sea (
U11 U12

U21 U22

)
la descomposición de U en términos de H = H0 ⊕H⊥0 .

Denotemos por PH0 a AA†. De la igualdad UA = A se deduce que PH0UPH0 =

PH0 , es decir que U11 = I0 y que PH⊥0 UPH0 = 0, es decir que U21 = 0.

Como PH0IPH⊥0 = PH0UU
∗PH⊥0 y la coordenada 1,2 de ese producto es U∗11U12+

U∗21U22 = U12, se tiene que U12 = 0. Luego U es de la forma antes descripta.

Y rećıprocamente, si U es de esa forma, claramente está en el grupo de isotroṕıa

de A.

2

En la siguiente proposición, daremos una caracterización del álgebra de Lie-

Banach de GA.

Proposición 2.2.2 Sea A ∈ B (H) un operador autoadjunto cuya imagen sea un

conjunto cerrado. Entonces,

GA =

{(
0 0

0 x22

)
: x22 ∈ Bp

(
H⊥0
)
ah

}
.

Demostración. Comencemos recordando que

GA ≈ TI (GA) =
{
x ∈ Bp (H)ah : xA = 0

}
.

Claramente, si X está en ese conjunto entonces X ∈ GA. Para probar el rećıproco,

continuemos con la notación de la demostración de la Proposición 2.2.1 y con-

sideremos X ∈ GA. De la igualdad 0 = XA se deduce que PH0XPH0 = 0 y que

PH⊥0 XPH0 = 0. Es decir, X11 = 0 y X21 = 0. Además, como es X es antihermitiano,

X12 = 0 y X∗22 = −X22. Luego X tiene la forma esperada.

2
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Proposición 2.2.3 Sea A ∈ B (H) un operador autoadjunto cuya imagen sea un

conjunto cerrado. Entonces el grupo de isotroṕıa de A es exponencial. Es decir,

para cualquier U ∈ GA, existe un x ∈ GA tal que U = ex.

Demostración. Sean U ∈ GA y H0 = R(A). Teniendo en mente la descomposición

de U en términos de H = H0 ⊕H⊥0 , tenemos que U22 ∈ Up
(
H⊥0
)
. Como

exp : Bp

(
H⊥0
)
ah
→ Up

(
H⊥0
)

es sobreyectiva (Observación 1.2.7), existe un x22 ∈ Bp

(
H⊥0
)
ah

tal que U22 = ex22 .

Si llamamos x =

(
0 0

0 x22

)
, entonces x cumple que pertence a GA y U = ex. Es

decir, hemos probado que GA es exponencial.

2

Observación 2.2.4 Si x, y ∈ OA, entonces

1. x e y son conjugados, es decir, existe un U ∈ Up tal que y = Ux.

2. los grupos de isotroṕıa son conjugados entre śı. Es decir, si x, y ∈ OA
con y = Uxx, entonces, Gy = UxGxU

−1
x .

3. las álgebras de Lie son conjugadas entre śı. Es decir, si x, y ∈ OA con

y = Uxx entonces Gy = UxGxU−1
x .

4. Gx es exponencial para todo x ∈ OA.

Observación 2.2.5 Para todo x ∈ OA se tiene que Gx es complementada.

Esto ocurre porque dado x ∈ OA el núcleo de δx, el cual coincide con Gx, es

complementado (ver Teorema 2.1.8).

2.3 Métricas Riemannianas y Finslerianas en OA
En esta sección comenzaremos el análisis de OA desde un punto de vista métrico,

donde A ∈ B (H) es un operador autoadjunto con R(A) cerrado. Como OA es
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un espacio homogéneo, es natural dotar a cada espacio tangente con la métrica

cociente. Mostraremos que esta métrica en el caso p = 2 resulta ser Riemanniana.

Fijemos x = U0A ∈ OA. Como πx es una submersión, el espacio tangente de

OA en x es:

Tx (OA) = R(δx) =
{
Zx : Z ∈ Bp (H)ah

}
.

Como dijimos anteriormente, es un subespacio lineal y cerrado de Bp (H)ah.

Sea X ∈ Tx(OA). La métrica de Finsler cociente se define (c.f. [AL10])

como:

‖X‖x = ı́nf
{
‖Z +W‖p : Z ∈ Gx

}
. (2.2)

donde W ∈ Bp (H)ah y δx(W ) = X. Cabe aclarar que dicho W existe ya que πx es

un mapa suryectivo. Observemos que es la norma cociente de Z en Bp (H)ah/Gx.
Más aún, como ker(δx) = Gx, se tiene que

‖X‖x = ı́nf
{
‖Y ‖p : Y ∈ Bp (H)ah, δx(Y ) = X

}
.

Esta métrica es invariante baja lo acción a izquierda del grupo. Es decir, para

cada U ∈ Up (H) fijo, si consideramos el mapa lU dado por

OA
lU−→ OA

x 7−→ Ux

entonces para x ∈ OA, X ∈ Tx(OA) y U ∈ Up (H) vale: ‖(lU)∗x(X)‖Ux = ‖X‖x. O

lo que es lo mismo, ‖X‖x = ‖UX‖Ux.

A continuación analizaremos el caso particular p = 2.

Como se mencionó anteriormente, B2 (H) es un ideal bilátero de B (H) y un

espacio de Hilbert con el producto interno 〈Z,W 〉2 = tr (W ∗Z).

En la sección anterior, mostramos que Ex ◦ δx es un operador idempotente,

lineal y real de Bp (H)ah (en particular, de B2 (H)ah). Llamemos a este operador

Qx. Es decir, Qx : B2 (H)ah → B2 (H)ah está definido por

Qx(Z) = Zxx† + xx†Z − xx†Zxx†.

Entonces, Qx es un operador real, lineal e idempotente de B2 (H)ah con ker(Qx) =

ker(δx) y R(Qx) =
{
Z ∈ B2 (H)ah : (1− xx†)Z(1− xx†) = 0

}
. Más aún, tenemos

la siguiente proposición:
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Proposición 2.3.1 Qx es una proyección ortogonal respecto al producto interno

〈·, ·〉2.

Demostración. La prueba consiste en mostrar que Qx es simétrica para el producto

interno 〈·, ·〉2.

Como R(A) es cerrado, x = U0A también tiene rango cerrado. Por lo tanto x†

está definida.

Sean Z,W ∈ B2 (H)ah y P = xx†. Entonces

〈QxZ,X〉 = − tr (XQxZ) = − tr (XZP )− tr (XPZ) + tr (XPZP ) =

− tr (PXZ)− tr (XPZ) + tr (PXPZ) = − tr ((QxX)∗ Z) = 〈Z,QxX〉 .

2

Observación 2.3.2 De la misma manera que anteriormente trabajamos con Ex ◦
δx, podemos trabajar con δx ◦ Ex. δx ◦ Ex es un operador real y lineal de Bp (H)

Procediendo de manera análoga a lo hecho en la demostración del Teorema 2.1.8,

podemos ver que también es idempotente.

Si llamamos a este operador Sx, tenemos que Sx : B2 (H)→ B2 (H) y está de-

finido por

Sx(Z) =
1

2
xx†Zx†x− 1

2
(x∗)† Z∗x+

(
1− xx†

)
Zx†x.

Sx es un operador idempotente, real y lineal de B2 (H) con R(Sx) = Tx(OA).

Tx(OA) es un subespacio lineal real del espacio de Hilbert B2 (H) con producto

interno 〈A,B〉 = Re tr(B∗A). La desventaja es que Sx no seŕıa simétrico para este

producto interno. Notar que el término 1
2

(x∗)† Z∗x es el que hace fallar la simetŕıa.

En efecto,

〈Sx(Z),W 〉 = Re tr(W ∗Sx(Z)) = Re tr(W ∗(1− 1

2
xx†)zx†x)− 1

2
Re tr(W ∗x∗

†
Z∗x).

〈Z, Sx(W )〉 = Re tr((Sx(W ))∗Z) = Re tr(x†xW ∗(1− 1

2
xx†)z)− 1

2
Re tr(x∗Wx†Z).

Es decir,

〈Sx(Z),W 〉 = 〈Z, Sx(W )〉+
1

2
Re tr

(
x∗Wx†Z −W ∗x∗

†
Z∗x

)
.

Con lo cual, Sx no seŕıa una proyección ortogonal sobre Tx(OA) para el producto

interno 〈A,B〉 = Re tr(B∗A).
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Notar que si x ∈ OA, X ∈ Tx(OA) y z ∈ Bp (H)ah es un levantado para X (i.e.,

δx(z) = X), entonces

‖X‖x = ‖Qx(Z)‖2 .

Consideremos la descomposición del álgebra de Lie-Banach B2 (H)ah de U2 (H):

B2 (H)ah = Gx ⊕ R(Qx)

es decir,

B2 (H)ah = {Z ∈ B2 (H)ah : ZP = 0} ⊕ {Z ∈ B2 (H)ah : (1− P )Z(1− P ) = 0} ,

donde P = xx†.

Observemos que R(Qx) es invariante bajo la acción interna del grupo de iso-

troṕıa. Entonces, esta descomposición es lo que en la Sección 1.4.2 (siguiendo con

la denominación usual en geometŕıa diferencial) llamamos una estructura reductiva

del espacio homogéneo.

Si denotamos por ηx a la inversa del isomorfismo lineal

δx := δx|R(Qx) : R(Qx) −→ TxOA

tenemos que δx ◦ ηx = ITxOA y ηx ◦ δx = Qx.

El isomorfismo ηx, x ∈ OA induce una métrica Hilbert-Riemanniana natural.

Dados X, Y ∈ TxOA vamos a definir el producto interno

〈X, Y 〉x = tr (ηx(Y )∗ηx(X)) = − tr (ηx(Y )ηx(X)) . (2.3)

Observemos que

〈X,X〉x = ‖ηx(X)‖2
2 .

Entonces si z es un levantado para X, tenemos que

〈X,X〉x = ‖ηx(X)‖2
2 = ‖ηx(δx(z))‖2

2 = ‖Qx(Z)‖2
2 = ‖X‖2

x .

Luego la métrica (2.3) coincide con la métrica cociente (2.2), la cual es Rieman-

niana si p = 2.

Notemos que si X ,Y son campos vectoriales tangentes de OA, entonces el mapa

que a un x ∈ OA le asigna 〈Xx,Yx〉x, es suave. Por lo tanto este producto interno

define una métrica de Hilbert-Riemann en OA.
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Existen dos conexiones lineales naturales para este tipo de espacios homogéneos

reductivos, las cuales fueron definidas en [MLR92]. Éstas son la conexión reduc-

tiva y la conexión clasificante.

Considerar primero la conexión reductiva∇r. Si X ,Y son campos vectoriales

tangentes de OA entonces el campo ∇r
XY evaluado en un x ∈ OA está dado por

ηx(∇r
XY(x)) = ηx(Xx)(ηx(Yx)) + [ηx(Yx), ηx(Xx)] ,

donde X(Y ) denota la derivada de Y en la dirección de X y [, ] el conmutador de

operadores en B (H).

La conexión reductiva es compatible con la métrica definida ya que la métrica

cociente coincide con la métrica (2.3)

La conexión clasificante ∇c está dada por:

ηx(∇c
XY(x)) = (ηx ◦ δx)(ηx(Xx)(ηx(Yx))) = Qx(ηx(Xx)(ηx(Yx))),

donde X ,Y son campos vectoriales tangentes de OA.

Observación 2.3.3 La conexión de Levi-Civita de la métrica (2.3) es

∇ =
1

2
(∇r +∇c) .

Las geodésicas de ésta conexión fueron calculadas en [MLR92]: γ(t) = etηx(X)x

t ∈ R, es la geodésica con γ(0) = x y γ·(0) = X.

Observación 2.3.4 Si γ(t), t ∈ [0, 1] es una curva suave en OA tal que γ(0) = x

entonces el levantamiento horizontal es una curva Γ en U2 (H) la cual es la única

solución de la ecuación diferencial lineal en B2 (H):{
Γ̇ = ηγ(γ̇)Γ,

Γ(0) = 1.
(2.4)

La existencia y unicidad están garantizadas debido a que γ es suave y entonces el

mapa que a cada t ∈ [0, 1] le asigna ηγ(t)(γ̇(t)) ∈ B2 (H)ah es suave.

De la misma manera en la que fue probado en [Sha97] (en el contexto de espa-

cios homogéneos reductivos clásicos) se puede probar que si γ(t), t ∈ [0, 1] es una

curva suave en OA, entonces la única solución Γ de (2.4) verifica:
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1. Γ(t) ∈ U2 (H) t ∈ [0, 1].

2. πγ(Γ) = γ.

3. Γ∗Γ̇ ∈ R(Qx).

2.4 Completitud de OA con la métrica del am-

biente

En esta sección vamos a definir la métrica de Finsler ambiente inducida como

una subvariedad de A + Bp (H) y vamos a probar que OA es un espacio métrico

completo con la distancia rectificable dada por ésta métrica.

Sean x ∈ OA y Zx ∈ Tx(OA) =
{
Zx : Z ∈ Bp (H)ah

}
. La métrica de Finsler

ambiente se define como:

Famb(Zx) := ‖Zx‖p .

Al igual que en el caso de la métrica de Finsler cociente, esta métrica es inva-

riante bajo la acción a izquierda del grupo.

Si γ(t) ∈ OA, t ∈ [0, 1] es una curva suave a trozos, su longitud será medida de

la siguiente manera:

Lamb(γ) =

∫ 1

0

Famb(γ̇(t))dt =

∫ 1

0

‖γ̇(t)‖p dt.

Este funcional induce una distancia dada por:

damb(b0, b1) = ı́nf {Lamb(γ) : γ es una curva suave a trozos, γ(0) = b0, γ(1) = b1} .

Es fácil ver que damb verifica la desigualdad triangular y la simetŕıa. Luego,

sólo resta verificar que si damb(b0, b1) = 0 entonces b0 = b1.

Con ese fin, consideremos una curva suave γ en OA que una b0 con b1 entonces

‖b0 − b1‖p ≤
∫ 1

0

Famb(γ̇(t))dt

debido a que la recta es la curva de menor longitud en cualquier espacio vectorial

normado. Esta desigualdad implica que

‖b0 − b1‖p ≤ damb(b0, b1). (2.5)
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En la Proposición 2.1.7 hemos visto que πx tiene secciones locales continuas.

Combinando este hecho, junto con la propiedad de queOA es un espacio homogéneo

de Up (H) (Teorema 2.1.8), se obtiene por [Rae77] la siguiente observación que

garantiza la existencia de secciones locales suaves.

Observación 2.4.1 Existe r > 0 y un entorno UI de la identidad en Up (H) tal

que para dado x = U0A ∈ OA, existe un mapa suave σx tal que

σx : Vx =
{
UA ∈ OA : ‖UA− x‖p < r

}
→ UI ⊂ Up (H)

y πx ◦ σb|Vx = id|Vx.

El resultado principal de esta sección establece que OA es un espacio métrico

completo cuando se lo considera con la distacia rectificable damb.

Con este fin vamos a probar que cuando aOA se lo dota de la topoloǵıa inducida

por la norma-p, toda sucesión enOA que sea de Cauchy para dicha norma, converge

a un elemento de OA. Es decir, que OA es cerrada con la norma-p.

Lema 2.4.2 Sea (xn)n una sucesión en OA tal que ‖xn − xm‖p → 0. Entonces,

existe x ∈ OA tal que ‖xn − x‖p → 0.

Demostración. Consideremos el r > 0 dado en la Observación 2.4.1 y elijamos

n0 = n(r) ∈ N tal que ‖xn − xn0‖p < r for all n ≥ n0.

Sea w = xn0 . Por la Proposición 2.1.7, σw tiene secciones locales continuas.

Siguiendo con la notación de dicha proposición, sea

Vw =
{
UA ∈ OA : ‖UA− w‖p < r

}
.

Luego tenemos que xn ∈ Vw para todo n ≥ n0 y que (σw(xn))n≥n0 ⊂ Up (H) es una

sucesión de Cauchy, ya que σw es localmente Lipschitz.

Como Up (H) es completo, existe un U ∈ Up (H) tal que ‖σw(xn)− U‖p → 0.

Luego, ‖xn − Uw‖p → 0. En efecto, dado ε > 0, como ‖σw(xn)− U‖p → 0, existe

n1 ≥ n0 tal que

‖σw(xn)− U‖p < ε/ ‖w‖ .

Si n ≥ n1 entonces

‖xn − Uw‖p = ‖πw(σw(xn))− Uw‖p = ‖σw(xn)w − Uw‖p
≤ ‖σw(xn)− U‖p ‖w‖ ≤ ε.
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2

Ahora śı estamos en condiciones de probar el resultado principal de esta sección:

Proposición 2.4.3 OA es un espacio métrico completo con la distancia rectifica-

ble damb.

Demostración. Sea xn una sucesión de Cauchy en OA para la distancia damb.

Como ‖xn − xm‖p ≤ damb(xn, xm), (xn) es una sucesión de Cauchy para ‖·‖p.
Luego, por el Lema 2.4.2, existe un x ∈ OA tal que ‖xn − x‖p → 0.

Por la Proposición 2.1.7, πx tiene secciones locales continuas. Como ‖xn − x‖p
converge a 0, existe un n0 ∈ N tal que xn está en el dominio de definición de

σx para todo n ≥ n0. Más aún, como σx es continua y σx(x) = I, tenemos que

‖σx(xn)− I‖p → 0.

Observemos que existe un Zn ∈ Bp (H)ah tal que σx(xn) = eZn . Esto sucede por-

que Up (H) es un grupo de Lie-Banach y entonces el mapa exponencial es un difeo-

morfismo local. Por este motivo y por el hecho que
∥∥eZn − I∥∥

p
= ‖σx(xn)− I‖p →

0, también se tiene que ‖Zn‖p → 0.

Sea γn(t) = etZnx ∈ OA. Observemos que γn(0) = x y γn(1) = eZnx =

σx(xn)x = xn para todo n ∈ N, entonces

Lamb(γn) =

∫ 1

0

∥∥∥ ˙γn(t)
∥∥∥
p
dt ≤ ‖Zn‖p ‖x‖

es decir,

damb(xn, x) ≤ Lamb(γn) ≤ ‖Zn‖p ‖x‖ .

2

2.5 Completitud de OA con la métrica cociente

En esta sección probaremos la completitud de OA como un espacio métrico con la

distancia rectificable dada por la métrica de Finsler cociente que fue introducida

en la Sección 2.3. Con el fin de probar ésto, vamos a caracterizar la distancia

rectificable inducida por esta métrica como la distancia cociente de grupos, más
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aún, vamos a mostrar que coincide con la métrica para la topoloǵıa cociente de

Up (H)/GA.

Sea Γ(t) con t ∈ [0, 1] una curva C1 a trozos en Up (H). La longitud de Γ la

vamos a medir como

Lp(Γ) =

∫ 1

0

∥∥∥Γ̇(t)
∥∥∥
p
dt.

Observemos que como para cualquier U ∈ Up (H) el espacio tangente de Up (H)

puede ser identificado con UBp (H)ah, como aśı también con Bp (H)ahU , este fun-

cional de longitud está bien definido.

Entonces, la distancia rectificable en Up (H) está dada por:

dp(U0, U1) = ı́nf {Lp(Γ) : Γ ⊂ Up (H), Γ(0) = U0, Γ(1) = U1} .

La métrica cociente (2.2), antes definida en OA, induce otro funcional de lon-

gitud:

L(γ) =

∫ 1

0

‖γ̇‖γ dt,

donde γ(t) con t ∈ [0, 1] es una curva continua y suave a trozos en OA.

Análogamente, la distancia rectificable en OA está dada por:

d(x0, x1) = ı́nf {L(γ) : γ ⊂ OA, γ(0) = x0, γ(1) = x1}

donde las curvas γ consideradas son continuas y suaves a trozos.

El siguiente resultado (cuya prueba está adaptada de [AL10]) muestra que

la distancia rectificable en OA puede ser aproximada levantando curvas al grupo

Up (H).

Lema 2.5.1 Sean x0 y x1 ∈ OA. Entonces

d(x0, x1) = ı́nf {Lp(Γ) : Γ ⊆ Up (H), πx0(Γ(0)) = x0, πx0(Γ(1)) = x1} ,

donde las curvas Γ consideradas son continuas y suaves a trozos.

Demostración. Sea Γ(t) una curva suave a trozos en Up (H) tal que πx0(Γ(0)) = x0 y

πx0(Γ(1)) = x1. Observemos que el hecho que πx0 sea una sumersión real y anaĺıtica

(Lema 1.4.6), garantiza la existencia de curvas que verifican πx0(Γ(t)) = γ(t) con

t ∈ [0, 1].
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Por la definición de la métrica cociente (2.2), el diferencial de πx0 en la identi-

dad, es decir δx0 , es contractivo. Más aún, es contractivo en cualquier U ∈ Up (H).

Entonces

d(x0, x1) ≤ L(πx0(Γ)) ≤ Lp(Γ).

Resta probar que L(γ) puede ser aproximada por longitudes de curvas que

están en Up (H) las cuales unen las fibras de x0 y x1.

Sea ε > 0 fijo y sea 0 = t0 < t1 < . . . < tn = 1 una partición uniforme de [0, 1]

la cual satisface:

1. ‖γ̇(s)− γ̇(s′)‖p < ε/4, si s, s′ ∈ [ti−1, ti].

2.

∣∣∣∣∣L (γ)−
n−1∑
i=0

‖γ̇ (ti)‖γ(ti)
∆ti

∣∣∣∣∣ < ε/2.

Sea i fijo con 0 ≤ i ≤ n− 1. Como γ̇ (ti) ∈ Tγ(ti)(OA) y

‖γ̇ (ti)‖γ(ti)
= ı́nf

{
‖Y ‖p : Y ∈ Bp (H)ah, δγ(ti)(Y ) = γ̇ (ti)

}
,

se tiene que para i = 0, . . . , n− 1, existe Zi ∈ Bp (H)ah tal que

δγ(ti) (Zi) = γ̇ (ti) y ‖Zi‖p ≤ ‖γ̇ (ti)‖γ(ti)
+ ε/2.

Consideremos la siguiente curva:

Γ(t) =



etZ0 t ∈ [0, t1) ,

e(t−t1)Z1et1Z0 t ∈ [t1, t2) ,

e(t−t2)Z2e(t2−t1)Z1et1Z0 t ∈ [t2, t3) ,

. . . . . .

e(t−tn−1)Zn−1 . . . e(t2−t1)Z1et1Z0 t ∈ [tn−1, 1] .

Γ es una curva continua y suave a trozos en Up (H) que satisface Γ(0) = 1 y
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además, llamando Γi a cada fragmento de curva se tiene que:

Lp(Γ) =
n−1∑
i=0

Lp(Γi) =
n−1∑
i=0

‖Zi‖p ∆ti

≤

(
n−1∑
i=0

‖γ̇ (ti)‖γ(ti)
+ ε/2

)
∆ti

=
n−1∑
i=0

‖γ̇ (ti)‖γ(ti)
∆ti + ε/2∆ti

< ε/2 + L(γ) + nε/2(1/n) = L(γ) + ε.

Además notar que π(Γ(1)) está cerca de x1.

En efecto, apliquemos el Teorema del Valor en espacios de Banach [Die69] al

mapa α(t) = πx0

(
etZ0
)
− γ(t). Como α(0) = 0 entonces para algún s1 ∈ [0, t1], se

tiene que∥∥πx0

(
et1Z0

)
− γ (t1)

∥∥
p

= ‖α (t1)− α(0)‖p ≤ ‖α̇ (s1)‖p ∆t1

=
∥∥es1Z0δx0 (Z0)− γ̇ (s1)

∥∥
p

∆t1

=
∥∥es1Z0 γ̇ (0)− γ̇ (s1)

∥∥
p

∆t1

≤
(∥∥es1Z0 γ̇ (0)− γ̇ (0)

∥∥
p

+ ‖γ̇ (0)− γ̇ (s1)‖p
)

∆t1

<
(∥∥es1Z0 γ̇ (0)− γ̇ (0)

∥∥
p

+ ε/4
)

∆t1.

El primer sumando es acotado por∥∥es1Z0 γ̇ (0)− γ̇ (0)
∥∥
p

=
∥∥(es1Z0 − I

)
γ̇ (0)

∥∥
p

≤ ‖γ̇ (0)‖p
∥∥es1Z0 − I

∥∥
p
≤M∆t1,

donde M = máx
t∈[0,1]

‖γ̇(t)‖p . Luego,

‖πx0 (Γ(t1))− γ (t1)‖p ≤ (M∆t1 + ε/4) ∆t1.

Ahora notemos que ‖πx0 (Γ(t2))− γ(t2)‖p =
∥∥πx0

(
e(t2−t1)Z1et1Z0

)
− γ (t2)

∥∥
p
. Y por

la desigualdad triangular, es menor o igual que∥∥e(t2−t1)Z1et1Z0x0 − e(t2−t1)Z1γ (t1)
∥∥
p

+
∥∥e(t2−t1)Z1γ (t1)− γ (t2)

∥∥
p
.
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También notemos que∥∥e(t2−t1)Z1et1Z0x0 − e(t2−t1)Z1γ (t1)
∥∥
p

=
∥∥e(t2−t1)Z1

(
et1Z0x0 − γ(t1)

)∥∥
p

≤
∥∥e(t2−t1)Z1

∥∥∥∥et1Z0x0 − γ(t1)
∥∥
p

≤ (M∆t1 + ε/4)∆t1.

Además, procediendo de la misma manera que antes, el segundo sumando puede

ser acotado por: ∥∥e(t2−t1)Z1γ (t1)− γ (t2)
∥∥
p
≤ (M∆t2 + ε/4) ∆t2.

Luego,

‖πx0 (Γ(t2))− γ(t2)‖p =
∥∥πx0

(
e(t2−t1)Z1et1Z0

)
− γ (t2)

∥∥
p
≤ 2

n

(
M

n
+
ε

4

)
.

Inductivamente, llegamos a

‖πx0 (Γ (1))− γ (1)‖p ≤
M

n
+
ε

4
< ε/2.

Finalmente, debido a que el mapa π tiene secciones locales continuas (Proposi-

ción 2.1.7), uno puede conectar Γ(tn) con la fibra de x1 con una curva de longitud

arbitrariamente pequeña.

2

Consideremos un espacio homogéneos de la forma H/G, donde H es un grupo

topológico metrizable y G un subgrupo de H. Este tipo de espacios poseen una

métrica natural, que es la métrica cociente inducida por la distancia entre clases

de equivalencias hG, h ∈ H.

En el próximo teorema que expondremos vamos a caracterizar la distancia

rectificable como la distancia cociente de grupos, identificando OA ∼= Up (H)/GA.

De esta caracterización vamos a deducir la completitud de OA con la distancia

rectificable. Para demostrar dicho teorema vamos a necesitar el siguiente lema de

Takesaki (c.f. [Tak03] página 109).

Lema 2.5.2 Sea H un grupo topológico metrizable, y G un subgrupo cerrado. Si d

es una distancia en H que induce la topoloǵıa de H y que hace que H sea completo
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con esta distancia y si además d es invariante bajo la traslación a derecha en G,

i.e., d (xg, yg) = d (x, y) para cualquier x, y ∈ H y g ∈ G, entonces el espacio

cociente a izquierda H/G = {xG : x ∈ H} es un espacio métrico completo bajo la

métrica ḋ dada por

ḋ (xG, yG) = ı́nf {d (xg1, yg2) : g1, g2 ∈ G} .

Más aún, la distancia ḋ es una métrica para la topoloǵıa cociente.

En nuestro contexto, consideraremos H = Up (H) (Up (H) es completo, ver

Teorema 1.2.8), G = GA y d = dp.

Sólo habŕıa que verificar que d(ug, vg) = d(u, v) para u, v ∈ Up (H) y g ∈ GA.

Con ese fin consideremos α una curva que une u con v y definamos γ(t) := α(t)g.

Como γ une ug con vg se tiene que

Lp(γ) =

∫ 1

0

‖α̇(t)g‖p dt ≤
∫ 1

0

‖α̇(t)‖p dt = Lp(α)

Con lo cual, dp(ug, vg) ≤ Lp(α) ∀α. Esto implica que

dp(ug, vg) ≤ dp(u, v).

De manera análoga, podemos ver que dp(u, v) ≤ dp(ug, vg), y con ésto se obtiene

la igualdad deseada.

Teorema 2.5.3 Sea A ∈ B (H) un operador autoadjunto cuya imagen sea un

conjunto cerrado. Sea U0, U1 ∈ Up (H) y

ḋp(U0A,U1A) = ı́nf {dp(U0, U1U) : U ∈ GA} .

Entonces ḋp = d, donde d es la distancia rectificable en OA, antes definida.

En particular, (OA, d) es un espacio métrico completo y d metriza la topoloǵıa

cociente.

Demostración. Se sabe que (Up (H), dp) es un espacio métrico completo (Teorema

1.2.8) y que GA es dp-cerrada en Up (H), entonces la distancia cociente ḋp está bien

definida y puede ser calculada como

ḋp(U0A,U1A) = ı́nf {dp(U0, U1U) : U ∈ GA} .

Con el fin de probar la igualdad entre las distancias, observemos que dado ε > 0

fijo, el Lema 2.5.1 garantiza la existencia de una curva Γ en Up (H) que satisface:
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1. Γ(0) = U0; Γ(1) = U1U , U ∈ GA.

2. Lp(Γ) < d(U0A,U1A) + ε.

Entonces

ḋp(U0A,U1A) ≤ dp(U0, U1U) ≤ Lp(Γ) < d(U0A,U1A) + ε.

Como ε es arbitrario, obtenemos la primera desigualdad.

Para probar la otra desigualdad, notemos que dado ε > 0, existe U ∈ GA tal

que

dp(U0, U1U) < ḋp(U0A,U1A) + ε.

Entonces existe una curva Γ en Up (H) tal que Γ(0) = U0, Γ(1) = U1U y

Lp(Γ) < dp(U0, U1U) + ε.

Luego, se tiene

d(U0A,U1A) ≤ Lp(Γ) < dp(U0, U1U) + ε < ḋp(U0A,U1A) + 2ε,

por lo tanto, vale la igualdad.

La completitud de (OA, d) y el hecho que d metriza la topoloǵıa cociente, se

deduce del Lema 2.5.2.

2
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Caṕıtulo 3

Órbitas unitarias de los

operadores de compresión

Sea I un ideal normado simétrico del espacio de los operadores acotados actuando

en un espacio de Hilbert H. Sea { pi }w1 (1 ≤ w ≤ ∞) una familia de proyecciones

mutuamente ortogonales sobre H. El operador de compresión asociado a dicha

familia de proyecciones está dado por:

P : I −→ I, P (x) =
w∑
i=1

pixpi.

En el presente caṕıtulo estudiaremos las propiedades geométricas de la órbita

UI(P ) = {LuPLu∗ : u ∈ UI } ,

donde UI denota al grupo de Lie-Banach de los operadores unitarios cuya diferen-

cia con la identidad pertenece a I y Lu a la representación a izquierda de UI en

el álgebra B(I) de los operadores acotados que actúan en I. Los resultados que

expondremos incluyen condiciones necesarias y suficientes para que UI (P ) sea un

subvariedad de B(I). Estudiaremos el caso particular en el que I = K el ideal de

los operadores compactos. Debido a que en general, UK(P ) es una subvariedad no

complementada de B(K), estudiaremos condiciones necesarias y suficientes para

que UK(P ) tenga espacios tangentes complementados en B(K). También mostra-

remos una aplicación de los resultados obtenidos para UI (P ) a la topoloǵıa de la

órbita UI-unitaria de un operador normal y compacto. Además, probaremos que

45
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UI (P ) es un espacio recubridor de otra órbita natural de P . Una métrica de Finsler

cociente será introducida, y la distancia rectificable inducida será estudiada.

3.1 El espacio homogéneo UI(P )
A lo largo de esta sección, Φ denotará a una función gauge simétrica, I = SΦ

al correspondiente ideal simétricamente normado y P el operador de compresión

asociado con una familia de proyecciones mutuamente ortogonales { pi }w1 (1 ≤
w ≤ ∞). En primer lugar mostraremos que UI(P ) tiene estructura de variedad

suave cuando se lo dota con la topoloǵıa cociente.

El siguiente lema será utilizado cuando demostremos que que UI (P ) es un

espacio homogéneo de UI .

Lema 3.1.1 Sea x ∈ B (H). Entonces LxP = PLx si y sólo si x =
∑w

i=0 pixpi.

Demostración. Supongamos que LxP = PLx, es decir

w∑
i=1

(pix− xpi)ypi = 0, (3.1)

para todo y ∈ I. Sean i ≥ 0 y (ei,n)n una sucesión de proyecciones de rango finito

tales que ei,n ≤ pi y ei,n ↗ pi en la topoloǵıa fuerte de operadores.

Estudiaremos los casos j ≥ 1 y j = 0 por separado. Empecemos analizando el

caso j ≥ 1. Reemplazando en (3.1) y por ej,n obtenemos que
∑w

i=1(pix−xpi)ej,npi =

0. Es decir, 0 = (pjx − xpj)ej,npj = (pjx − xpj)ej,n para todo n ≥ 1. Luego

pjxpj = xpj. Finalmente, multiplicando por pi para i 6= j, se tiene que

pixpj = 0

para j ≥ 1, i ≥ 0, i 6= j.

Supongamos ahora que j = 0, es decir, pixp0 = 0, i ≥ 1, reemplazar en (3.1) y

por e0,nx
∗. Entonces

0 =
w∑
i=1

(pix− xpi)e0,nx
∗pi =

w∑
i=1

pixe0,nx
∗pi.

Multiplicando por pj con j ≥ 1, se deduce que pjxe0,nx
∗pj = 0 para todo n ≥ 1,

es decir, 0 = pjxp0x
∗pj = (pjxp0)(pjxp0)∗.

46



3.1. EL ESPACIO HOMOGÉNEO UI(P )

Por lo tanto, pixpj = 0 para i ≥ 1, j ≥ 1 y i 6= j. Es decir, x es de la forma

deseada.

2

Observación 3.1.2 Un cálculo sencillo muestra que el espacio tangente de UI(P )

en Q, es decir las derivadas en Q de curvas suaves contenidas en UI(P ), está dado

por

(TUI(P ))Q = {LzQ−QLz : z ∈ Iah }. (3.2)

Denotaremos a los vectores tangentes por [Lz, Q].

Si trabajamos con la acción natural, el grupo de isotroṕıa en P de UI es

G = {u ∈ UI : LuP = PLu }.

G es un subgrupo cerrado de UI y su álgebra de Lie puede ser identificada con

G = { z ∈ Iah : LzP = PLz }.

El siguiente teorema nos será de utilidad para mostrar que UI(P ) es un espacio

homogéneo de UI . Una demostración del mismo puede encontrar en [Upm85].

Teorema 3.1.3 Sea K un subgrupo de Lie-Banach del grupo de Lie-Banach G

con álgebra de Lie G. Entonces el espacio cociente M := G/K tiene estructura

de variedad de Banach tal que la proyección π : G → M es una submersión

anaĺıtica. G actúa anaĺıticamente sobre M via r(g, hK) := ghK para g, h ∈ G.

Sea ρ : G → aut(M) la diferencial de r. Entonces el mapa ρ0 : G → T0(M) en

0 := K ∈M es suryectivo y tiene núcleo:

ker(ρ0) = {X ∈ G : exp(tX) ∈ Kpara todo t ∈ R}.

Proposición 3.1.4 Sean Φ una función gauge simétrica e I = SΦ. Entonces

UI(P ) es un espacio homogéneo, real y anaĺıtico de UI.

Demostración. La prueba consistirá en demostrar que G es un subgrupo de Lie-

Banach de UI .
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Sea u = ez ∈ G, con z ∈ Iah y ‖z‖I < π. Por la hipótesis sobre la norma de z,

se tiene que

z = log(u) =
∞∑
n=0

(−1)n

(n+ 1)
(u− 1)n+1.

Observemos LuP = PLu, o Lu−1P = PLu−1, implica que Lr(u−1)P = PLr(u−1)

para cualquier polinomio r ∈ R[X], y por la continuidad obtenemos que LzP =

PLz.

Denotemos por expUI a

Iah
expUI−→ UI

z 7−→ ez

el mapa exponencial del grupo de Lie-Banach UI . Luego expUI(G ∩ V ) = G ∩
expUI(V ), para cualquier entorno V lo suficientemente pequeño del origen en Iah.

Por otro lado, por el Lema 3.1.1 se puede reescribir el álgebra de Lie como

G =

{ w∑
i=0

pizpi : z ∈ Iah
}
,

el cual es un subespacio real y cerrado de Iah. Más aún, el siguiente subespacio

M = { z ∈ Iah : pizpi = 0, ∀ i ≥ 0 } =

{ ∑
i 6=j

pizpj : z ∈ Iah
}

es un suplemento cerrado para G en Iah. Entonces, G es un subgrupo de Lie-Banach

de UI , y por el Teorema 3.1.3 se tiene que UI(P ) es un espacio homogéneo real y

anaĺıtico de UI .
2

3.2 Estructura diferencial de UI(P ), I 6= K.

En esta sección, analizaremos la estructura diferencial de UI (P ) bajo la hipótesis

de que I 6= K. Recordemos que dado un operador de compresión P asociado a

una familia de proyecciones mutuamente ortogonales { pi }w1 (1 ≤ w ≤ ∞), se

puede considerar una familia aún más grande { pi }w0 , donde p0 = 1−
∑w

i=1 pi. Sin

embargo, nosotros asociaremos al operador de compresión P con la primera familia

{ pi }w1 .
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Comenzaremos con unas estimaciones que vamos a utilizar a lo largo del caṕıtu-

lo.

Lema 3.2.1 Sean Φ una función gauge simétrica e I = SΦ. Entonces

‖LxP − PLx‖B(I) ≥ ‖pixpj‖,

para x ∈ I, i ≥ 1, j ≥ 0 e i 6= j.

Demostración. Sea

pixpj =
∞∑
k=1

sk ψk ⊗ ηk,

la expansión de Schmidt expresión del operador compacto pixpj, donde sk son los

valores singulares de pixpj ordenados de manera no creciente y (ψk)k, (ηk)k son

sistemas ortonormales de vectores (ver (1.2)).

Como pixpjη1 = s1ψ1, ψ1 ∈ R(pi). Adjuntando el desarrollo de pixpj y eva-

luando dicha expresión en ψ1 obtenemos que η1 ∈ R(pj).

Por un lado, como i 6= j, ocurre que

P (η1 ⊗ ψ1) =
∑
m

pmη1 ⊗ ψ1pm = 0.

Y además

PLx(η1 ⊗ ψ1) =
∑
m

pm(xη1 ⊗ ψ1)pm = pix(η1 ⊗ ψ1)

no se anula porque i ≥ 1. Se sigue que

(LxP − PLx)(η1 ⊗ ψ1) = −pix(η1 ⊗ ψ1) = −pixpj(η1 ⊗ ψ1) = −s1(ψ1 ⊗ ψ1).

Luego

‖LxP − PLx‖B(I) ≥ ‖(LxP − PLx)(η1 ⊗ ξ1)‖I
= s1‖ψ1 ⊗ ψ1‖I = s1 = ‖pixpj‖.

2

La primera obstrucción para que UI(P ) sea una subvariedad de B(I) radica en

el hecho que sus espacios tangentes pueden no ser cerrados.

En el siguiente lema caracterizaremos cuándo los espacios tangentes de UI(P )

son cerrados. Cuestiones similares, aunque en un contexto diferente, fueron res-

pondidas en [Nee04] (en particular, en el caṕıtulo VII, lema VII.3).
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Lema 3.2.2 Si I 6= K, los espacios tangentes de UI (P ) son cerrados en B(I) si

y sólo si w <∞ y hay sólo una proyección de rango infinito en la familia { pi }w0 .

Demostración. Observemos que alcanza con probar que la afirmación es cierta para

el espacio tangente en P . En efecto, si Q = LuPLu∗ para algún u ∈ UI , entonces

[Lz, Q] = LzLuPLu∗ − LuPLu∗Lz
= LuLu∗(LzLuPLu∗ − LuPLu∗Lz)LuLu∗

= Lu[Lu∗zu, P ]Lu∗ .

Luego (TUI(P ))Q es cerrado en B(I) si y sólo si (TUI(P ))P es cerrado en B(I).

Supongamos primero que (TUI(P ))P es cerrado en B(I). Sean x /∈ I un opera-

dor compacto y (en)n una sucesión de proyecciones de rango finito tal que en ↗ 1

en la topoloǵıa fuerte de operadores. Como x es compacto, la sucesión de ope-

radores de rango finito zn = enxen satisface ‖x − zn‖ → 0. Teniendo en cuenta

la caracterización del espacio tangente dada en (3.2), los vectores tangentes tie-

nen la expresión [Lz, P ], donde z es un operador antihermitiano, es por esto que

en el siguiente cálculo vamos a necesitar considerar la parte real e imaginaria

de un operador. Recordar que Re( . ) e Im( . ) denotan la parte real e imaginaria

respespectivamente de un operador. Dado n ≥ 1, los operadores [LiRe(zn), P ] y

[Li Im(zn), P ] pertenecen al espacio tangente en P . Entonces tenemos que

‖ [LiRe(zn), P ]− [LiRe(x), P ] ‖B(I) ≤ 2‖LiRe(zn) − LiRe(x)‖B(I)

= 2‖Re(zn)− Re(x)‖
≤ 2‖zn − x‖ → 0.

Como supusimos que (TUI(P ))P es cerrado, existe z0 ∈ Iah tal que [Lz0 , P ] =

[LiRe(x), P ]. Procediendo de la misma manera con la parte imaginaria, probamos

que existe que un operador z1 ∈ Iah tal que [Lz1 , P ] = [Li Im(x), P ]. Luego obtene-

mos que [Lx, P ] = [Lz, P ] para z = −iz0 + z1 ∈ I. Por Lema 3.1.1 lo último se

puede reformular como

x− z =
w∑
i=0

pi(x− z)pi.

En particular,

x−
w∑
i=0

pixpi ∈ I. (3.3)
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Recordemos que I = SΦ para alguna función gauge simétrica Φ. Como I no es el

ideal de los operadores compactos, existe una sucesión de números positivos (an)n

tal que an → 0 y Φ((an)n) =∞.

Supongamos que la familia { pi }w0 tiene dos proyecciones pi, pj, i 6= j, tales que

ambas tienen rango infinito. Sea (ξn)n una base ortonormal para R(pi) y (ηn)n una

base ortonormal para R(pj). Consideremos el siguiente operador compacto:

x =
∞∑
n=1

an ξn ⊗ ηn.

Por las propiedades de la suceción (an)n se sigue que x /∈ I. Luego, tenemos que

x = pixpj = x −
∑w

i=0 pixpi /∈ I, lo que contradice a la ecuación (3.3). Por lo

tanto, es imposible tener dos proyecciones distintas ambas con rango infinito en la

familia { pi }w0 .

Resta probar que w <∞. Supongamos que hay un número infinito de proyec-

ciones p1, p2, . . .. Entonces podemos construir un sistema de vectores ortonormales

(ξi)i tales que ξi ∈ R(pi). Consideremos el siguiente operador compacto:

x =
∞∑
n=1

an ξn+1 ⊗ ξn.

Es fácil ver que x =
∑∞

n=1 pn+1xpn = x−
∑∞

i=0 pixpi /∈ I. Lo cual conduce nueva-

mente a una contradicción con la ecuación (3.3).

Con el fin de probar el rećıproco, asumiremos que la familia { pi }w0 satisface

w < ∞ y tiene sólo una proyección pi0 con rango infinito. Sea (zk)k una sucesión

en Iah tal que ‖ [Lzk , P ] − X‖B(I) → 0, donde X ∈ B(I). Por el Lema 3.1.1,

la sucesión (zk)k puede ser elegida de manera tal que pizkpi = 0 para todo k y

i = 0, . . . , w. Como ( [Lzk , P ] )k es una sucesión de Cauchy en B(I), el Lema 3.2.1

implica que

‖pi(zk − zr)pj‖ −→
k,r→∞

0

para i = 1, . . . , w, j = 0, . . . , w e i 6= j. Notar que el rango del operador pi(zk−zr)pj
está uniformemente acotado en el sub́ındice k y r para C := máx{ rank(pj) : j =

0, . . . , w, j 6= i0 }. Entonces, se tiene que

‖pj(zk − zr)pi‖I ≤ C‖pj(zr − zk)pi‖ −→
k,r→∞

0.
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Por lo tanto cada (pjzkpi)k converge en la norma del ideal a algún zij ∈ I. Luego

podemos construir un operador z definiendo sus bloques matriciales con respecto

a las proyecciones p0, p1, . . . , pw de la siguiente manera:

pizpj :=

{
0 if i = j,

zij if i 6= j.

Entonces z es un operador antihermitiano en I que satisface

‖z − zk‖I ≤
∑
i 6=j

‖pjzpi − pjzkpi‖I =
∑
i 6=j

‖zij − pjzkpi‖I → 0.

Por lo tanto,

‖ [Lzk , P ]− [Lz, P ] ‖B(I) ≤ 2‖Lzk − Lz‖B(I) = 2‖zk − z‖
≤ 2‖zk − z‖I → 0.

De esto se deduce que X = [Lz, P ], con lo que el lema queda probado.

2

Podemos dotar a UI(P ) de dos topoloǵıas. De acuerdo a la Proposición 3.1.4

se tiene que UI(P ) ' UI/G tiene estructura de variedad real y anaĺıtica en la

topoloǵıa cociente de manera que el mapa π : UI −→ UI(P ), π(u) = LuPLu∗ es

una submersión real y anaĺıtica. Por otro lado, se puede pensar a UI(P ) como

un subconjunto de B(I) con la topoloǵıa heredada. En este caso, denotaremos al

mapa de proyección por π̃ : UI −→ UI(P ), π̃(u) = LuPLu∗ . Observemos que π̃ es

continua, y que el siguiente diagrama es conmutativo

UI π //

π̃   

UI(P )

I
��

' UI/G

UI(P ) ⊆ B(I)

En el diagrama I denota al mapa identidad. A pesar de que I es siempre

continua, puede no ser un homeomorfismo. De hecho, mostraremos que las dos

topoloǵıas definidas en UI(P ) coinciden si y sólo si los espacios tangentes son

cerrados. La prueba de este resultado depende de la existencia de secciones locales

continuas para la acción.
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Observación 3.2.3 Sea P el operador de compresión asociado a la familia { pi}w1 .

Consideremos la órbita unitaria para cada proyección pi, i.e.

Oi := {upiu∗ : u ∈ UI }.

Si I es el ideal de los operadores Hilbert-Schmidt y la imagen de pi es de dimensión

infinita, las órbitas antes definidas son lo que se conoce como las componentes

conexas de pi en la Grasmanniana restringida (ver e.g. [PS86]). Notar que Oi ⊆
pi+I, luego se puede dotar cada órbita con la topoloǵıa del subespacio definida por

la métrica (upiu
∗, vpiv

∗) 7→ ‖upiu∗ − vpiv∗‖I.

Lema 3.2.4 Si w < ∞ y hay sólo una proyección de rango infinito en la familia

{ pi}w0 . Entonces el mapa

UI(P )
Fi−→ Oi

LuPLu∗ 7−→ upiu
∗

es continuo para i = 0, 1, . . . w, cuando UI(P ) es dotado de la topoloǵıa heredada

de B(I).

Demostración. En primer lugar mostraremos que la función Fi está bien definida

para i = 0, 1, . . . , w. Supongamos que LuPLu∗ = LvPLv∗ , o equivalentemente que

PLu∗v = Lu∗vP . El Lema 3.1.1 establece que entonces u∗v =
∑w

m=0 pmu
∗vpm.

Luego tenemos que v∗upi = piv
∗upi = piv

∗u, lo que implica que upiu
∗ = vpiv

∗.

Para probar la continuidad de Fi mostraremos que Fi es Lipschitz. Como la

acción es isométrica, basta estimar la distancia de Fi(LuPLu∗) = upiu
∗ a Fi(P ) =

pi. Con ese fin, para u ∈ UI , definamos

a(u) := ‖LuPLu∗ − P‖B(I) = ‖ [Lu, P ] ‖B(I).

El Lema 3.2.1 establece que

‖L(u−1)P − PL(u−1)‖B(I) ≥ ‖pi(u− I)pj‖,

para j = 0, 1, . . . , w, i = 1, . . . , w y i 6= j. De lo que se deduce que

‖piupj‖ = ‖pi(u− 1)pj‖ ≤ a(u),
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para j = 0, 1, . . . , w, i = 1, . . . , w y i 6= j. La misma estimación puede ser extendida

para todo i 6= j. Para ser más precisos, se tiene

‖pjupi‖ = ‖piu∗pj‖ ≤ a(u∗) = a(u).

Sea pi0 la única proyección de rango infinito en la familia { pi }w0 . Para u ∈ UI ,
notemos que

rank(piupj) ≤ mı́n{ rank(pi) , rank(pj) },

y entonces

máx{ rank(pjupi) : i, j = 0, 1, . . . , w, i 6= j } ≤ máx{ rank(pj) : j = 0, 1, . . . , w, j 6= i0 }.

Llamando C al máx{ rank(pj) : j = 0, 1, . . . , w, j 6= i0 }, la desigualdad anterior

implica que

‖piupj‖I ≤ C‖piupj‖

para i 6= j. Luego, obtenemos que

‖Fi(LuPLu∗)− Fi(P )‖I = ‖upi − piu‖I

≤ ‖
w∑
j=0

pjupi −
w∑
k=0

piupk‖I

= ‖
∑
j:j 6=i

pjupi −
∑
k:k 6=i

piupk‖I

≤
∑
j:j 6=i

‖pjupi‖I +
∑
k:k 6=i

‖piupk‖I

≤ C

(∑
j:j 6=i

‖pjupi‖+
∑
k:k 6=i

‖piupk‖
)

≤ 2wC‖LuPLu∗ − P‖B(I), (3.4)

lo que muestra que F es Lipschitz.

2

Observación 3.2.5 Sea M el suplemento para el álgebra de Lie definida en la

Proposición 3.1.4. Suponer que w = ∞ o que existen dos proyecciones distintas

de rango infinito en la familia { pi }w0 . Bajo la hipótesis que I 6= K, construiremos
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una sucesión (zk)k en M que satisface ‖zk‖ → 0 y ‖zk‖I = 1. Con este propósito,

definamos

ak := Φ(1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
k

, 0, 0, . . .),

donde Φ es una función gauge simétrica tal que I = SΦ. Como I 6= K, se sigue que

Φ no es equivalente a la norma uniforme de `∞, de modo que ak →∞ (ver Lema

1.2.6). En el caso en el que w =∞, consideremos (ξi)i un sistema ortonormal tal

que ξi ∈ R(pi) para todo i ≥ 1. No es dif́ıcil ver que la sucesión definida por

zk := a−1
2k

k∑
i=1

ξ2i−1 ⊗ ξ2i − ξ2i ⊗ ξ2i−1

satisface las propiedades requeridas. En el caso en el que existan dos proyecciones

distintas de rango infinito pi y pj, sea (ξi)i un sistema ortonormal tal que ξ2k−1 ∈
R(pi) y ξ2k ∈ R(pj) para todo k ≥ 1. Entonces se puede definir la sucesión (zk)k

de la misma manera que antes.

Lema 3.2.6 Si I 6= K, son equivalentes:

1. La topoloǵıa cociente de UI(P ) coincide con la topoloǵıa heredada de

B(I).

2. w <∞ y hay sólo una proyección de rango infinito en la familia { pi}w0 .

Demostración. Supongamos que la topoloǵıa cociente de UI(P ) ' UI/G coincide

con la topoloǵıa heredada de B(I) y sea M el suplemento del álgebra de Lie de

G definida en la Proposición 3.1.4. Recordemos que un atlas real y anaĺıtico de

UI(P ) compatible con la topoloǵıa cociente puede ser constrúıdo trasladando el

homeomorfismo

ψ :W ⊆M −→ ψ(W), ψ(z) = (π ◦ expUI)(z) = LezPLe−z ,

donde W es un entorno abierto de 0 ∈M y ψ(W) es un entorno abierto de P (ver

Teorema 1.4.4). Asumamos que la familia { pi }w0 no satisface las propiedades. Hay

dos posibilidades, la primera es que w = ∞ y la segunda es que existan dos

proyecciones distintas de rango infinito en { pi }w0 . Por la Observación 3.2.5, en
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ambas posibilidades se puede encontrar una sucesión (zk)k enM tal que ‖zk‖ → 0

y ‖zk‖I = 1. Observemos que

‖LezkPLe−zk − P‖B(I) = ‖ [Lezk−1, P ] ‖B(I) ≤ 2‖ezk − 1‖ → 0,

y usando que la topoloǵıa cociente de de UI(P ) coincide con la topoloǵıa del

subespacio, se llega a una contradicción:

‖zk‖I = ‖ψ−1(LezkPLe−zk )‖I → 0.

Para probar el rećıproco, asumamos que w <∞ y que hay una sóla proyección

de rango infinito en la familia { pi}w0 . Claramente, la afirmación sobre la topoloǵıa

de UI(P ) estará probada si podemos mostrar que los

UI
π̃−→ UI(P )

u 7−→ LuPLu∗

tienen secciones locales continuas, cuando UI(P ) es considerado con la topoloǵıa

relativa de B(I). Con este fin, para i = 0, 1, . . . , w, considerar las órbitas

Oi := {upiu∗ : u ∈ UI }.

En [AL08, Proposition 2.2] los autores mostraron que los mapas

UI
πi−→ Oi

u 7−→ upiu
∗,

tiene secciones locales continuas, cuando I es el ideal de los operadores Hilbert-

Schmidt. La misma prueba sirve para cualquier ideal I simétricamente normado,

luego tenemos garantizada la existencia un mapa continuo

ψi : { q ∈ Oi : ‖q − pi‖I < 1 } ⊆ pi + I −→ UI

tal que

ψi(upiu
∗)piψi(upiu

∗)∗ = upiu
∗

para cualquier u ∈ UI que cumpla que ‖upiu∗ − pi‖I < 1.

Con todo esto se puede definir expĺıcitamente la sección para π̃. Dicha sección,

σ está definida en el conjunto

VP :=

{
Q ∈ UI(P ) : ‖Q− P‖B(I) <

1

2wC

}
,

56



3.2. ESTRUCTURA DIFERENCIAL DE UI(P ), I 6= K.

σ : VP → UI y está dada por la fórmula:

σ(LuPLu∗) =
w∑
i=0

ψi(upiu
∗)pi.

Si Q = LuPLu∗ está en el dominio de σ, por la estimación (3.4) en el Lema 3.2.4,

los operadores upiu
∗ están en el dominio de cada ψi. La tarea que resta por hacer

es mostrar que σ = σ(LuPLu∗) ∈ UI .
En primer lugar,

σσ∗ =

(
w∑
i=0

ψi(upiu
∗)pi

)(
w∑
i=0

piψi(upiu
∗)∗

)
=

w∑
i=0

ψi(upiu
∗)piψ(upiu

∗)∗

=
w∑
i=0

upiu
∗

= 1.

Observemos que como

pjψj(upju
∗)∗ψi(upiu

∗)pi = ψj(upju
∗)∗upjpiu

∗ψi(upiu
∗) = δij,

entonces

σ∗σ =

(
w∑
i=0

piψi(upiu
∗)∗

)(
w∑
i=0

ψi(upiu
∗)pi

)
=

w∑
i=0

pi

= 1.

Además se puede ver fácilmente que

σ − 1 =
w∑
i=0

(ψi(upiu
∗)− 1)pi.

lo que implica que σ − 1 ∈ I.
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Por otro lado, el mapa σ es una sección para π. En efecto, para cualquier y ∈ I,

Lσ(LuPLu∗ )PLσ(LuPLu∗ )∗(y) =
w∑
i=0

σ(LuPLu∗)piσ(LuPLu∗)
∗ypi

=
w∑
i=0

ψi(upiu
∗)piψi(upiu

∗)∗ypi

=
w∑
i=0

upiu
∗ypi

= LuPLu∗(y).

Finalmente, para probar la continuidad de σ, alcanza con notar que

σ(LuPLu∗) =
w∑
i=0

ψi(Fi(LuPLu∗))pi

y usar la continuidad de cada Fi, la cual fue probada en el Lema 3.2.4.

2

A continuación probaremos el resultado principal de caṕıtulo sobre la estruc-

tura diferencial de UI(P ).

Teorema 3.2.7 Sean Φ una función gauge simétrica e I = SΦ. Asumir que I 6=
K. Sea P el operador de compresión asociado a la familia { pi}w1 (1 ≤ w ≤ ∞).

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. La topoloǵıa cociente en UI(P ) coincide con la topoloǵıa heredada de

B(I).

2. Los espacios tangentes de UI(P ) son cerrados en B(I).

3. w <∞ y hay sólo una proyección de rango infinito en la familia { pi }w0 .

4. UI(P ) es una subvariedad de B(I).

Demostración. Supongamos que UI(P ) es una subvariedad de B(I). Por la Propo-

sición 1.4.1, los espacios tangentes de UI (P ) tienen que ser cerrados en B(I). Del

Lema 3.2.2 se sigue que la familia { pi }w0 satisface las propiedades enunciadas.
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Ahora asumamos que w <∞ y que existe una sóla proyección de rango infinito

en la familia { pi }w0 . De acuerdo con los Lemas 3.2.2 y 3.2.6, lo que resta probar

es que los espacios tangentes son complementados en B(I). Notar que alcanza con

probar que (TUI (P ))P es complementado en B(I).

La prueba de este hecho será divida en dos casos dependiendo si el rango de p0

es infinito o finito.

Asumamos primero que rank(p0) = ∞, de modo que rank(pi) < ∞ para todo

i = 1, . . . , w. Entonces X(pi) está bien definido para todo X ∈ B(I), i = 1, . . . , w,

y podemos definir

B(I)
ẑ−→ Iah

X 7−→ 2i Im

(
w∑
i=1

i−1∑
j=0

pjX(pi)

)

Notar que ẑ es un operador lineal y continuo, entonces podemos definir una pro-

yección lineal y acotada sobre el espacio tangente de la siguiente manera:

B(I)
E−→ (TUI(P ))P

X 7−→ [Lẑ(X), P ].

Con el fin de probar que E es una proyección consideremos X = [Lz, P ] para

algún z ∈ Iah. Notar que X(pi) = zpi−pizpi = (1−pi)zpi, para todo i = 1, . . . , w,

entonces tenemos

ẑ(X) = 2i Im

(
w∑
i=1

i−1∑
j=0

pjzpi

)
= z −

w∑
i=0

pizpi.

Del Lema 3.1.1 podemos deducir que E(X) = [Lẑ(X), P ] = X, lo que prueba que

E es una proyección. Finalmente, la continuidad de ẑ implica la continuidad de E.

Ahora estudiemos el caso en el que la proyección de rango infinito no es p0.

Suponer sin pérdida de generalidad que rank(p1) = ∞. Notar que la definición

antes dada del operador ẑ(X) no funciona en este caso por dos motivos: en primer

lugar, como p1 /∈ I no se puede evaluar cualquier X ∈ B(I) en p1, y en segundo

lugar, cada vector tangente [Lz, P ] se anula en p0.

Por lo tanto, es necesario modificar la definición del operador ẑ. Se sabe que

como rank(p1) =∞ entonces rank(p0) <∞. Sean η1, . . . , ηm una base ortonormal
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de R(p0) y ξ ∈ R(p1) un vector unitario. Definamos ẑ : B(I)→ Iah de la siguiente

manera:

ẑ(X) := 2i Im

(
w∑
i=2

i−1∑
j=0

pjX(pi)−
m∑
k=1

X(ηk ⊗ ξ)ξ ⊗ ηk

)
,

para X ∈ B(I). La proyección sobre el espacio tangente es

B(I)
E−→ (TUI(P ))P

X 7−→ [Lẑ(X), P ].

Notar que E es continua, con lo cual, sólo resta probar que E es una proyección.

Para ésto, considerar X = [Lz, P ] para algún z ∈ Iah. Notar que como LzP (ηk ⊗
ξ) = 0 se tiene que

X(ηk ⊗ ξ) = −PLz(ηk ⊗ ξ) =
w∑
i=1

pizηk ⊗ piξ = −p1zηk ⊗ ξ,

y entonces

m∑
k=1

X(ηk ⊗ ξ)ξ ⊗ ηk = −
m∑
k=1

p1z(ηk ⊗ ξ)(ξ ⊗ ηk)

= −
m∑
k=1

p1z(ηk ⊗ ηk)

= −p1zp0.

Luego se tiene que

ẑ(X) = 2i Im

(
w∑
i=2

i−1∑
j=0

pjzpi + p1zp0

)
= z −

w∑
i=0

pizpi.

De esta igualdad se deduce que E([Lz, P ]) = [Lz, P ], con lo que la demostración

queda terminada.

2
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3.3 Estructura diferencial de UK(P ).
En esta sección estudiaremos el caso I = K. Comenzaremos mostrando una esti-

mación similar a la dada en el Lema 3.2.1.

Lema 3.3.1 Sean P el operador de compresión asociado con una familia de pro-

yecciones mutuamente ortogonales { pi }w1 (1 ≤ w ≤ ∞) y x ∈ K tal que pixpi = 0

para todo i ≥ 1. Entonces

‖LxP − PLx‖B(K) ≥ ‖x(1− p0)‖.

Demostración. Dado i ≥ 1 (fijo) vamos a construir una sucesión de proyecciones

que dependerá del rango de pi. Si rank(pi) =∞, definamos (pi,k)k como la sucesión

de proyecciones de rango finito que satisfacen pi,k ≤ pi y pi,kk ↗ pi. Si rank(pi) <

∞, definimos pi,k = pi para todo k ≥ 1. Asumamos primero que w <∞. Entonces

la proyección dada por ek =
∑w

i=1 pi,k tiene rango finito. Notar que

(LxP − PLx)(ek) =
w∑
i=1

(1− pi)xpi,k = x
w∑
i=1

pi,k

donde en la última igualdad se usa que pixpi = 0. Luego se tiene que

‖LxP − PLx‖B(K) ≥ ‖(LxP − PLx)(ek)‖ =

∥∥∥∥∥x
w∑
i=1

pi,k

∥∥∥∥∥ ,
Teniendo en cuenta que x ∈ K y pi,k ↗ pi, tenemos que

‖LxP − PLx‖B(K) ≥ ‖x(1− p0)‖.

En el caso en que w =∞, definir en,k =
∑n

i=1 pi,k. De la misma manera que antes,

conclúımos que

‖LxP − PLx‖B(K) ≥
∥∥∥∥x n∑

i=1

pi,k

∥∥∥∥.
Si k →∞, se tiene que

‖LxP − PLx‖B(K) ≥
∥∥∥∥x n∑

i=1

pi

∥∥∥∥,
para todo n ≥ 1. Si n→∞, se llega a la estimación deseada.

2
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Proposición 3.3.2 Los espacios tangentes de UK(P ) son cerrados en B(K).

Demostración. Notemos que por la observación hecha al comienzo de la demostra-

ción del Lema 3.2.2, alcanza con probar, sin pérdida de generalidad, que el espacio

tangente en P es cerrado. Sea (zk)k una sucesión en Kah tal que pizkpi = 0 para to-

do i ≥ 0 y k ≥ 1. Supongamos que ‖ [Lzk , P ]−X ‖B(K) → 0 para algún X ∈ B(K).

De acuerdo con el Lema 3.3.1,

‖(zk − zr)(1− p0)‖ ≤ ‖ [Lzk−zr , P ] ‖B(K).

Además, notar que

‖(zk − zr)p0‖ = ‖p0(zk − zr)‖
= ‖p0(zk − zr)(1− p0)‖
≤ ‖ [Lzk−zr , P ] ‖B(K).

Por lo tanto (zk)k es una sucesión de Cauchy y entonces tiene ĺımite z0 ∈ Kah.
Luego,

‖ [Lzk , P ]− [Lz0 , P ] ‖ ≤ 2‖zk − z0‖ → 0.

Por lo tanto, podemos concluir que X = [Lz0 , P ].

2

A continuación estudiaremos la topoloǵıa de UK(P ). Mostraremos que la topo-

loǵıa cociente y la topoloǵıa heredada de B(K) coinciden, sin tener en cuenta el

número o rango de las proyecciones en la familia { pi }w0 .

Observación 3.3.3 Sea P el operador de compresión asociado con la familia

{ pi }w1 . Consideremos las órbitas unitarias de las proyecciones, las cuales deno-

taremos por

Oi = {upiu∗ : u ∈ UK }.

para i = 0, . . . , w. Afirmamos que el mapa

UI(P )
F0−→ O0

LuPLu∗ 7−→ up0u
∗

es Lipschitz.
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De hecho, de acuerdo con el Lema 3.3.1 aplicado a

x = u− 1−
w∑
i=0

pi(u− 1)pi = u−
w∑
i=0

piupi

tenemos que∥∥∥∥∥
(
u−

w∑
i=0

piupi

)
(1− p0)

∥∥∥∥∥ = ‖x(1− p0)‖ ≤ ‖LxP − PLx‖B(K).

Notando que

‖LxP − PLx‖B(K) = ‖LuPLu∗ − P‖B(K)

y

‖p0u(1− p0)‖ =

∥∥∥∥∥p0

(
u−

w∑
i=0

piupi

)
(1− p0)

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥
(
u−

w∑
i=0

piupi

)
(1− p0)

∥∥∥∥∥
conclúımos que

‖p0u(1− p0)‖ ≤ ‖LuPLu∗ − P‖B(K).

Ahora reemplazando u por u∗ tenemos que

‖(1− p0)up0‖ = ‖p0u
∗(1− p0)‖ ≤ ‖LuPLu∗ − P‖B(K).

Luego llegamos a

‖F0(LuPLu∗)− F0(P )‖ = ‖up0u
∗ − p0‖

≤ ‖(1− p0)up0‖+ ‖p0u(1− p0)‖
≤ 2‖LuPLu∗ − P‖,

hecho que prueba la afirmación.

Lema 3.3.4 Sean u, v ∈ UK. Entonces∥∥∥∥ w∑
i=0

upiu
∗pi − vpiv∗pi

∥∥∥∥ ≤ 3‖LuPLu∗ − LvPLv∗‖B(K),

donde en el caso en que w =∞ la serie de la izquierda es convergente en la norma

uniforme.

63
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Demostración. Empecemos construyendo sucesiones de proyecciones de manera

análoga a lo que hicimos en la demostración del Lema 3.3.1. Dado i ≥ 1 (fijo), sea

(pi,k)k una sucesión de proyecciones de rango finito tal que pi,k ≤ pi y pi,k ↗ pi. En

caso de que pi tenga rango finito, definamos pi,k = pi para todo k. Al igual que en

la prueba de dicho lema, vamos a asumir primero que w <∞ y vamos a trabajar

con las proyecciones ortogonales definidas por ek =
∑n

i=1 pi,k.

Sea

a(u, v) := ‖LuPLu∗ − LvPLv∗‖B(K).

Como

(LuPLu∗ − LvPLv∗)(ek) =
w∑
i=1

(upiu
∗ − vpiv∗)pi,k,

entonces∥∥∥∥∥
w∑
i=1

(upiu
∗ − vpiv∗)pi,k

∥∥∥∥∥ = ‖(LuPLu∗ − LvPLv∗)(ek)‖ ≤ a(u, v).

Notar que para cada i ≥ 1, el operador upiu
∗ − vpiv∗ es compacto. Si k → ∞, se

obtiene que ∥∥∥∥∥
w∑
i=1

(upiu
∗ − vpiv∗)pi

∥∥∥∥∥ ≤ a(u, v).

Notar que por la Observación 3.3.3

‖(up0iu
∗ − vp0v

∗)p0‖ = ‖v(v∗up0u
∗v − p0)v∗p0‖

≤ 2‖Lv∗uPLu∗v − P‖
≤ 2a(u, v).

Luego, se tiene que ∥∥∥∥ w∑
i=0

(upiu
∗ − vpiv∗)pi

∥∥∥∥ ≤ 3a(u, v). (3.5)

Esto finaliza la demostración para el caso w <∞. Si w =∞, observemos que

∞∑
i=0

upiu
∗pi − vpiv∗pi =

∞∑
i=0

upi(u
∗ − 1)pi − vpi(v∗ − 1)pi + (u− v)pi.

Como los operadores u∗ − 1, v∗ − 1 y u− v son compactos, la serie converge en la

norma uniforme.
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De la ecuación (3.5), se tiene que∥∥∥∥ n∑
i=0

(upiu
∗ − vpiv∗)piξ

∥∥∥∥ ≤ 3a(u, v)

para cualquier ξ ∈ H, ‖ξ‖ = 1 y n ≥ 1. Dejando que n→∞, se tiene la desigualdad

deseada∥∥∥∥ ∞∑
i=0

(upiu
∗ − vpiv∗)pi

∥∥∥∥ = sup
‖ξ‖=1

∥∥∥∥ ∞∑
i=0

(upiu
∗ − vpiv∗)piξ

∥∥∥∥ ≤ 3a(u, v).

2

En la siguiente proposición se extiende la técnica desarrollada en [AL08] con

el fin de construir secciones locales continuas.

Proposición 3.3.5 Sea P el operador de compresión asociado a la familia { pi }w1
donde 1 ≤ w ≤ ∞, entonces el mapa

π : UK −→ UK(P ) ⊆ B(K), π(u) = LuPLu∗ ,

tiene secciones locales continuas, cuando UK(P ) es considerado con la topoloǵıa

heredada de B(K).

Demostración. Primeramente notemos que como la acción de UK es isométrica,

alcanzará con encontrar una sección continua σ en un entorno de P .

Demostraremos el caso en que w =∞ ya que para el caso w <∞ la demostra-

ción es similar. Para definir la sección local consideremos el siguiente entorno de

P :

V :=
{
Q ∈ UK(P ) : ‖Q− P‖B(K) < 1/3

}
.

Dado Q = LuPLu∗ ∈ V , donde u ∈ UK, sea qi = Fi(Q) = upiu
∗ para i ≥ 0.

De acuerdo a la demostración del Lema 3.2.4 la función Fi está bien definida.

Llamamos s a la serie dada por

s = s(Q) :=
∞∑
i=0

qipi .
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Esta serie es convergente en la topoloǵıa fuerte de operadores. De hecho, se puede

reescribir como

∞∑
i=0

qipi =
∞∑
i=0

upi(u
∗ − 1)pi + (u− 1)pi + pi,

donde el primer y segundo sumando en la derecha son convergentes en la norma

uniforme, mientras que el tercero es convergente en la topoloǵıa fuerte de opera-

dores. Por otro lado, notar que por el Lema 3.3.4, se tiene que

‖s− 1‖ ≤ 3‖Q− P‖B(K) < 1.

Luego, s es inversible. Más aún,

s− 1 = u

( ∞∑
i=0

pi(u
∗ − 1)pi + 1

)
− 1 = u

∞∑
i=0

pi(u
∗ − 1)pi + u− 1 ∈ K,

lo cuál se debe al hecho que
∑∞

i=0 pi(u
∗ − 1)pi ∈ K. A continuación mostraremos

que

σ = σ(Q) := s|s|−1

es una sección local continua para π. Con este propósito, notar que spi = qipi = qis,

de modo que pi|s|2 = s∗qis = |s|2pi, lo que implica que

σpiσ
∗ = s|s|−1pi|s|−1s∗ = spi|s|−2s∗ = spis

−1 = qi.

Esto permite probar que σ es una sección: para cualquier y ∈ K, se tiene que

LσPLσ∗(y) =
∞∑
i=1

σpiσ
∗ypi =

∞∑
i=1

qiypi = Q(y).

Por otro lado, |s|2−1 ∈ K, y consecuentemente, |s|−1 = (|s|2−1)(|s|+ 1)−1 ∈ K.

Luego, podemos afirmar que

σ − 1 = s|s|−1 − 1 = (s− |s|)|s|−1 = (s− 1)|s|−1 + (1− |s|)|s|−1 ∈ K.

Por lo tanto σ ∈ UK. Con el fin de probar la continuidad de σ considerar el

subgrupo de Gl(H) dado por

GlK = { g ∈ Gl(H) : g − 1 ∈ K}.
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Este es un grupo de Lie-Banach dotado con la topoloǵıa definida por (g1, g2) 7→
‖g1 − g2‖ (ver [Bel06]). Por el Lema 3.3.4, el mapa s : V −→ GlK es continuo.

Además el mapa GlK −→ UK, s 7→ s|s|−1, es real y anaĺıtico por las propiedades de

regularidad del cálculo funcional de Riesz. Luego σ es continua, por ser composición

de mapas continuos.

2

Nuestra siguiente tarea en el estudio de la estructura de subvariedad de UK(P )

es analizar la existencia de un suplemento para (TUI(P ))P en B(K). La existen-

cia de tal suplemento está estrechamente relacionada con el hecho que para un

espacio de Hilbert infinito dimensional H, los operadores compactos no son com-

plementados en B (H). Una demostración de este resultado puede ser encontrada

en [Con72]. Dicha prueba está basada en el conocido resultado que establece que c0

no es complementado en el espacio de las funciones acotadas `∞. Una demostración

de esto último puede ser encontrada en [Whi66].

De los resultados recién mencionados podemos deducir dos hechos que vamos

a utilizar cuando mostremos bajo qué condiciones UK(P ) es una subvariedad de

B(K). Los enunciamos en el siguiente lema:

Lema 3.3.6 Sean q1, q2 dos proyecciones ortogonales de rango infinito en H, en-

tonces

1. q1Kq2 no es complementado en q1B (H)q2.

2. q1Kahq2 no es complementado en q1B (H)ahq2.

Demostración. Supongamos primero que q1Kq2 es complementado en q1B (H)q2.

Entonces, se tiene una proyección acotada E : q1B (H)q2 −→ q1Kq2. Sea v una

isometŕıa parcial en H tal que v∗v = q1 y vv∗ = q2. Luego, se puede definir

Ẽ : q2B (H)q2 −→ q2Kq2

como Ẽ = LvEL
∗
v. Notar que Ẽ es una proyección acotada, lo que es imposible

por la observación hecha anteriormente.
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Suponer ahora que q1Kahq2 es complementado en q1B (H)ahq2. Entonces exis-

tiŕıa una proyección acotada E : q1B (H)ahq2 −→ q1Kahq2. Sea ahora

Ẽ : q1B (H)q2 −→ q1Kq2

dada por

Ẽ(q1Sq2) = −iE(q1iRe(S)q2) + E(q1i Im(S)q2)

para S ∈ B (H). Entonces Ẽ es una proyección acotada, lo cual no es posible por

la primera parte de este lema.

2

En el siguiente resultado agrupamos las propiedades de UK(P ) antes demostra-

das y damos una caracterización completa de la estructura de subvariedad.

Teorema 3.3.7 Sea P el operador de compresión asociado a la familia {pi}w1 (1 ≤
w ≤ ∞). Entonces UK(P ) es una cuasi subvariedad de B(K).

Más aún, UK(P ) es una subvariedad de B(K) si y sólo si w < ∞ y hay sólo

una proyección de rango infinito en la familia { pi }w0 .

Demostración. Las Proposiciones 3.3.2 y 3.3.5 garantizan que UK(P ) es una cuasi

subvariedad de B(K).

Ahora supongamos que w <∞ y que hay sólo una proyección de rango infinito

en la familia { pi }w0 . La misma demostración del Teorema 3.2.7 puede llevarse a

cabo para mostrar que (TUK(P ))P es complementado en B(K).

A continuación asumamos que UK(P ) es una subvariedad de B(K). De acuer-

do con la Proposición 1.4.1, hay una proyección lineal y acotada E : B(K) −→
(TUK(P ))P . Vamos a tener en cuenta dos casos: el primero es que haya dos pro-

yecciones de rango infinito en la familia { pi }w0 , y el segundo, que w =∞.

Para el primer caso, sean q1 ∈ { p0, p1, . . . , pw } y q2 ∈ { p1, . . . , pw } \ { q1 } las

dos proyecciones de rango infinito. Para el segundo caso, definir q1 =
∑∞

k=0 p2k y

q2 =
∑∞

k=0 p2k+1. En cualquiera de las dos situaciones, definamos el siguiente mapa

lineal y acotado

Ẽ : q1B (H)ahq2 −→ q1Kahq2,

dado por

Ẽ(q1xq2) = (Lq1E)( [Lq1xq2+q2xq1 , P ] )(q2).
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Afirmamos que Ẽ es una proyección sobre q1Kahq2. Primeramente, notar que para

cada x ∈ B (H)ah existe z ∈ Kah tal que E( [Lq1xq2+q2xq1 , P ] ) = [Lz, P ].

En el caso en el que hay dos proyecciones de rango infinito, notar que

Ẽ(q1xq2) = q1

w∑
i=1

(zpi − piz)q2pi = q1(zq2 − q2z)q2 = q1zq2.

Por otro lado, cuando w =∞,

Ẽ(q1xq2) = q1

∞∑
i=1

(zpi − piz)q2pi

= q1

∞∑
k=0

(zp2k+1 − p2k+1z)p2k+1

= q1z
∞∑
k=0

p2k+1

= q1zq2.

Esto prueba que en cualquier caso, la imagen de Ẽ está contenida en p1Kahp2.

Además, como E : B(K) −→ (TUK(P ))P es una proyección, para un x en Kah,
vale que E( [Lq1xq2+q2xq1 , P ] ) = [Lq1xq2+q2xq1 , P ]. Luego,

Ẽ(q1xq2) = q1(q1xq2 + q2xq1)q2 = q1xq2.

Por lo tanto, Ẽ es una proyección lineal continua sobre q1Kahq2. Pero esto dice que

q1Kahq2 es complementado en q1B (H)ahq2, lo cual contradice el Lema 3.3.6.

2

3.4 Órbita unitaria de un operador normal y com-

pacto

En esta sección nos dedicaremos a estudiar la topoloǵıa de las órbitas UI-unitarias

de un operador compacto y normal. Este estudio lo haremos aplicando los resul-

tados obtenidos previamente sobre la topoloǵıa de UI (P ).
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Sea a un operador compacto y normal. La pregunta de cuándo la órbita unitaria

de a, i.e.

U(a) = {uau∗ : u ∈ U },

tiene la propiedad de que la topoloǵıa cociente coincide con la topoloǵıa de la norma

uniforme fue resuelta por L. A. Fialkow [Fia78]. Ambas topoloǵıas coinciden si y

sólo si a tiene rango finito.

En esta sección, estudiaremos la misma pregunta, en este caso dirigida a la

órbita UI-unitaria de a, la cual está dada por

UI(a) = {uau∗ : u ∈ UI }.

Mostraremos que la topoloǵıa cociente coincide con la topoloǵıa inducida por la

norma del ideal I si y sólo si el operador compacto tiene rango finito.

Más allá de que órbita UI-unitaria está, en general, inclúıda en la órbita unitaria

usual (es decir U(a)), ambas órbitas coinciden si a tiene rango finito (ver, [Lar06,

Lemma 2.7]).

Recordar que para u ∈ UI ,

uau∗ = a+ a(u∗ − 1) + (u− 1)au∗ ∈ a+ I.

Luego, podemos dotar a UI(a) con la topoloǵıa dada por el espacio de Banach

af́ın a+ I. Además de eso, si miramos a UI(a) desde el punto de vista de espacio

homógeneo, lo podemos dotar de la topoloǵıa cociente.

Si I es el ideal de los operadores traza, P. Boná [Bón04] probó que ambas

topoloǵıas coinciden cuando a tiene rango finito. Este resultado fue extendido a

cualquier ideal simétricamente normado por D. Beltiţă and T. Ratiu in [BR05,

Theorem 5.10], donde además mostraron que las órbitas UI-unitarias son espacios

homógeneos débilmente Khäler. En esta sección vamos a probar el rećıproco de este

resultado, como aśı también, expondremos una nueva demostración a la implica-

ción ya conocida en términos de los resultados sobre los operadores de compresión

obtenidos previamente.

Este resultado está relacionado con diferentes trabajos de E. Andruchow, G.

Larotonda y L. Recht [AL10, ALR10, Lar06] donde, sin la hipótesis de que a sea

compacto, describieron una serie de condiciones equivalentes a la existencia de es-

tructura de subvariedad de las órbitas UI-unitarias (o las usuales), donde I es el
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ideal de los operadores de Hilbert-Schmidt o el ideal de los operadores compactos.

En particular, establecieron condiciones suficientes para asegurar que ambas topo-

loǵıas coincidan. Una de estas condiciones establece que el espectro de a debe ser

finito. Notar que en nuestro caso, como a es compacto, el espectro de a es finito si

y sólo si a tiene rango finito, es decir, volvemos a encontrar la misma condición.

Observación 3.4.1 La idea principal para relacionar órbitas unitarias de opera-

dores de compresión con las órbitas UI-unitarias de un operador compacto es la

siguiente. Por el teorema espectral podemos reescribir al operador a, el cual es

compacto y normal, como una serie que converge en norma uniforme, es decir,

a =
w∑
i=1

λipi, (3.6)

donde 1 ≤ w ≤ ∞, λi son los autovalores no nulos y distintos de a y { pi }w1 es una

familia de proyecciones ortogonales mutuamente ortogonales de rango finito dadas

por las proyecciones ortogonales sobre ker(a − λi). Luego, podemos considerar P

el operador de compresión asociado con la familia { pi }w1 .

Sea u ∈ UI tal que ua = au. Si consideramos la descomposicón espectral de a,

vemos que u debe ser diagonal de bloques con respecto a la familia { pi }w0 . Esto

dice que el grupo de isotroṕıa en a coincide con el grupo de isotroṕıa en P , es

decir,

{u ∈ UI : ua = au } = {u ∈ UI : LuP = PLu } = G.

Luego, se tiene que la topoloǵıa cociente en UI(a) ' UI/G es igual a la topoloǵıa

cociente en UI(P ).

Corolario 3.4.2 Sean Φ una función gauge simétrica e I = SΦ. Sea a un ope-

rador compacto y normal. Entonces la topoloǵıa cociente en UI(a) coincide con la

topoloǵıa heredada de a+ I si y sólo si rank(a) <∞.

Demostración. Supongamos que rank(a) < ∞. Esto es equivalente a afirmar que

w <∞ en la descomposición espectral de a dada por la ecuación (3.6). Bajo esta

suposición la familia { pi }w0 tiene una única proyección de rango infinito, a saber,

p0 = 1−
∑w

i=1 pi. De hecho, notar que p0 es la proyección ortogonal sobre ker(a).

De acuerdo con la Proposición 3.2.6 cuando I 6= K, o la Proposición 3.3.5 cuando

I = K, la topoloǵıa cociente coincide con la topoloǵıa heredada de B(I) en UI(P ).
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CAPÍTULO 3. ÓRBITAS UNITARIAS DE LOS OPERADORES DE COMPRESIÓN

Como la topoloǵıa cociente en UI(a) es más fuerte que la topoloǵıa heredada de

a+I, resta probar que cualquier sucesión (un)n en UI que satisface ‖unau∗n−a‖I →
0 convergerá a a en la topoloǵıa cociente. Con este propósito, observemos que

pi(una− aun)pj = (λi − λj)piunpj,

y entonces

‖piunpj‖I ≤ |λi − λj|−1‖una− aun‖I → 0,

para todo i, j ≥ 0 y i 6= j (donde se define λ0 = 0). Sea ahora x ∈ I tal que

‖x‖I = 1. Como∥∥∥∥ w∑
i=1

(unpi − piun)xpi

∥∥∥∥
I
≤

w∑
i=1

‖unpi − piun‖I ≤ 2
∑
i 6=j

‖pjunpi‖I ,

vemos que

‖LunPLu∗n − P‖B(I) = ‖LunP − PLun‖B(I)

≤ 2
∑
i 6=j

‖pjunpi‖I → 0.

Por las observaciones en el primer párrafo de esta demostración y la Observación

3.4.1, lo último es equivalente a decir que unau
∗
n → a en la topoloǵıa cociente.

Con el fin de probar el rećıproco, asumamos que la topoloǵıa cociente en UI(a)

coincide con la topoloǵıa heredada de a + I. Necesitaremos considerar dos casos.

En el primer caso suponer que I 6= K. Sea M el suplemento del álgebra de Lie

de G definida en la Proposición 3.1.4. Si rank(a) = ∞, podemos construir una

sucesión (zk)k en M tal que ‖zk‖ → 0 y ‖zk‖I = 1 (ver Observación 3.2.5).

Dado ε > 0, sea M ≥ 1 tal que ‖
∑w

i=M+1 λipi‖ ≤ ε. Entonces se sigue que

‖ezkae−zk − a‖I = ‖(ezk − 1)a− a(ezk − 1)‖I

≤ 2

(
‖ezk − 1‖

∥∥∥∥ M∑
i=1

λipi

∥∥∥∥
I

+ ‖ezk − 1‖I
∥∥∥∥ w∑
i=M+1

pi

∥∥∥∥ )

≤ 2

(
‖ezk − 1‖

∥∥∥∥ M∑
i=1

λipi

∥∥∥∥
I

+ e ε

)
.

Si hacemos que k →∞, vemos que ezkae−zk → a en la norma ‖ · ‖I , o equivalen-

temente, en la topoloǵıa cociente. Por el mismo argumento usado en el principio
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del Lema 3.2.6 se llega a que ‖zk‖I → 0, una contradicción con nuestra elección

de (zk)k.

Considerar ahora el caso en que I = K. Bajo la suposición que ambas topoloǵıas

coinciden en UK(a) afirmamos que el mapa

Λ : UK(a) −→ UK(P ), Λ(uau∗) = LuPLu∗ ,

es continuo, cuando uno dota UK(a) con la topoloǵıa heredada de K y UK(P ) con

la topoloǵıa heredada de B(K). De hecho, por la Proposición 3.3.5 la topoloǵıa

cociente y la topoloǵıa heredada siempre coinciden en UK(P ). Entonces el mapa Λ

resulta ser el mapa identidad de UK/G, y por lo tanto, se llega a nuestra afirmación.

Supongamos nuevamente que rank(a) =∞. Bajo este supuesto, vamos a llegar

a una contradicción con el hecho que Λ es continua. Observemos que debe haber

un número infinito de proyecciones de rango finito en la familia { pi }w1 y los au-

tovalores de a satisfacen λi → 0. Sea (ξi,j(i)) una base ortonormal de H tal que

(ξi,j(i))j(i)=1,...,rank(pi) es una base R(pi) para todo i ≥ 1. Consideremos la siguiente

sucesión de operadores unitarios:

un = ξn+2,1 ⊗ ξn+1,1 + ξn+1,1 ⊗ ξn+2,1 + en,

donde en es una proyección ortogonal sobre { ξn+1,1 , ξn+2,1 }⊥. Como un − 1 tiene

rango finito, un ∈ UK. Luego, se tiene que

‖unau∗n − a‖ = ‖una− aun‖
= ‖(λn+1 − λn+2) (ξn+2,1 ⊗ ξn+1,1)− (λn+2 − λn+1)(ξn+1,1 ⊗ ξn+2,1 )‖
≤ 2|λn+1 − λn+2| → 0.

Por otro lado, notar que

‖LunPLu∗n − P‖B(K) ≥ ‖(LunPLu∗n − P )(ξn+1,1 ⊗ ξn+1,1)‖
= ‖unpn+1u

∗
n(ξn+1,1 ⊗ ξn+1,1)− ξn+1,1 ⊗ ξn+1,1‖

= ‖ξn+1,1 ⊗ ξn+1,1‖ = 1,

aqúı hemos usado que

unpn+1u
∗
n(ξn+1,1 ⊗ ξn+1,1) = 0.
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Pero esto contradice la continuidad de Λ. Luego a tiene que tener rango finito, y

el teorema queda demostrado.

2

3.5 Revestimiento

Para u ∈ UI , consideremos el automorfismo interno dado por Adu : I −→ I,

Adu(x) = uxu∗. Dado un operador de compresión P asociado con la familia { pi }w1 ,

hay otra órbita de P definida por

OI(P ) := {AduPAdu∗ : u ∈ UI }.

Notar que todos los operadores en OI(P ) son operadores de compresión, mientras

que P es el único operador de compresión en UI (P ). El grupo de isotroṕıa de la

acción co-adjunta está dado por

H = {u ∈ UI : AduPAdu∗ = P }. (3.7)

Con el fin de encontrar una caracterización de los elementos de H, probaremos el

siguiente lema.

Lema 3.5.1 Sea P el operador de compresión asociado con la familia { pi }w1 y

Q el operador de compresión asociado con otra familia { qi }v1. Entonces P = Q

si y sólo si w = v y pi = qσ(i) para alguna permutación σ de { 0, . . . , w} tal que

σ(0) = 0.

Demostración. Supongamos primero que P = Q. Esto es equivalente a

w∑
i=1

pixpi =
v∑
j=1

qjxqj, (3.8)

para todo x ∈ I. Si rank(pi) < ∞, i ≥ 1, definamos x = pi para obtener∑v
j=1 qjpiqj = pi. Entonces se sigue que qjpi = qjpiqj = piqj para todo j ≥ 1.

Si rank(pi) = ∞, usaremos la misma idea con una sucesión de proyecciones (en)n

tales que en ≤ pi, en ↗ pi, para encontrar que qjen = enqj, lo que implica que
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qjpi = piqj. Como p0 = 1 −
∑w

i=1 pi y q0 = 1 −
∑v

i=1 qj, se puede concluir que

qjpi = piqj para todo i, j ≥ 0.

Ahora afirmamos que para cada i ≥ 0, podemos encontrar una única σ(i)

tal que pi = qσ(i). Con este fin, sea ξ ∈ R(pi), ξ 6= 0. Observemos que piξ =

ξ =
∑v

j=0 qjξ. Esto implica que hay algún j := σ(i) tal que qjξ 6= 0. Entonces

qjξ = qjpiξ = piqjξ. Ahora consideremos η ∈ R(pi) y reemplacemos x = η ⊗ qjξ
en la ecuación (3.8). En el caso i > 0 se tiene que η ⊗ qjξ = (qjη)⊗ qjξ. Si j = 0,

entonces η ⊗ qjξ = 0. En particular, si tomamos η = qjξ 6= 0, llegamos a una

contradicción. Luego, debe ser j > 0, con lo que la ecuación η ⊗ qjξ = (qjη)⊗ qjξ
implica que qjη = η. Como η es arbitrario, se tiene que R(pi) ⊆ R(qj). De una

manera similar, podemos elegir η ∈ R(pj) para obtener R(qj) ⊆ R(pi). Luego

pi = qj.

En el caso i = 0, necesitamos probar que p0 = q0. Supongamos que existe algún

j > 0 tal que qjξ 6= 0. Por el párrafo anterior, sabemos que qjξ ∈ R(p0). Entonces

reemplazando x = (qjξ) ⊗ qjξ en la ecuación (3.8) se tiene que 0 = (qjξ) ⊗ qjξ, y

luego qjξ = 0, lo que es una contradicción. Luego obtenemos que ξ =
∑v

j=0 qjξ =

q0ξ, y consecuentemente, R(p0) ⊆ R(q0). Intercambiando p0 y q0, conclúımos que

p0 = q0. Como{ qj }v0 es una famillia mutuamente ortogonal, σ(i) es única y la

afirmación está probada.

En otras palabras, se probó la existencia de un mapa σ : { 0, . . . , w} →
{ 0, . . . , v} que satisface pi = qσ(i) y σ(0) = 0. Repitiendo el argumento anterior

con qj en lugar de pi, podemos construir otro mapa ψ : { 0, . . . , v} → { 0, . . . , w}
tal que qj = pψ(j) y ψ(0) = 0. Pero pi = qσ(i) = p(ψσ)(i) y qj = pψ(j) = q(σψ)(j), luego

se tiene que σψ = ψσ = 1. Por lo tanto, σ es una permutación y w = v.

Con el fin de probar el rećıproco, consideremos P el operador de compresión

asociado a la familia { pi }w1 , Q el operador de compresión asociado a { pσ(i) }w1 y

σ una permutación de { 0, . . . , w }. Como el caso w < ∞ es trivial, consideremos

w =∞. Definamos ek =
∑k

i=0 pi. Para cada x ∈ I, al ser x compacto, se tiene que

‖(1− ek)x‖ → 0. Observemos que para k ≥ 1,

∞∑
i=1

pσ(i)ekxpσ(i) =
k∑
i=1

pixpi =
∞∑
i=1

piekxpi.
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CAPÍTULO 3. ÓRBITAS UNITARIAS DE LOS OPERADORES DE COMPRESIÓN

Luego, obtenemos que∥∥∥∥ ∞∑
i=1

pσ(i)xpσ(i) −
∞∑
i=1

pixpi

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ ∞∑
i=1

pσ(i)(1− ek)xpσ(i) −
∞∑
i=1

pi(1− ek)xpi
∥∥∥∥

≤ 2‖(1− ek)x‖ → 0,

hecho que prueba que P = Q.

2

Sea P el operador de compresión asociado a la familia { pi }w1 . Sea F el conjunto

de todas las permutaciones σ de { 0, . . . , w } tal que σ(i) = i para todo salvo para

finitos i ≥ 0. Notar que esta última restricción en la definición del conjunto F es

innecesaria si w <∞. Consideremos permutaciones de un número finito de bloques

de dimensión finita que fijen al cero, es decir,:

F := {σ ∈ F : σ(0) = 0, rank(pi) = rank(pσ(i)) <∞ if σ(i) 6= i }.

Sea (ξi,j(i)) una base ortonormal de H tal que (ξi,j(i))j(i)=1,...,rank(pi) es una base de

R(pi), donde i = 0, . . . , w. Para cada σ ∈ F , definamos:

rσ(ξi,j(i)) := ξσ(i),j(σ(i)), i = 0, . . . , w, j(i) = 1, . . . , rank(pi).

Notar que rank(rσ − 1) < ∞, ya que σ ∈ F . Luego, se sigue que rσ ∈ UI para

cualquier ideal I simétricamente normado.

Ejemplo 3.5.2 Un ejemplo simple lo tenemos cuando H = Cn, rank(pi) = 1 y∑n
i=1 pi = 1. El conjunto de todas las matrices de la forma rσ, σ ∈ F , se reduce a

todas las matrices de permutación. De acuerdo con el siguiente resultado, H tiene

exactamente n! componentes conexas.

Recordemos que por la demostración de la Proposición 3.1.4 sabemos que el

grupo de isotroṕıa G en P correspondiente a la acción dada por la representación

a izquierda, puede ser caracterizado como operadores unitarios que son diagonales

de bloques, es decir,

G =

{
u ∈ UI :

w∑
i=0

piupi = u

}
,

donde P es el operador de compresión asociado a la familia { pi }w1 .
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Lema 3.5.3 Sea H el grupo de isotroṕıa definido en (3.7). Entonces,

H =
⋃
σ∈F

rσG,

donde cada conjunto en la unión es una componente conexa de H.

Demostración. Sea u ∈ UI tal que AduPAdu∗ = P . De acuerdo con el Lema 3.5.1 se

tiene que upiu
∗ = pσ(i) para alguna σ permutación de { 0, . . . , w } tal que σ(0) = 0.

En particular, observemos que pjupi = δj,σ(i) pσ(i)u, lo que dice que u tiene sólo un

bloque no nulo en cada fila. Como u− 1 ∈ I, se tiene que σ ∈ F . Luego, podemos

escribir u = rσrσ−1u, donde rσ−1u ∈ G.

Para probar la otra inclusión, notemos que rσupiu
∗rσ−1 = rσpirσ−1 = pσ(i)

para cualquier u ∈ G. Ahora, aplicando nuevamente el Lema 3.5.1 obtenemos que

AduPAdu∗ = P .

Con el fin de establecer la última afirmación sobre las componentes conexas de

H, observemos que

‖rσu− rσ′v‖I ≥ ‖rσu− rσ′v‖ ≥ 1,

siempre que σ 6= σ′ y u, v ∈ G. Esto implica que la distancia entre cualquier par

de conjuntos que aparecen en la unión es mayor o igual que uno. Por otro lado,

se sabe que UI es conexo, entonces también lo es rσG. Con esto, el lema queda

probado.

2

Observación 3.5.4 Una consecuencia del Lema 3.5.3, es que H es un subgrupo

de Lie-Banach de UI. De hecho, las componentes conexas de H son difeomorfas

al subgrupo de Lie-Banach G de UI.
Luego, se sigue que OI(P ) ' UI/H tiene estructura de variedad dotada con la

topoloǵıa cociente.

Teorema 3.5.5 Sean Φ una función gauge simétrica e I = SΦ. Sea P el operador

de compresión asociado a la familia {pi}w1 . Si I 6= K asumiremos también que
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w < ∞ y que hay sólo una proyección de rango infinito en la familia { pi }w0 .

Entonces el mapa

Π : UI(P ) −→ OI(P ), Π(LuPLu∗) = AduPAdu∗ ,

es un revestimiento, cuando UI(P ) es considerado con la topoloǵıa heredada de

B(I) y OI(P ) con la topoloǵıa cociente.

Demostración. En el caso en que I 6= K, bajo las hipótesis sobre la familia { pi }w1 ,

en el Lema 3.2.6 probamos que la topoloǵıa cociente coincide con la topoloǵıa del

subespacio en UI(P ). En el caso en que I = K ambas topoloǵıas coinciden sin

hipótesis adicionales por la Proposición 3.3.5. Por otro lado, por el Lema 3.5.3 el

cociente H/G es discreto, entonces H/G es homeomorfo a F . Definamos la acción

de F en UI(P ) dada por σ · LuPLu∗ = LurσPLrσ−1u∗ .

Podemos hacer las siguientes identificaciones:

UI(P )/F ' UI(P )/(H/G) ' (UI/G)/(H/G) ' UI/H ' OI(P ).

Debido a esto podemos pensar en Π como el mapa cociente UI(P ) −→ UI(P )/F .

Luego, para probar que Π es un revestimiento, alcanza con probar que F actua de

manera propiamente discontinua en UI(P ) (ver [Gre67]). Esto significa que para

cualquier Q ∈ UI(P ), hay un entorno abierto W de Q tal que W ∩ σ ·W = ∅ para

todo σ 6= 1. Claramente, no hay pérdida de generalidad si probamos este hecho

para Q = P . Con este propósito, definamos el entorno abierto como

W := {Q ∈ UI(P ) : ‖Q− P‖B(I) < 1/2 }.

Supongamos que W ∩ σ · W 6= ∅ para algún σ 6= 1. Entonces existen Q, Q̃ ∈ W
tales que Q̃ = σ · Q. Si Q = LuPLu∗ , tenemos que Q̃ = LurσPLrσ−1u∗ . Podemos

estimar la distancia entre Q y Q̃ de la siguiente manera:

‖Q− Q̃‖B(I) = ‖P − LrσPLrσ−1‖B(I)

≥
∥∥∥∥ w∑
i=1

(pi − pσ(i))(ξ ⊗ ξ)pi
∥∥∥∥
I

= ‖ξ ⊗ ξ‖I = 1,
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donde ξ ∈ R(pi) es tal que ‖ξ‖ = 1 y σ(i) 6= i. Pero como Q, Q̃ ∈ W , tenemos

que ‖Q− Q̃‖B(I) < 1, lo cual es una contradicción. Luego la acción es propiamente

discontinua, con lo que la demostración está completa.

2

3.6 Una métrica de Finsler completa

Dada una curva Γ(t), t ∈ [0, 1], C1 a trozos en UI , podemos medir su longitud

usando la norma del ideal simétricamente normado, es decir,

LUI(Γ) =

∫ 1

0

‖Γ̇(t)‖I dt.

Como el espacio tangente de UI en u puede ser identificado con uIah (o también

con Iahu), la longitud antes enunciada está bien definida. Existe una distancia

rectificable en UI definida de manera estandard, a saber

dUI(u0, u1) = ı́nf {LI (Γ) : Γ ⊆ UI , Γ(0) = u0, Γ(1) = u1} .

Sea P el operador de compresión asociado a la familia { pi }w1 . Como UI(P ) es un

espacio homogéneo, es natural dotar de la métrica cociente a los espacios tangentes.

Si Q = LuPLu∗ para algún u ∈ UI , entonces para [Lz, Q] ∈ (TUI(P ))Q se define

‖ [Lz, Q] ‖Q = ı́nf{ ‖z + y‖I : y ∈ Iah, AduPAdu∗(y) = y }.

De hecho, la norma en (TUI(P ))Q es la norma de Banach cociente de Iah por el

álgebra de Lie del grupo de isotroṕıa en Q. Es fácil ver que esta métrica es in-

variante bajo la acción. Esta métrica de Finsler cociente ha sido introducida en

varios espacios homógeneos, ver por ejemplo [AL10,ALR10] donde son desarrolla-

das algunas de las caracteŕısticas de esta métrica.

La métrica de Finsler cociente en UI (P ) permite introducir otro funcional de

longitud, a saber

LUI(P )(γ) =

∫ 1

0

‖γ̇(t)‖γ,

donde γ(t), t ∈ [0, 1], es una curva continua y C1 a trozos en UI (P ). Luego hay

una distancia rectificable asociada dada por

dUI(P )(Q0, Q1) = ı́nf{LUI(P )(γ) : γ ⊆ UI(P ), γ(0) = Q0, γ(1) = Q1 },
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donde las curvas γ consideradas son continuas y C1 a trozos.

El siguiente resultado prueba que la distancia rectificable en UI (P ) puede

ser aproximada levantando curvas a UI . Omitiremos su demostración ya que con

ligeras modificaciones y adaptaciones, se sigue como en el Lema 2.5.1.

Lema 3.6.1 Sea Q0, Q1 ∈ UI (P ). Bajo las hipótesis del Teorema 3.5.5,

dUI(P )(Q0, Q1) = ı́nf
{
LUI(Γ) : Γ ⊆ UI , LΓ(0)Q0LΓ(0)∗ = Q0, LΓ(1)Q0LΓ(1)∗ = Q1

}
,

donde las curvas Γ consideradas son continuas y C1 a trozos.

De la misma manera que se hizo en el Teorema 2.5.3, vamos a caracterizar la

distancia rectificable como la distancia cociente de grupos. De esta caracterización

vamos a deducir la completitud de UI (P ) con la distancia rectificable. Nuevamente

utilizaremos el Lema de Takesaki (lema 2.5.2), en este caso considerando H = UI
y G el grupo de isotroṕıa en P .

Teorema 3.6.2 Sean Φ una función gauge simétrica e I = SΦ. Sea P el operador

de compresión asociado con la familia {pi}w1 . Si I 6= K asumir además que w <∞
y que hay sólo una proyección de rango infinito en la familia { pi }w0 . Sean u, v ∈ UI,
y

ḋUI (LuPLu∗ , LvPLv∗) = ı́nf {dUI (uv1, vv2) : v1, v2 ∈ G} .

Entonces, ḋUI = dUI(P ). En particular, (UI (P ) , dUI(P )) es un espacio métrico

completo y dUI(P ) metriza la topoloǵıa cociente.

Demostración. Recordemos que (UI , dUI) es un espacio métrico completo y G es

dUI -cerrado en UI (ver por ejemplo [Chi10, Lemma 2.4]). Luego, la distancia co-

ciente ḋUI está bien definida. Más aún, como la multiplicación por unitarios es

isométrica, puede ser calculada como

ḋUI(LuPLu∗ , LvPLv∗) = ı́nf {dUI(u, vv1) : v1 ∈ G} .

Para probar que ḋUI ≤ dUI(P ), fijar ε > 0. Por el Lema 3.6.1 existe una curva

Γ ∈ UI que satisface

1. Γ(0) = u, Γ(1) = vv1, with v1 ∈ G,
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2. LUI(Γ) < dUI(P ) (LuPLu∗ , LvPLv∗) + ε.

Entonces se tiene

ḋUI(LuPLu∗ , LvPLv∗) ≤ dUI (u, vv1) ≤ LUI (Γ) < dUI(P ) (LuPLu∗ , LvPLv∗) + ε.

Como ε es arbitrario, se probó la desigualdad deseada. Para probar la otra, notar

que dado ε > 0, existe v1 ∈ G tal que

dUI(u, vv1) < ḋUI(LuPLu∗ , LvPLv∗) + ε

Entonces existe una curva Γ ⊆ UI tal que Γ(0) = u, Γ(1) = vv1 y LI (Γ) <

dI (u, vv1) + ε. Luego, se tiene que

dUI(P )(LuPLu∗ , LvPLv∗) ≤ LUI (Γ) < dUI (u, vv1)+ε < ḋUI (LuPLu∗ , LvPLv∗)+2ε.

Con lo que ḋUI = dUI(P ). La completitud de (UI (P ) , dUI(P )) y el hecho que dUI(P )

defina la topoloǵıa cociente, se siguen del Lema 2.5.2.

2
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