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Espacios Métricos Homogéneos de Lie-Banach

Resumen: El presente trabajo se desarrolla en torno al estudio de los as-
pectos métricos y geométricos de los espacios homogéneos de ciertos grupos de
Lie-Banach.

Consideraremos dos grupos de Lie-Banach particulares. El primero de ellos
actia sobre un operador autoadjunto A y el segundo grupo lo hace sobre un ope-
rador de compresién P, dando lugar a dos érbitas, O y Uz (P), respectivamente.

Entre los resultados obtenidos, se destacan los que caracterizan la estructura
diferenciable de estas orbitas. Desde un punto de vista métrico introduciremos una
métrica de Finsler cociente en ambos espacios y mostraremos que ambas orbitas
son un espacio métrico completo con la distancia rectificable inducida. En el caso
de 04, también se introduce una métrica de Finsler ambiente llegando a la misma
conclusién sobre la completitud. Para finalizar, se muestra que Uz (P) es un espacio
recubridor de otra érbita natural de P.

La mayoria de los resultados que exponemos en esta tesis han sido publicados
en [Di 13] y [CD13].

Palabras claves: Subvariedad, métrica de Finsler, métrica Riemanniana, re-
vestimiento, representacion a izquierda, operadores autoadjuntos, operadores de

compresion, ideales simétricamente normados.
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Lie-Banach Homogeneous Metric Spaces

Abstract: This thesis deals with metrical and geometrical aspects of Lie-
Banach homogeneous spaces.

We consider two Lie-Banach groups. The first one acts on a selfadjoint operator
A and the second group on a pinching operator P. These actions induce two orbits:
O4 vy Uz (P), respectively.

Among the results obtained, we emphasize the ones that characterize the dif-
ferential structure of these orbits. From a metric point of view we endow both
spaces with a quotient Finsler metric and we prove that both orbits are complete
metric spaces with the rectifiable distance induced by this metric. We also endow
O 4 with a ambient Finsler metric, obtaining the same conclusion about complete-
ness. Finally, we show that Uz (P) is a covering space of another orbit of pinching
operators.

Most of the results exposed in this thesis have been published in [Di 13] and
[CD13].

Keywords: Submanifold, Finsler metric, Riemannian metric, covering map,
left representation, selfadjoint operators, pinching operator, symmetrically-normed

ideal.
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but it is very important that you do it.)
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Introduccion

Un espacio homogéneo es un conjunto en el cual un grupo actia transitivamente.
Dicho de una manera mas simple, los espacios homogéneos son érbitas generadas
a partir de la acciéon de un grupo; siendo esta la manera en la que estos espacios
son considerados en la teoria de operadores. Por ejemplo, las érbitas de opera-
dores, funcionales, representaciones, etc. son espacios homogéneos de los grupos
unitarios considerados. Lo que hace més atrayente atin el andlisis de estos espacios
homogéneos es que suelen ser variedades diferenciales y examinar la estructura
geométrica que poseen conlleva a estudiar las propiedades de los operadores que
los componen.

Una clase particularmente interesante de espacios homogenos son los que el
grupo en consideracion es de Lie-Banach. Los grupos de Lie-Banach son genera-
lizaciones de los grupos de Lie clasicos al contexto infinito dimensional, es decir,
actuando en un espacio de Hilbert H de dimensién infinita (ver [dIH72]). Entre
estos podemos mencionar el grupo unitario de Fredholm, es decir, el de los ope-
radores unitarios de H que son perturbaciones compactas de la identidad; como
asi también al grupo de los unitarios p-Schatten (1 < p < 00), el cual esta formado
por los operadores unitarios que son perturbaciones p-Schatten de la identidad.
También existen analogos del grupo lineal, de los grupos simplécticos reales y
complejos, entre otros.

El objeto de estudio de esta tesis son los espacios homogéneos de estos grupos,
mas precisamente, estudiaremos acciones de estos grupos sobre operadores parti-
culares. Consideraremos en primer lugar el problema de la estructura diferenciable
de las drbitas, la cual no estd garantizada en dimension infinita. Luego se ana-
lizaremos problemas métricos, induciendo en los espacios homogéneos métricas a
partir del grupo y la acciéon. Cada uno de estos grupos posee una métrica natu-

ral (por ejemplo, la norma-p del grupo de los unitarios p-Schatten). Dedicaremos
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Introduccion

también nuestra atencion al estudio de la métrica de Finsler en el grupo, y luego

las propiedades que se transfieren al espacio homogéneo.

Antecedentes en geometria de operadores

Como antecedentes en el estudio de la teoria de operadores desde un punto de
vista geométrico podemos citar en primer lugar el aporte que hizo de G. D. Mostow
en 1955 [Mosbh5]. En este trabajo, el autor introdujo una estructura Riemannia-
na en el conjunto de las matrices cuadradas positivas e inversibles definiendo la
métrica a partir de la traza de matrices. Anos mas tarde, G. Corach, H. Porta y
L. Recht en sus trabajos [PR87b, PR87a, CPR90, CPR93a] comenzaron el andlisis

de la estructura diferencial de diversas clases de operadores.

Puntualizando en el andlisis de las érbitas unitarias, es propio volver a men-
cionar el trabajo de G. Corach, H. Porta y L. Recht [CPR93b]. En el mismo se
puede encontrar un estudio exhaustivo de la estructura geométrica del espacio @)
de elementos idempotentes de una C*-algebra. Los autores estudiaron, entre otras
cosas, las drbitas unitarias inducidas por el automorfismo interno del grupo de
elementos que son unitarios para una forma no-degenerada, conjugada-bilineal y
simétrica determinada por un elemento autoadjunto de (Q, en el espacio de los
elementos autoadjuntos de (). Otro aporte importante en este dmbito fue el de
E. Andruchow y D. Stojanoff. Entre sus trabajos, se destaca [AS91], en donde
estudiaron la geometria de la érbita {ubu* : u € U} donde b es un elemento fijo de
una C*-algebra compleja y unital y U es el grupo unitario de esta C*-algebra. G.
Larotonda en [Lar06] estudié la geometria de las drbitas unitarias en una varie-
dad Riemanniana, infinito dimensional la cual estd modelada sobre el ideal de los
operadores de Hilbert-Schmidt.

Volviendo nuestra mirada a la teoria de operadores, en particular, a los operado-
res de compresién, hacemos mencién al aporte hecho por C. Davis [Dav58, Dav59|
a fines de los anos 50. El autor introdujo estos operadores, generalizando la no-
cién de los pinching de matrices desarrollados en andlisis matricial. Siguiendo esta
linea, cabe citar el trabajo de Bathia [Bha00] a principios de la década pasada.
Por su parte Gohberg y Krein [GK69] y Simon [Sim79] han estudiado estos opera-
dores En el contexto de ideales simétricamente normados. En la mecanica clasica

el operador de compresion es empleado cuando Z es el ideal de los operadores
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Introduccion

traza, gracias al conocido postulado de von Neumann sobre operadores de densi-
dad [vNbH5]. Més recientemente, Odzijewicz y Ratiu [OR03] se mostraron que los
operadores de compresién son ejemplos de “quantum reduction maps”.

En lo que respecta al estudio de los grupos clasicos, a mediados de la década
del 80, Carey en [Car85] dedic6 su atencién a obtener propiedades que surgen
de restringir una accién al grupo de los unitarios que son perturbaciones Hilbert-
Schmidt de la identidad. Més recientemente, Béna en [Bén04] y Beltita en [BRT07]
hicieron un importante aporte en este campo. Un problema interesante de abordar
es el que surge cuando en el espacio homogeneo se inducen métricas a partir del
grupo y la accién. En este dmbito, Durdn, Mata-Lorenzo y Recht en [DMLR04]

trataron dicho problema para la norma espectral.

Resultados obtenidos
El objetivo principal de la esta tesis es estudiar dos espacios homogéneos par-

ticulares.

Para introducir al primero, consideremos un operador acotado, autoadjunto y
lineal A de un espacio de Hilbert de dimensién infinita H. Denotemos por B (H)
al dlgebra de operadores lineales y acotados de H, B, (H) a la clase de p-Schatten
de H y por U, (H) al grupo de los unitarios p-Schatten. Si A ¢ B, (#), entonces
Ay B, (#) son linealmente independientes. Sea A + B, (H) el espacio afin:

{A+X:XeB,(H)}.

Debido a que cada elemento S € A + B, (#) tiene una tnica descomposicién
S =A+X,X € B, (H), es natural dotar a este espacio afin con la métrica inducida
por la norma-p : si S; = A+ X,y Sa = A+ Xy, entonces [|Sy — Sa| := || X1 — Xof|,.

La primera orbita que vamos a analizar estda definida como:
Op={UA:UcU,(H)}.

Debido a que cualquier operador U € U, (H) puede descomponerse como U =
I+ X, con X € B,(H), se tiene que la érbita O, estd contenida en A + B, (H).
Es por esto que se va a considerar a Q4 con la topologia inducida por la norma-p
de A+ B, (H).
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Introduccion

Primeramente vamos a mostrar que Q4 que es una subvariedad diferencial si y
solo si la imagen de A es cerrada. En el caso de que la imagen de A sea cerrada, es
natural estudiar a esta érbita como a un espacio métrico. Con tal fin, la vamos a
dotar de dos métricas naturales, obtenidas como el infimo de longitudes de curvas
contenidas en O4. Gran parte de las propiedades de O 4 que mostraremos han sido
publicadas en [Di 13].

Para definir al segundo espacio homogéneo, considerermos ¢ una funciéon gauge
simétrica e Z = Sg el correspondiente ideal simétricamente normado de B (H)
dotado con la norma || . ||z. Denotemos por Uz al grupo de los operadores unitarios

que son perturbaciones de la identidad por un operador en Z, i.e.
Ur={uecU(H) :u—-T€T},

donde U (H) es el conjunto de los operadores unitarios actuando en H. Uz es un
grupo de Lie-Banach real con la topologia definida por la métrica d(uq,us) =

||lu1 — us||z, cuya dlgebra de Lie es
IZoh={z€Z :z"=-x},

que coincide con el espacio de Banach real de los operadores anti-hermitianos en
Z (ver [Bel06]).

Sea {p; } (1 < w < 0o) una familia de proyecciones hermitianas mutuamente
ortogonales en B (#H). Debido a que no se hacen suposiciones sobre la suma de
todas las proyecciones de la familia, puede darse el caso que la proyeccién pg :=
1-3", pi seano nula. El operador de compresion asociado con { p; }}{ esta definido

por
P:7T—1I, Px)= Zpixpi,
i=1

donde en caso que w = oo la serie es convergente en la norma uniforme.

Denotar por B(Z) al algebra de Banach de los operadores lineales actuando en
7 que son acotados para la norma || - ||z. La multiplicacién a izquierda define al
operador lineal acotado L, : Z — Z, L,(y) = xy, parax € B(H) ey € Z. La
representacion a izquierda de Uz en B(Z), esto es, Uy — B(Z), u — L,, permite

introducir la siguiente érbita:

UI(P) :{LUPLU* : UGZ/{I}.
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Introduccion

Uz (P) es la segunda dérbita que serd estudiada en esta tesis. El estudio, como se
ha mencionado con anterioridad, esta enfocado en las propiedades geométricas de
dicha érbita. Cabe mencionar que la mayoria de los resultados que expondremos
sobre esta 6rbita pueden encotrarse en [CD13].

Como cada operador de compresién es una proyeccién continua, el estudio que
se haremos podria considerarse como una contribucién a la vasta literatura sobre la
geometria diferencial y métrica de las orbitas unitarias de proyecciones en distintos
conjuntos (ver, por ejemplo, [AL08, AS94, BRT07, CPR90, CPR93b, Upm85]).

Mas alla de algunas propiedades geométricas que ya han sido estudiadas en los
trabajos antes mecionados, y que también valen en ésta particular 6rbita, exhibire-
mos nuevas caracteristicas de Uz (P), especialmente relacionadas con su estructura
de subvariedad (ver Teorema 3.2.7 y Teorema 3.3.7). Ademads profundizaremos en
la estructura topolégica de esta 6rbita probando que Uz (P) es un espacio recu-
bridor de una érbita de operadores de compresién que contiene a P (ver Teorema
3.5.5). Este resultado topolégico es otra motivacién para el estudio de Uz (P) y
tiene su equivalente en dlgebras de Von Neumann con las 6rbitas unitarias de una

esperanza condicional [AS94].

Organizacion de la tesis

Esta tesis estd basada principalmente en los articulos [Di 13] y [CD13]. Los
Capitulos 2 y 3 contienen algunos de los resultados que estimamos son originales y
que han sido publicados en dichos trabajos. A continuacién expondremos un breve

resumen de cada capitulo.

Capitulo 1
Dedicaremos este capitulo a fijar notaciones y exponer los preliminares necesa-
rios acerca de operadores en espacios de Hilbert, geometria diferencial en dimensién

infinita y espacios homogéneos.

Capitulo 2

Este capitulo estd centrado en el estudio de la érbita O4. En la Seccién 2.1,
se vamos a probar que la condicién necesaria y suficiente para que O, sea una
subvariedad de A+ B, (H) es que el operador autoadjunto A tenga rango cerrado.

En la Seccién 2.2, estudiaremos el grupo de isotropia en Q4. En la Seccion 2.3,
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vamos a dotar a Q4 con una métrica de Finsler dada por la norma cociente del
algebra de Lie de U, (H) por el dlgebra de Lie del grupo de isotropia de la accién
y vamos a analizar el caso particular p = 2. También mostraremos que para dicho
valor de p, la métrica de Finsler introducida es una métrica Riemanniana. En
la Seccion 2.4, dotaremos a Q4 con la métrica de Finsler provista por la norma
ambiente de B, (H) y ademds mostraremos que con esta norma es un espacio
métrico completo. En la Seccién 2.5, vamos a considerar la métrica de Finsler
cociente introducida en la Seccién 2.3 y caracterizaremos la distancia rectificable
inducida por esta métrica. Mostraremos que esta distancia rectificable coincide
con la métrica inducida por la topologia cociente de U, (H)/G ., donde G4 es el
grupo de isotropia. También veremos que O 4 es un espacio métrico completo con

la distancia rectificable dada por la métrica cociente.

Capitulo 3

El Capitulo 3 esta dedicado al andlisis de la érbita Uz (P). Las secciones 3.1,
3.2, 3.3 estan dedicadas al estudio de la estructura diferencial de Uz (P). Para un
ideal simétricamente normado Z (distinto del ideal de los operadores compactos),
en el Teorema 3.2.7 exhibiremos condiciones equivalentes a que Uz(P) sea una
subvariedad de B(Z). Para el ideal K (H) de los operadores compactos (también
denotado por K), algunas de estas condiciones no siguen valiendo. De hecho, Uy (P)
es siempre una quasi subvariedad de B(K), las cuales raramente tienen espacios
tangentes complementados en B(K) (ver Teorema 3.3.7).

En la Seccion 3.4 daremos una aplicacién de los resultados obtenidos en las
secciones anteriores. Mas precisamente, estudiaremos la topologia de las orbitas
Uz-unitarias de un operador normal y compacto. Este tipo de érbitas pueden ser
dotadas con la topologia cociente, como asi también con la topologia definida
por la norma del ideal Z. Probaremos que ambas topologias coinciden si y soélo
si el operador compacto tiene rango finito. Es interesante destacar que en [AL10,
ALR10,BR05,B6n04], a pesar de no estar bajo las mismas hipétesis, la condicion
de rango finito también resulta ser suficiente.

En la Seccién 3.5, continuaremos estudiando la estructura topoldgica de Uz (P).
Veremos que Uz (P) es un espacio recubridor de otra drbita natural de P. Los
métodos de esta seccién son utilizados en [AS94], donde se dan situaciones similares

en relacion con la orbita unitaria de una esperanza condicional en un dlgebra de
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Von Neumann.

La Seccién 3.6 estd enfocada a la estructura métrica de Uz (P). Motivados
por [AL10, Chil0] estudiaremos la distancia rectificable inducida por la métrica
cociente de Finsler en Uz (P). Bajo la hipétesis de que la topologia cociente en
Uz(P) coincide con la topologia heredada de B(Z), probaremos que la distancia
rectificable define esta topologia. Como consecuencia, se tiene que Uz (P) es com-

pleto con dicha distancia rectificable.

poel






Capitulo 1
Preliminares

El analisis funcional y la geometria diferencial usualmente van de la mano. Este
hecho tiene lugar en numerosos campos como el analisis complejo, la teoria de las
ecuaciones diferenciales, o en la teoria de Grupos de Lie.

En esta seccion exhibiremos una breve recoleccién de definiciones y resultados
conocidos sobre teoria de operadores en espacios de Hilbert y geometria diferencial
que seran utilizados a lo largo del trabajo. Entre las muchas referencias destacamos
las siguientes [Con90, GK69, Bel06, Pen55, Gro77, dIH72, Upm85|

1.1 Operadores en espacios de Hilbert

Sean H y H' dos espacios de Hilbert separables de dimensién infinita. ||. [l v
|| ||[% denotaran la norma de los elementos en ‘H y H', respectivamente. En caso
de que no haya lugar a confusién, con || .|| denotaremos la norma de un elemento
ya sea en H como en H'.

Dado una transformacion lineal 7' : H — H', |T’|| denotard la norma unifor-

me de T, es decir
T = sup{[|Tx[ls : z€H, [z]n <1}

Sea B (”H,’H/) el algebra de los operadores lineales v acotados de H en H. .
En el caso que H = H', B(H,H) = B(H), en este caso, I € B(H) denotara al
operador identidad.

De ahora en mds, ker(7") and R(7") denotaran al nicleo y al rango de T, res-

pectivamente, para cualquier operador T € B (7—[, ”Hl).



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Si Hp es un subespacio cerrado de H, entonces H = Ho & Hy. Si X € B(H),
entonces X puede ser escrito como una matriz de 2 X 2 con entradas dadas por

Xll X12
X21 X22

donde X' € B(Ho), X' € B(Hy,Ho), X*' € B (Ho, Hy), X** € B (Hy).

operadores,

A lo largo de este trabajo denotaremos por por GI(H) al grupo de operadores
inversibles de H y por U (H) al grupo de los operadores unitarios de H. F (H)
denotard al conjunto de los operadores de rango finito de B(#), es decir, los
operadores T' tales que dim(R(7")) (la cual serda denotada por rg(7")) es finita.
K (H) y K (para simplificar la notacién) denotaran al conjunto de los operadores

compactos.

Notacién 1.1.1 Dado H un C-espacio de Hilbert y A € B (H), los operadores

autoadjuntos
A+ A
2

denotaran la parte real e imaginaria (resp.) del operador A.

A— A
y Im(4) = —

Re(A)

En lo sucesivo, el subindice h (respectivamente ah) denotard el conjunto de los

operadores hermitianos (respectivamente antihermitianos).

Recordemos la definicién de dos topologias definidas en B (H), las cuales son
mas débiles que la dada por la norma de operadores [Con90].

La topologia débil de operadores (WOT) sobre B () es la topologia localmente
convexa definida por las seminormas {pnx : h,k € H} donde pp,x(A) = [(Ah, k).
La topologia fuerte de operadores (SOT) es la topologia definida sobre B (H) por
la familia de seminormas {pj : h € ‘H}, donde p,(A) = || Ax||.

En general, la topologia dada por la norma es mas fuerte que la topologia SOT
y ésta es, en general, mas fuerte que la topologia (WOT).

Ademas, dada una sucesién (A4,,), € B(#H), se tiene que:



1.1. OPERADORES EN ESPACIOS DE HILBERT

1. A, — A (WOT) siy sélo si (A,h, k) — (Ah, k) para todo h, k € H.

2. A, — A (SOT) siy sélo si ||A,h — Ah|| — 0 para todo h € H.

1.1.1 El operador z ® y

Dados dos elementos x e y en H, definamos el operador = ® y: H — H como:

(z®y)(2) = (z,9) .

para todo z € H.
Este operador cumple con una serie de propiedades cuyas demostraciones se

siguen de la definicion.

Proposicién 1.1.2 Sean x,y,x’ e y' elementos en H y T € B(H). Entonces

tenemos que:

1 flz @yl = [l yll-

2. (z@) (y@y) = (y,2) (z®y).

3. (ry) =y

4. Txey) =T @y; (z0y)T =2 T(y).

5. SiU € B(H) es un operador de rango uno, entonces U es de la forma

r ®y, donde x es un elemento no nulo de su imagen ey € H.

6. El operador x & x es una proyeccion de rango uno si y solo si ||z|| = 1;
Mas aun, toda proyeccion de rango uno es de la forma x @ x para algun

vector de norma uno.

1.1.2 Isometrias parciales

Una isometria parcial es un operador W tal que para cada h € (ker(W))* cumple
que ||[Wh]|| = ||h||. El espacio (ker(W))* es denominado espacio inicial y R(W) es

denominado espacio final.

Recordar que dado A € B(H), existe una isometria parcial W con (ker(A))*

como espacio inicial y R(A) como su espacio final tal que A = W |A| (donde
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|A| = VA*A). Més atin, si A = UP donde P > 0y U es una isometria parcial con
ker(U) = ker(P), entonces P = |A| y U = W. Esto es lo que se conococe como la
descomposicion polar de A.
Dado W € B (#), son equivalentes:
e I/ es una isometria parcial.
e W* es una isometria parcial.
e WW* es una proyeccion.
o W*W es una proyeccion.
e WW*W =W.
o W*WW* =W+,
Mas aun, Si W es una isometria parcial, se tiene que W*W es la proyeccién

sobre el espacio inicial de W y WW™ es la proyeccién sobre el espacio final de W.

1.1.3 La pseudoinversa de Moore-Penrose

SeaT € B (7—[, 7—[’) un operador de rango cerrado. T denotara a la pseudoinversa

de Moore-Penrose de T, i.e., al inico operador en B (7—[/, 7-[) tal que:
1. TTt = (TTH)",
2. T'T = (T'T),
3. TT'T =T,
4. TITTT =TT,

Esto es equivalente a que el operador esté definido por TT(Tx) = z si z €
ker(T)t v TT(y) =0 si y € R(T)*.
Notar que T'T coincide con la proyeccién ortogonal sobre ker(T)+ y TTT con

la proyeccién ortogonal sobre R(T').

Mas atin, si A es un operador autoadjunto con R(A) cerrado, entonces

AAT = ATA. (1.1)
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Y ademas, la descomposicién en términos de # = R (A) @R (A)" = R (A)@ker (A)

es
. Ao O
0 O

donde Ay = Alg(a) : R(A) = R (A).

Mas informacion sobre la pseudoinversa de Moore-Penrose, se puede encontrar
en el paper de Penrose [Penb5] o en libro de Groetsch [Gro77].

1.1.4 La expansion de Schmidt de un operador compacto

Sea T un operador compacto. Los autovalores de |T'| seran denotados por s; y son
lo que usualmente se denominan valores singulares de T'. Seran ordenados en forma
decreciente, teniendo en cuenta sus multiplicidades. Notar que s1(7") = |||

T admite una expansion, que suele denominarse expansion de Schmidt del
operador T ( [GK69, p. 28])

o lo que es lo mismo,

T = si(T)e @y (1.2)

k=1
donde {7} v {¥«} son un sistema ortonormal de vectores.

Notar que la serie (1.2) converge en norma uniforme.

1.2 Ideales simétricamente normados.

A continuacién se expondran resultados basicos sobre ideales simétricamente nor-
mados. Para un enfoque mds profundo sobre el tema, se recomienda leer [GK69]
o [Sim79].

Dado un conjunto Z, Z C B(H), vamos a decir que Z es un ideal bildtero del

anillo B (H) si es un ideal desde el punto de vista algebraico de la definicion.
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Observemos que por la descomposicién polar, todo ideal bilatero es autoadjun-
to.

Ademads de ser evidente que F (H) y B(#) son ideales bidteros, tenemos el
siguiente resultado de J. Calkin [Cal41].

Teorema 1.2.1 Cualquier ideal bildtero I del anillo B(H) estd contenido en

K (H) y contiene a F (H):

F(H)CICKH).

Una consecuencia de este teorema es que, en caso de ser H separable, K (H) es
el tnico ideal bildtero cerrado del anillo B (H).

Para definir a los ideales simétricamente normados del anillo B (H), se va a
necesitar el concepto de norma simétrica.
Definicién 1.2.2 Un funcional || - ||z definido en un ideal bildtero Z del anillo
B (H), se dice que es una norma simétrica si tiene las propiedades usuales de la

norma:
1. || X||z > 0 para todo X € Z, X # 0;
2. |[AX]|z = |\||| X]|z, donde X es un niimero complejo y X € Z;
3. [[X + Y|z < [| X[z + [IY]lz, donde X e Y estdn en T;
y si, ademas,
1. AX Bz < | Al X |z Bl| donde A, B € B(M) y X € T:
5. para cualquier operador X de rango uno se tiene que

1X |z = [1X]]

Observacién 1.2.3 Notar que la condicion (4) implica que || X ||z = a||X|| pa-
ra cualquier operador X de rango uno, donde a es una constante positiva que no
depende de X. Por lo tanto (5) se puede interpretar como una hipdtesis de “nor-

malizacion”.
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Definicién 1.2.4 Si en la definicién de norma simétrica la condicién (4), es
reemplazada por
[UX]lz = [[XUllz = [ X|lz

donde U es un operador unitario, se tiene la definicién de norma unitariamente

invariante.
Observacion 1.2.5 Toda norma simétrica es unitariamente invariante.

Un ideal simétricamente normado es un ideal bildtero Z de B (#) dotado con

una norma || . ||z que satisface
e (Z,]|.|lz) es un espacio de Banach.
o [XYZllz < [IX[IVzlZ], para z, 2z € B(H) ey € T.

o [€@nllz =&l lInll, para §n € H.

Notar que por el Teorema 1.2.1, cualquier ideal simétricamente normado esta con-

tenido en el ideal IC () de los operadores compactos.

A continuacién mostraremos que los ideales simétricamente normados estan
estrechamente relacionados con las funciones de gauge simétricas. Sean ¢, el espacio
de todas las sucesiones de niimero reales que tienden a cero y ¢ el subconjunto de
co de todas las sucesiones con un numero finito de términos no nulos.

Una funcion gauge simétrica es una norma ® : ¢ — R que satisface las siguien-

tes propiedades:
1. ®((1,0,0,...)) = 1.
2. ®((ar,a9,...,a,,0,0,...)) = ®((laj|, |ajl, - -, a;.|,0,0,...)),
donde (ay)n € ¢,y ji1,-- -, jn €s una permutacién de los enteros 1,. .., n.

La relacion que hay entre este tipo de ideales y funciones es que cualquier

funcién gauge simétrica ® da lugar a dos ideales simétricamente normados. De
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hecho, para cualquier operador compacto X consideremos la sucecién (s,(X)), de
los valores singulares ordenados de manera decreciente, y definamos

| X ||o := sup ®(s1(X), 52(X),...,sx(X),0,0,...) € [0, 00].

k>1

Entonces tenemos que

So={XeK®H) : |X|o<oo}

Séo) - mlhlw7
son ideales simétricamente normados.

No es dificil ver que Séo) es un ideal simétricamente normado separable. Mas
aun, cualquier ideal simétricamente normado separable coincide con algin SC(I)O)
[GK69, Theorem 6.2, p. 89].

Sea k el cono de todas las sucesiones decrecientes de ¢, cuyos términos son no
negativos. Entonces para cualquier funcion gauge simétrica ® tenemos la siguiente

sup W) 11 100, (1.3)

o N’
(an)nek‘ al

relacion:

Observemos que un simple ejemplo de ideal simétricamente normado separable
es el de los operadores compactos K (H). En efecto, la funcién de gauge simétrica
esta dada por:

®((an)n) = méx |an],
donde, (a,), € ¢. Ademas tenemos el siguiente lema (ver [GK69, Lemma 5.2, p.85])

Lema 1.2.6 Sea ® una funcion gauge simétrica. So y K (H) coinciden si y sélo
s,
sup®(1,1,...,1,0,0,...) < 0.
n ———r

n

1.2.1 Ideales B, (H)

Fijemos 1 < p < 0o, notemos que la funcién gauge simétrica
[e.e]
Op(ar, az,...) = (D laxl?)"”
k=1

8
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da lugar a un ideal simétricamente normado separable conocido, a saber, los ideales
p-Schatten.
Denotemos por B, (H) a la clase de estos operadores, esto es

B,(H):={AeB(H):tr(|A]") < o} .

donde tr denota denota al funcional traza usual. Para un operador A € B, (H), la

norma-p de este operador esta definida por:
IAll, =t (| A) " = Z o)

donde {\,}, son los valores singulares de A.
Para el caso p = 2, se tiene que By (H) es un espacio de Hilbert con el producto

interno

(A, B), = tr (B*A) .

Notar que la norma inducida por este producto interno coincide con la norma ||-||,

previamente definida, es decir,
1AL, = tr (A°4)"2.

En particular, si {e, : n > 1} es una base ortonormal de H, ||A||> = Y ons1 | Ae,]?.

Notemos que un ejemplo simple de un operador que esté en B, (H) es x ® y,

donde z,y € H. Mas atin, tenemos que

[z @ yllp = lzlllyll = [l @yl (1.4)

Consideremos el siguiente grupo de operadores
U (H)={UecU(H):U-I1€B,(H)}.

Este grupo es un ejemplo de lo que en la literatura [dIH72] se conoce como grupo
de Lie-Banach clésico. Notar que debido a que Uy —U, € B, (H) si Uy, Us € U, (H),

es natural dotar a Uy, (H) con la métrica |[U; — Usl|,. Con esta métrica, este grupo
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de operadores tiene estructura diferenciable. El dlgebra de Lie-Banach de U, (H)
es el espacio de Banach (real) B, (H),, :={X € B, (H) : X* = =X}

Los siguientes resultados referidos a la estructura métrica de B, (H) y U, (H)
han sido recapitulados de [ALO8] y de [ALR10].

L, denotara al funcional que mide la longitud de curvas suaves a trozos en
U, (H), es decir:

1
Lo = [ o], d
0
donde « es una curva suave. d, denotard la distancia rectificable en U, (#):
dp (ur,uz) = nf {L, () : v C Uy (H), 7(0) = ur, (1) = ua}
El mapa exponencial esta definido como:

B, (1),
A — e

exp

Up (H)

Observaciéon 1.2.7 El mapa mapa exponencial tiene las siguientes propiedades:

1. La exponencial exp es suryectiva.

2. La exponencial es una biyeccion entre
{zeB,(H),,: llzl<7} —{uelU,(H): |1 —ul <2}.

3. Mads ain,
exp: {z€B,(H),,: Izl <7} — U, (H)
es suryectiva.

Estos hechos se pueden deducir de que si u € U, (H), entonces tiene una des-

composicion espectral
u:p0+2(1+ak)pk,

k>1
donde ay, son los autovalores no nulos de u — 1 € B, (#H) y px son proyecciones

dos a dos ortogonales. Existe un ¢, € R con [tx| < 7 tal que e = 1+ ag. La

p/2
t]? ;
|tk|p <1 - | k| ) < ‘eltk — 1|p = |Oék‘p

estimacién
12

10
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implica que z = Z itkpr, cuya exponencial es u, vive en B, (H),, .
k>1
El siguiente resultado establece que los grupos uniparamétricos de de los uni-

tarios en U, (H) tienen longitud minima hasta cierto valor de t.

Teorema 1.2.8 Si u,v € U, (H), entonces

2
1= 75d(u,v) < Jlu—vl, < dy(u, v)

En particular, el espacio métrico (U, (H),d,) es completo.

1.3 Operadores de compresion

Sea {p; }¥ (1 < w < o) una familia de proyecciones hermitianas mutuamente
ortogonales, i.e.
pi ="pj, pipj = ij.

Entonces con cada operador A € B (H), uno puede asociar un operador
i=1

el cual también pertenece a B (H). Notar que esto s6lo habria que verificarlo para
el caso w = 0o. Con este fin recordemos el siguiente teorema, cuya demostracion

podemos encontrar en [GK69, Theorem 6.3, p.90].

Teorema 1.3.1 Sea X,, (n = 1,2,...) una sucesion de operadores autoadjuntos
en B(H) que converge SOT a un operador X € B(H). Si Z es un ideal simétri-
camente normado separable y T' € I, entonces las sucesiones { X, A}, {AX,}°,
{X,AX,}3° convergen en la norma del ideal Z al los operadores X A, AX, XAX,

respectivamente.

Continuando con el caso w = oo, la igualdad (1.5) es en el sentido de la

topologia fuerte de operadores. Es decir, en el sentido de que para cualquier h € H

=1

11
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La convergencia, para cualquier h € H, de la serie se sigue del hecho que los

elementos gp = ppApy forman un sistema ortogonal y que

lgwll < [[A[lllpxhll,

con lo que
1Y~ gl =7 Ngell* < AP llpehl*.
k=m k=m k=m

Si A es un operador compacto, entonces A también es compacto, y cuando
w = oo la serie (1.5) converge en la norma uniforme.

En efecto, suponer que w = oo y considerar ¢ > 0. Por el Teorema 1.3.1 existe
N = N, tal que

|AR| < €ellhll  para h € R()_ pi);
i>N
luego
|pkApih|| < €llpeh||  para k> N.
Sim,n>N

1/2

_ (z uw) < (z upjhu?) < il
j=m j=m

lo que prueba la convergencia uniforme de la serie (1.5) y, al mismo tiempo, que

ijApjh
j=m

el operador Aes compacto.

-~

Notar que con respecto a las dimensiones de R(A) y R(A) de los operadores A
y A pueden darse los tres casos:

-~

rg(A) = rg(A) (< 00),  rg(A) < rg(A) (< ),
rg(A) < rg(4) (< o0).

Teorema 1.3.2 Sea A un operador compacto. Entonces

n

> si(A) < Zsj(A) (n=1,2...).

j=1
Para que

es necesario y suficiente que A = A.

12
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Se tiene el siguiente teorema:

Teorema 1.3.3 Sean ® una funcion gauge simétrica, T =S¢ y A € . Entonces

el operador A también estd en T y ademds,
[Alla < |A]le.

De la misma manera que trabajamos con el operador A en ideal de los operado-
res compactos, podemos trabajar en cualquier ideal simétricamente normado. Es
decir, sean ® una funcién gauge simétrica, Z = Sp y {p; }{ (1 < w < 00) una fa-
milia de proyecciones hermitianas mutuamente ortogonales se define el operador

de compresion asociado con esa familia de la siguiente manera:

7 T

A — i piAp,

=1

Por lo dicho anteriormente, como A es compacto, las series, las cuales, en principio,
convergen en la topologia fuerte de operadores, también resultan ser convergentes
en la norma uniforme. Notar también que por el Teorema 1.3.3 P estd bien definido,
en el sentido que P(A) = AcTsiAeT

Considerar el élgebra de Banach B(Z) de todos los operadores acotados en Z

con la norma usual de operadores: para X € B(Z),

I Xlsz) = sup [[X(A)]z.

[Allz=1

A continuacion se daran algunas propiedades basicas de los operadores de compre-

sion.

Proposicion 1.3.4 Sean ® una funcion gauge simétrica e T = Sg. Sea P el

operador de compresion asociado a la famillia { p; }Y'. Entonces:
i) P?=P.
i) P(ABC) = AP(B)C, donde A,C € R(P) e BeT.
i11) P(x)* = P(x").

i) P es continuo. De hecho, || P| gz = 1.

13
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Demostracion. Las demostraciones i) — iii) son triviales. Para una demostracién
de iv) basta con aplicar el Teorema 1.3.3.
|

1.4 Variedades modeladas en espacios de Banach

En esta seccion haremos un breve repaso sobre algunos conceptos de geometria
diferencia en dimensién infinita. Para un enfoque mas detallado sobre estos temas,
sugerimos consultar [Bel06, Gal06, Lan95, Rae77, Upm85]. Ademads, cabe también
hacer referencia al trabajo [MLR92] en donde se hace un andlisis exhaustivo sobre
la teoria de espacios homogéneos reductivos de dimensién infinita.

Sea E un espacio de Banach real y M un espacio topoldgico. Decimos que M
es una variedad de Banach de clase C* (0 < k < o0) o simplemente variedad de
Banach suave si existe una coleccion de cartas (U, ¢) donde U son abiertos que
cubren M, ¢ : U — ¢(U) C E es un homeomorfismo con ¢(U) abierto y ademas,
si (¢, V) es otra carta de M, entonces pop=! : p(UNV) C E — E es de clase
Ck,

Antes de seguir adelante con las definiciones de subvariedad y quasi subvarie-
dad, recordemos que un subespacio F' de un espacio de Banach E se dice que
es complementado si F' es cerrado y existe un subespacio cerrado F; tal que
FoF =E.

Sea M una variedad y N un espacio topoldgico contenido en M. Decimos que:
e N es una subvariedad de M si para cada punto z € N existe un espacio de
Banach E y una carta (W, ¢) en z, ¢ : W C M — E, tal que ¢(VWWN N) es un
entorno de 0 en un subespacio complementado de FE.

e N es una quast subvariedad de M si para cada punto x € N existe un espacio
de Banach E y una carta (W, ¢) en z, ¢ : W C M — FE, tal que ¢(W N N) es
un entorno de 0 en un subespacio cerrado de FE.

Serd 1til tener en mente el siguiente criterio a la hora de determinar cuando

un espacio topoldgico es una subvariedad (ver [Bou67]).

Proposicion 1.4.1 Sea M una variedad, N un espacio topologico y N C M.

Entonces, N es una subvariedad (resp. quasi subvariedad) de M si y sélo si la

14
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topologia de N coincide con la topologia heredad de M y el mapa diferencial de la

inclusion N < M tiene rango complementado (resp. cerrado) en cada x € N.

Sean M, N variedades de Banach. Una funcién f : M — N de clase C* (k > 1)
es una sumersion si, para cada x € M, la aplicacién tangente a f en x, f.., es
suryectiva y su nucleo estd complementado en T, M.

Observermos que si f admite secciones locales continuas en todo punto, enton-
ces es abierta.

También notemos que en variedades de dimension infinita, el nicleo de f,,

estd siempre complementado.

Proposicién 1.4.2 Sea M, N wvariedades de Banach y f : M — N una funcion
de clase C* (k > 1). Entonces f es una sumersion en x € M si y soélo si f

admite secciones locales, es decir, existe un entorno U de f(x) € N y una funcion
o:U — M de clase C* tal que foo = Iy.

Proposicion 1.4.3 Sea f: M — N una sumersion entre variedades de Banach.
Dadoy € N, f~(y) es una subvariedad cerrada de M, con espacio tangente dado
por To(f~1(y)) = ker(f.r), para cada v € M.

1.4.1 Grupos de Lie-Banach

Un grupo topolégico G es un grupo de Lie-Banach, si es una variedad de Banach,
tal que las estructuras de grupo y de variedad son compatibles, es decir, que los

mapa los mapas

G

-1

GxG — G G —
(91,92) — 9192 g +— g
son suaves.

El espacio tangente T,.G en la identidad e de G se denomina dlgebra de Lie de
G y lo denotaremos por G.

Dado un grupo de Lie-Banach G, un subgrupo H de G es un subgrupo de Lie-
Banach si es un grupo de Lie-Banach con la topologia heredada de G y si el espacio

tangete T, H es un subespacio cerrado y complementado de T.G.

15
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1.4.2 Espacios homogéneos

Sea G un grupo de Lie-Banach y M una variedad suave. Una accion suave de G

sobre M es una funcién suave

GxM — M
(gm) = g-m

que satisface (g1,92) -m = g1 - (g2 - m) para g1,g2 € Gy m € M.
Dada una accién, la drbita de m € M es O(m) ={g-m:g € G}.
Dado G un grupo de Lie-Banach y M una variedad suave, si m € M se va a
denotar con 7, al mapa
G ™ M
g —> g-m
El subgrupo de G dado por G,,, = {g € G : m,,(g) = m} es el grupo de isotropia
en m € M.
Observemos que O(m) y G/G,, son conjuntos biyectivos para todo m € M.
Una accion se dice transitiva si para todos mg, m; € M, existe g € G tal que
g -mgy = my. Es decir, la accion es transitiva cuando M es una érbita.
Sea G x M — M una accién suave transitiva. Se dice que M es un espacio
homogéneo suave si existe m € M tal que 7, es una sumersién suave en e € G.
Notar que si 7, es una sumersién en e € G para algiin m € M, entonces es una
sumersion en e para todo m € M.

La demostracién del siguiente teorema puede encontrarse en [Bel06], Teorema
4.19.

Teorema 1.4.4 Sea G un grupo de Lie-Banach, H un subgrupo de Lie-Banach de
G y P:G — G/H la proyeccion natural. Dotar a G/H con la topologia cociente

y considerar la accion transitiva natural

GxG/H % G/H
(9.kH) +— oy(kH) = gkH.

Entonces G/H tiene estructura de subvariedad real y analitica tal que se cumplen

las siguientes condiciones:

1. El mapa P es real y analitico y tiene secciones locales reales y analiticas
alrededor de cada punto de G/H.

16
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2. Para cada g € G el mapa
a,: G/H — G/H

es real analitica.

Observaciéon 1.4.5 Los espacios homogéneos pueden presentarse como espacios
cocientes provistos con la topologia cociente. Es decir, si la orbita O(m) es un
espacio homogéneo, entonces el grupo de isotropia G,, es un subgrupo de Lie-
Banach de G y el espacio cociente G /G, con su topologia es un espacio homogéneo
difeomorfo a O(m). Reciprocamente, todo cociente de un grupo de Lie-Banach por
un subgrupo de Lie-Banach es un espacio homogéneo con la topologia cociente
(Teorema 1.4.4). Ademds, cuando O es un espacio homogéneo, para cada x € O,
la funcion 7, : G — O resulta ser un fibrado principal.

Ademds, si O es un espacio homogéneo, los mapas m, tienen secciones locales

suaves en todo punto.

El siguiente resultado general sobre espacios homogéneos, es una consecuencia
del teorema de la funcién implicita para espacios de Banach. Es pertinente citarlo
ya que serda de gran utilidad a la hora de decidir si una érbita es un espacios
homogéneo. Dicho Lema y su demostracion se pueden encontrar en el apéndice del
articulo de I. Raeburn [Rae77].

Lema 1.4.6 Sea G un grupo de Lie-Banach actuando de manera suave en un
espacio de Banach X. Para un xo € X fijo, denotar por m,, : G — X al mapa

suave T4, (g) = g - xg. Si:

1. 7., es un mapa abierto, cuando se lo considera como un mapa de G

sobre la orbita {g-xy: g € G} de xo (con la topologia relativa de X ).

2. El diferencial d (my,), : (I'G), = X satisface que su nicleo y su imagen

son subespacios cerrados y complementados.

Entonces la orbita {g - xo : g € G} es una subvariedad suave de X, y el mapa my, :

G —{g-70:9€ G} es una submersion suave.
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CAPITULO 1. PRELIMINARES

A continuacién nos focalizaremos en un los espacios homogéneos que estan
dotados de una estructura reductiva.

Sea B un dlgebra de Banach con una involucién. El grupo unitario Uy se define
igual que cuando B es una C*-4lgebra. Supongamos Up es un grupo de Lie-Banach
con la topologia de la norma de B. Denotemos por B, al algebra de Lie de Uz, es
decir, los elementos b € B tales que b* = —b.

Sea O un espacio homogéneo de Up. Diremos que O es un espacio homogéneo

reductivo si para todo u € Ug existe un subespacio cerrado F,, de B, que satisface:
e Existe V), subespacio cerrado de B, que cumple F, &V, = B,y.
o vF,v* = F,, para todo v € G,, siendo G, el grupo de isotropia en u € Ug.

e cl mapa u — F, es suave. Es decir, si p, : By, — Fu es la proyecciéon sobre
Fu, la funcién definida de Uy en los operadores acotados sobre B, dada por

u +— p, resulta ser suave.

La correspondencia u +— JF, define una conexién en O (ver [KN96]). En
consecuencia, es posible introducir las nociones de levantamiento y desplazamiento
horizontal, torsién, curvatura, geodésicas, etc. Los espacios F, consisten de los
vectores horizontales de B, y los espacios V, son los vectores verticales de B,,.
Por lo tanto, V, puede pensarse como el dlgebra de Lie del grupo G, si m,(u) = .
De esta manera, la idea de una conexién es levantar en 7, : Ug — O los espacios
tangentes en xy € O mediante un isomorfismo a espacios horizontales que varian
suavemente.

Observemos que se puede definir una conexiéon a partir de una 1-férmula equi-
variante x — s, : 1,0 — B, donde s, es el inverso a derecha de d.m,. De esta
manera, los espacios horizontales se obtienen como F,, = $,..(T0..O), u € Ug.

Cabe aclarar que a fines practicos hemos introducido esta estructura reducti-
va restringiéndonos a espacios homogéneos de grupos unitarios, claramente, uno

podria dar una definicién para espacios homogéneos cualesquiera.
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Capitulo 2

La accion a izquierda de los

grupos de Schatten

Sea A € B(H) un operador autoadjunto. El objetivo de este capitulo es estudiar

a la érbita

On={UA:U e U, (H)}

Como primer resultado, veremos que O4 es una subvariedad suave del espacio afin
A+ B, (H) siy solo si A tiene rango cerrado. Més atin, es un espacio homogéneo
reductivo de U, (H). Introduciremos dos métricas: una via la métrica de Finsler
ambiente inducida como una subvariedad de A + B, (H) y la otra en términos de
la métrica de Finsler cociente provista de la estructura de espacio homogéneo. O 4
resultard ser un espacio métrico completo con la distancia rectificable de éstas dos

métricas.

2.1 Estructura diferencial de Oy4

En esta seccién, dado un operador autoadjunto A € B(H) que no pertenezca
al ideal de los operadores de p-Schatten, estudiaremos bajo qué condiciones el

conjunto

Oy ={UA:U€cU,(H)} CA+B,(H)

es una subvariedad diferenciable (real analitica) del espacio afin A + B, (H).
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CAPITULO 2. LA ACCION A IZQUIERDA DE LOS GRUPOS DE SCHATTEN

Notemos que el grupo de Lie-Banach U, (H) actia en O4 a la izquierda, por
medio de
UxVA~UVA

para cualquier U € U, (H) and VA € Oa.

Esta accién induce un mapa:

Up(H) = Oa
U — UA

Si consideramos a 74 como un mapa a valores en A + B, (H), este resulta ser

real analitico y su diferencial en la identidad estd dado por:

5
B,(H),, — By(H)
X — XA

En efecto, identificando al algebra de Lie-Banach algebra de U, (H) con el
espacio B, (H),, de los elementos antihermitianos en B, (#), consideremos X €
Tr (U, (H)) = B, (H),,- Sea a : [0,1] = U, (H), dada por a(t) = ¢*. Notar que
aot =eXe N = Tyalt)—I=3,.,% € B, (M), con lo cual a(t) estd efecti-

vamente en U, (H). Ademas a cumple que o(0) = I, ¢/(0) = X y que

. wala(h)—m(a(0) ., e"A-A | M1
lfim = lfm———
h—0 h h—0 h h—0 h

Con lo que dm; (X) = X A.

Una desventaja que tiene 4 es que esta definida solo sobre el conjunto de los
operadores antihermitianos de B, (#), es por esto que vamos a trabajar con el
siguiente mapa:

Notacién 2.1.1 Dado A€ B(H)y X € B, (#H), a lo largo del capitulo vamos a
denotar por R4 al mapa:
RA(X) = XA.

Notar que como B, (H) es un ideal bildtero, R4 : B, (H) — B, (H).

Nuestro objetivo es poder encontrar caracteristicas del operador A que puedan
vincularse con caracteristicas del mapa 4. Con esa meta en mente, empecemos

relacionando caracteristicas de A con caracteristicas de R4.
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2.1. ESTRUCTURA DIFERENCIAL DE O4

Lema 2.1.2 Para cualquier A € B(H) autoadjunto, las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

1. R(A) es cerrado en H.

2. R(R4) es cerrado en B, (H).

Demostracion. Supangamos primero que R(A) es cerrado y consideremos una su-
cesién (X,,) en B, (H) tal que Ra (X,) — Y en B, (H). Al ser R(A) cerrado, AT
estd bien definida. Ahora, sabiendo que Y|4y = 0 (ya que la convergencia en
|- ||, implica la convergencia en ||-]|) y que AAT = ATA (1.1), si tomamos X := Y Al
tenemos que Rs(X)=YATA=Y.

Reciprocamente, si (x,) es una sucesiéon en H tal que Az, — y, consideremos
Xn=y®ua, € B,(H). Entonces Ry (X,) = X, A =y® Az, > y®@y en B, (H)
ya que |la ®b||, = |la ® b|| (ver (1.4)). Como R(R4) es cerrado en B, (H), existe
X € B, (H) tal que y®y = Ra(X) = XA. Adjuntando esta igualdad y recordando
que A es autoadjunto, vemos que y ® y = A* X*. Finalmente, si evaluamos ambos
miembros de esta ultima igualdad en W, podemos concluir que y € R(A).

O

El siguiente ejemplo muestra que dada (X,,) € B, (H), con 04 (X;) = X, A —
ZA en B, (M), no necesariamente, se tiene que Z € By, (H),,,.

Ejemplo 2.1.3 Sea

A:;n;1 €n®€n:;n;1 en & €en

Observemos que A € B(H), A ¢ By (H), ker(A) = (e1) y que R(A) = (eg)™.

Definamos X,, € Bdos de la siguiente manera

“ 1
Xn:€1®€2+62®€1+2%6k®6k.
k=3
X, € By(H) ya que es de rango finito y ademds, X,, es autoadjunto; es decir,

X, € B, (H)h
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CAPITULO 2. LA ACCION A IZQUIERDA DE LOS GRUPOS DE SCHATTEN

Sea

> 1
X:61®€2+Z%6k®6k-
k=3

o o 1

Luego, X € By (H) ya que || X5 = Z | Xen|* =1+ Z — < 00, pero X no es

n
n=1 n=3

autoadjunto. Sin embargo, X,,A — X A en By (H) ya qu_e

2

k—1
IXA =X, Al = (X = Xo)Aey|* = ) 5 Ck
k>1 k>n+1
k—1\"
=¥ (%)
k>n+1

Es decir, 64 (X,,) — XA pero X ¢ By (H),.

Sin embargo, si consideramos:

~ <1
X:X—|—62®€1:€1®62+€2®61+;E6k®6k,
obtenemos que X € By ("), ¥y XA=XA, conlo cual, 64 (X,) = 04(X).

Del siguiente lema se deduce que la condicion de que la imagen de A sea cerrada

en H es equivalente a que la imagen de ¢4 sea cerrada en B, (H).

Lema 2.1.4 Para cualquier A € B(H) autoadjunto, las siguientes afirmaciones

son equivalentes

1. R(R4) es cerrado en B, (H).
2. R(64) es cerrado en B, (H).

Demostracion. Consideremos una sucesién (X,) en B, (H),, tal que 64 (X,) =
X,A—Y en B, (H) y supongamos que R(R4) es cerrado en B, (H). Luego existe
un Z € B, (H) tal que Y = ZA.

Sea Hy = (ker(A))" = R(A) = R(A). Si representamos a Y como una matriz

de operadores de 2 x 2 relativa a H = Hy & Hp, entonces

Z11 A
Y = o 0
714, 0
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2.1. ESTRUCTURA DIFERENCIAL DE O4

donde Ay = Aly, : Ho — Ho. Notar que Z'' es anti-hermitiano, ya que es el
limite de operadores anti-hermitianos. En efecto, teniendo en cuenta que AA' es
la proyeccién sobre R(A) se tiene que

XM — 2[5 < ||AATX, AAT — AATZAAT|
< AAT|[| X, A - ZA|||AT| — 0

Yo le _ (221)*
' z4 0 ’

tenemos que X € B, (H),, v que Y = XA = 04(X), lo que prueba que R(d4) es
cerrado en B, (H).

Reciprocamente, considerar nuevamente la descomposicién H = Ho@®Hy, don-
de Ho = (ker(A))" = R(A) y Ay = Alp, : Ho — Ho. Debido a que R(4) es cerrado
en B, (H), el conjunto

Si definimos

{XOAO : X() - Bp (Ho)h}

es cerrado en B, (Ho).
Sea
B, (Ho)y % {XoAo: Xo € By (Ho),}
Xo — X4
Para simplificar la notacién, llamemos &y a d4,.
Como R(dg) = {XoAo : Xo € B, (Ho),} es cerrado en By, (Ho) y dy es inyectiva,

por el teorema de la aplicacién inversa, existe una constante C' tal que

1 Xoll 5, (340) = 16" (XoAo < C | X040l 2, (2.1)
p( ) »(Ho)

s, o,

para todo Xy € B, (Ho),,.
Sea Yy € B, (Ho). Reemplazando Xy por |Yo| € B, (Ho), en (2.1), y teniendo
en cuenta el hecho que |||Y0|||’;3p(HO) = ”YOHIZJSP(H(]) y |||Y0|A0||ZP(HO) = ||Y0A0||ZP(HO),

se deduce que
1Y0ll5,(310) < C 1Yo Aollg, (34 -

Es decir, Ry, es acotado inferiormente, con lo cual, R(R4,) es cerrado en B, (Hy).

Esto, por la Proposicién 2.1.2; es equivalente a que R(A) sea cerrado en Hg. Esto

23



CAPITULO 2. LA ACCION A IZQUIERDA DE LOS GRUPOS DE SCHATTEN

ultimo implica que R(A) es cerrado en H, lo cual es nuevamente equivalente a que

R(R4) es cerrado en B, (H).
g

El siguiente lema nos sera de utilidad a la hora de probar la existencia de

secciones locales continuas.

Lema 2.1.5 Sean P y (Q = UPU* donde P es una proyeccion ortogonal y U &€
Uy,(H). Si||Q— P|| <1, existe Z € U, (H) que depende de manera continua de P
y de Q tal que

Q=7ZPZ".

Su demostracion se basa en un conocido lema de Kato (ver [Kat66, pag. 56))

el cual establece que
Lema 2.1.6 Dos proyecciones ortogonales P,Q tales que |P — Q|| < 1 son uni-
tariamente equivalentes, esto es, hay un operador unitario U con la propiedad

Q=UPU".

De la misma manera que trabajamos con el mapa 74, podemos trabajar con el

mapa:
U,(H) == O4
U — Ux

donde = = UyA.

Al igual que 74, m, es real y analitico cuando se lo considera como un mapa a

valores en A + B, (H), y su diferencial en la identidad es el mapa lineal

Oz
B,(H),, — B,(H)
X — Xz

Los resultados obtenidos en la siguiente proposicién, ademas de ser interesantes
por si mismos, seran de utilidad a la hora de caracterizar las condiciones bajo las
cuales O4 es una subvariedad de A + B, (H).
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2.1. ESTRUCTURA DIFERENCIAL DE O4

Proposicién 2.1.7 Sea A € B(H) un operador autoadjunto cuya imagen sea un
conjunto cerrado. Entonces w, tiene secciones locales continua con radio uniforme.

Explicitamente, para cualquier v = UgA € O 4 existe un mapa continuo
1
2 Ve=RUA€QO,:||lUA-UA|| < —7 —U,
g { c U4 H 0 Hp 92 ||AT|| } P (H>

tal que T, 0 0, = idy, .

En particular, 7, es un fibrado localmente trivial.

Demostracion. Comencemos notando que como R(A) es cerrado, AT estd definida
y Py = AAT es la proyeccién ortogonal sobre R(A).

Al mapa o, lo vamos a construir en varios etapas.

Como primer paso, definamos el mapa ¢ : Oy — {UP4:U € U, (H)} C Py +
B, () dado por
H(UA) = UPy.

¢ estd bien definida ya que si UA = WA entonces UAAT = WAAT, es decir,
UPy =W Py.
Ademds, |¢ (U, A) — ¢ (UA)[, = 0si U, A—UA||, — 0, ya que
¢ (UnA) = ¢ (UA)||, = [|[UpPa — UP4|, <||U,A = UA], [ AT| — 0.
Sea R > 0. Si llamamos
Vp, = {UPA U €U, (H),[[UPs— Pal, < R} ;

entonces

o : {UAEOA: WUA—-A|, < ——
En efecto, sea UA € {UA €04 |[UA-A], < ”A_RTH} entonces

I(UA) = Pall,, = [[UAAT — AAT|| < ||UA - A, ||AT]| < R.
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Consideremos U € Vp, vy denotemos por Q) y () a las proyecciones Qo = P4 y
Q = UP,U* respectivamente. Como

|Q — Qo = [UPAU* —UPy +UPy — P4
= [[UP4 (PAU" — Py) + UP4 — P4
< NUPA[[[|[PaU* = Pal| + [UPa — Pa||
< 2R,

si R < 1 podemos concluir que existe Z € U, (H) tal que ZQoZ* = @, es decir,
ZPyZ* = UP,U* (ver, por ejemplo, Lema 2.1.5).

Sea W = (U —Z) P4 + Z. Un célculo sencillo muestra que W es unitario.
Ademas, como U — Z € B,(H)y Z — 1 € B,(H), se tiene que W — I = (U —
Z)Py+Z—1 € B, (H). Por lo tanto W € U, (H). Notar también que W P, = U Pjy.

Definamos ahora op, como el mapa dado por op,(UP4) = W € U, (H). En-
tonces op, estd bien definida en Vp,, es un mapa continuo y op, (UPs) P4y = UPy.

Como ¢ : {UA €04: [[UA-A|, < ﬁ} — Vp, v op, estd definida en

Vp,, la composicién op, o ¢ esta bien definida. es decir, o := op, o ¢. Luego,

J:{UAEOA:HUA—AHP< }—>Up(’H)

R
| AT
es un mapa continuo (debido a que es una composicién de mapas continuos) y

ademds cumple que
TA (O'(UA)) =0p, (UPA)A =0p, (UPA) PAA = UPAA = UA
Por lo tanto, o es una seccion local continua para m4 en un entorno de A.

Finalmente, notar que ya que o puede ser trasladada por medio de la accién
a cualquier x = UyA € Oy4, uno consigue secciones locales definidas en entornos

trasladados con el mismo radio. Es decir, llamando

R
V, = {UAE Oy : HUA—U()AHP < m}

y teniendo en cuenta que la norma-p es unitariamente invariante, tenemos la si-

guiente igualdad

[UgUA = All, = [[Us(UA = UpA)||, = [[UA = UpAll,,,
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entonces podemos definir o, en cualquier UA € V, de la siguiente manera,
0.(UA) == Uyo (Uy'UA) Uy .

Con esto, la prueba queda concluida.

Ahora estamos en condiciones de demostrar el resultado principal de esta sec-

cion.

Teorema 2.1.8 La orbita O4 es una subvariedad real y analitica de A+ B, (H)
si y sélo si R(A) es cerrado en H.
En este caso, el mapa m, : U, (H) = O4 es una submersion real y analitica y

Oa es un espacio homogéneo de U, (H).

Demostracion. Supongamos que R(A) es cerrado en H y consideremos x = UyA €
O4 fijo. Como 7, tiene secciones locales continuas (Proposicién 2.1.7), se tiene
que 7, es un mapa abierto. En virtud del Lema 1.4.6 aplicado a G = U, (H)
y X = A+ B, (H), sélo resta probar que 4, tiene imagen y nicleo cerrados y
complementados.

Con este fin, consideremos el mapa £, dado por:

1 1
E.(Z) = éxa:TZxT b (z) Z*zat + (1 —a2t) Za' — (z*)' 2* (1 — 2af)

para cualquier Z € B, (H). Como R(A) es cerrado, z estd bien definido. Ademas
se cumple que E,(B, (H)) C B, (H),,- Es decir,

E, : B, (H) - B,(H),,
So6lo habria que verificar que E,(Z) es anti-hermitiano. Para eso, consideremos

Z € B, (H) y recordemos que (z')

1 1
—E.(Z) = §x:13TZa:T ~ 5 (2 Z* w2t + (1 —a2at) Za' - (x) Z* (1 — aaf)

*

(z*)', entonces

= E.(2)
E, tiene la propiedad que 0, o E, 0§, = d,. En efecto, sea X € B, (H),, entonces

1 1
E,00,(X) = éxxTXxxT—i-é (z) 2" Xzat + (1 — 2af) Xaat+ (") " X (1—aa').
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CAPITULO 2. LA ACCION A IZQUIERDA DE LOS GRUPOS DE SCHATTEN

Luego,

1 1
0z 0 E,00,(X) = ixxTXx + 5 (SL’*)T.T*XI + (1 — a::cT) Xz
= Xz =9,(X)

Esto implica que 6,0 FE, y F, 06, son ambos operadores idempotentes actuando
en el espacio de Banach B, (H). Luego, sus respectivas imagenes y nicleos son
complementados.

Como la imagen de ¢, o F, coincide con la imagen de ¢, y el nicleo de E, 09,
coincide con el nucleo de ¢,, d, tiene imagen y nucleo cerrados y complementados.
Entonces, por el Lema 1.4.6 y usando el hecho que en este contexto suave significa
real y analitica (el grupo y la accién son reales analiticos), O4 es una subvariedad
real y analitica de A+ B, (H) y 7, es una submersién real y analitica, con lo que
04 es un espacio homogéneo de U, (H).

Reciprocamente, si O4 es una subvariedad de A 4 B, (#), entonces el espacio

tangente

Ty (OA) = {XA X' =-X¢€ Bp (H)}

es cerrado en B, (H).

Luego, por los Lemas 2.1.2 y 2.1.4, la imagen de A es cerrada en H.

2.2 Grupo de isotropia en O 4

Sean A un operador autoajunto cuya imagen sea un conjunto cerradoy x = UA

con U € U, (H). De ahora en mas, G, denotard al grupo de isotropia de z, es decir
G, ={Ue€U,(H): Uz =uz}.

Parte de lo que haremos en esta seccion es caracterizar a G4 y al algebra de

Lie-Banach de G 4, la cual serda denotada por G4.

Proposicién 2.2.1 Sea A € B(H) un operador autoadjunto cuya imagen sea un

conjunto cerrado. Consideremos la descomposicion H = Ho ® Hg, donde Hy es la
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imagen de A. Si denotamos por 1y a la identidad de B (Hy) entonces

Iy 0 B
Gy = Uy e U, (HE) .

Demostracion. Sea U € G4 y sea

Ull U12
U21 U22

la descomposicién de U en términos de H = Ho @ Hy

Denotemos por Py, a AAT. De la igualdad UA = A se deduce que Py, U Py, =
Py, es decir que Uy = Iy y que PHéUPHO =0, es decir que Uy = 0.

Como Py, I Py = Py ,UU" Py y la coordenada 1,2 de ese producto es Uy Uro+
U3 Uz = Usg, se tiene que Ujp = 0. Luego U es de la forma antes descripta.

Y reciprocamente, si U es de esa forma, claramente esta en el grupo de isotropia
de A.

O

En la siguiente proposicion, daremos una caracterizacién del algebra de Lie-
Banach de G 4.

Proposicién 2.2.2 Sea A € B(H) un operador autoadjunto cuya imagen sea un

conjunto cerrado. Entonces,

0 0
gA:{<0 x22):x22€Bp(HOL)ah}.

Demostracion. Comencemos recordando que
Ga~ Ty (Ga) ={z€B,(H),, : vA=0}.

Claramente, si X esta en ese conjunto entonces X € G,4. Para probar el reciproco,
continuemos con la notaciéon de la demostracion de la Proposicion 2.2.1 y con-
sideremos X € G4. De la igualdad 0 = X A se deduce que Py, X Py, = 0y que
PHOLXP’HO = 0. Es decir, X;; = 0y X5; = 0. Ademas, como es X es antihermitiano,
X12 =0y XJ, = —Xy9. Luego X tiene la forma esperada.

O
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Proposicién 2.2.3 Sea A € B(H) un operador autoadjunto cuya imagen sea un
conjunto cerrado. Entonces el grupo de isotropia de A es exponencial. Es decir,

para cualquier U € G 4, existe un x € G4 tal que U = €.

Demostracion. Sean U € G4y Hog = R(A). Teniendo en mente la descomposicién
de U en términos de H = Hy ® 7—[&, tenemos que Uy € U, (7—[&) Como

exp: B, (Hé)ah — U, (Hé)
es sobreyectiva (Observacion 1.2.7), existe un x99 € B, (Hol)ah tal que Uy = €722,
00

Si llamamos x = 0 ), entonces x cumple que pertence a G4 y U = €. Es
T22

decir, hemos probado que GG 4 es exponencial.
O

Observaciéon 2.2.4 Si x,y € Oy4, entonces

1. x ey son conjugados, es decir, existe un U € U, tal que y = Ux.

2. los grupos de isotropia son conjugados entre si. Fs decir, si x,y € Oy

con y = Uz, entonces, G, = U,G, U

3. las dalgebras de Lie son conjugadas entre si. Fs decir, si x,y € Oy con
y = U,z entonces G, = U,G, U .

4. G, es exponencial para todo x € Oy4.

Observacién 2.2.5 Para todo © € Oy4 se tiene que G, es complementada.
Esto ocurre porque dado © € O4 el nicleo de d,, el cual coincide con G, es

complementado (ver Teorema 2.1.8).

2.3 Meétricas Riemannianas y Finslerianas en 04

En esta seccion comenzaremos el analisis de Q4 desde un punto de vista métrico,

donde A € B(H) es un operador autoadjunto con R(A) cerrado. Como Oy4 es
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un espacio homogéneo, es natural dotar a cada espacio tangente con la métrica
cociente. Mostraremos que esta métrica en el caso p = 2 resulta ser Riemanniana.
Fijemos x = UyA € O4. Como m, es una submersion, el espacio tangente de

O4 en x es:

T,(04) =R(8,) = {Zz: Z € B,(H),,}.

Como dijimos anteriormente, es un subespacio lineal y cerrado de B, (H),,,
Sea X € T,(O,). La métrica de Finsler cociente se define (c.f. [AL10])

COINO:

HXL:ﬁﬁ“Z+WM:Z€%}. (2.2)
donde W € B, (H),, v 6-(W) = X. Cabe aclarar que dicho W existe ya que 7, es

un mapa suryectivo. Observemos que es la norma cociente de Z en B, (H),, /G-

Mas atn, como ker(d,) = G,, se tiene que
11, = inf {IY, 5 Y € By (H),,00(Y) = X |

Esta métrica es invariante baja lo accién a izquierda del grupo. Es decir, para

cada U € U, (H) fijo, si consideramos el mapa l;; dado por

0, 4 0,

T — Uz

entonces para € Oq, X € T,(04) y U € U, (H) vale: ||(lv)«, (X)) = I X],- O
lo que es lo mismo, || X||, = [[UX]|,-

A continuacién analizaremos el caso particular p = 2.

Como se mencioné anteriormente, By (H) es un ideal bildtero de B(H) y un
espacio de Hilbert con el producto interno (Z, W), = tr (W*Z).

En la seccién anterior, mostramos que E, o §, es un operador idempotente,
lineal y real de B, (H),, (en particular, de By (#),,). Llamemos a este operador
Q.. Es decir, Q, : By (H),, — B2 (H),, estd definido por

Q.(2) = Zaa' + 22’ Z — xat Zxat,

Entonces, (), es un operador real, lineal e idempotente de By (H),;, con ker(Q,) =
ker(d,) y R(Qz) = {Z € B, (")), : (1 — zz")Z(1 — za') = 0}. Més ain, tenemos

la siguiente proposicion:
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Proposicion 2.3.1 ), es una proyeccion ortogonal respecto al producto interno
<'7 '>2'
Demostracion. La prueba consiste en mostrar que (), es simétrica para el producto
interno (-, ).

Como R(A) es cerrado, x = Uy A también tiene rango cerrado. Por lo tanto zf

esta definida.
Sean Z,W € By (H),, vy P = zz'. Entonces

(QuZ,X) = —tr(XQuZ) = —tr (XZP) — tr (XPZ) + tr (XPZP) =
—tr (PXZ) —tr (XPZ) +tr (PXPZ) = —tr (Q.X)" Z) = (Z,Q.X) .

Observaciéon 2.3.2 De la misma manera que anteriormente trabajamos con E, o
0z, podemos trabajar con 6, o E,. 6, o E, es un operador real y lineal de B, (H)
Procediendo de manera andloga a lo hecho en la demostracion del Teorema 2.1.8,
podemos ver que también es idempotente.
Si llamamos a este operador S, tenemos que Sy : By (H) — B (H) y estd de-
finido por
SH(Z) = %meZme - % () Z*x + (1 — azt) Zala.

Sy es un operador idempotente, real y lineal de By (H) con R(S;) = T (O4).
T.(O4) es un subespacio lineal real del espacio de Hilbert By (H) con producto

interno (A, B) = Retr(B*A). La desventaja es que S, no seria simétrico para este

producto interno. Notar que el término 1 (x*)Jr Z*x es el que hace fallar la simetria.

2
En efecto,
1 1
(S.(2),W) =Retr(W*S,(Z)) = Retr(W*(1 — ime)szx) ~ 3 Re tr(W*z* Z*x).

(7, 8,(W)) = Re tr((Sy(W))*Z) = Retr(zlaW*(1 — %xﬂ)z) - %Re tr(z* W' 2).

Es decir,
1
(S.(2), W) = (2, 8,(W)) + 5 Retr <x*Wa:TZ - W*x**z*x) .

Con lo cual, S, no seria una proyeccion ortogonal sobre T,,(O4) para el producto

interno (A, B) = Retr(B*A).
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Notar que siz € Oa, X € T,(O4) y 2 € B, (H),, es un levantado para X (i.e.,
d.(z) = X), entonces
1 X1, = 1Qz(Z)]], -

Consideremos la descomposicién del dlgebra de Lie-Banach By (#H),,, de Us (H):

62 (H)ah = gac ¥ R(Qac)

es decir,
By(H),,={Z2€B(H),,: ZP =0} & {Z € By(H),, : (1—-P)Z(1 - P) =0},

donde P = zx'.

Observemos que R(Q,) es invariante bajo la accién interna del grupo de iso-
tropia. Entonces, esta descomposicién es lo que en la Seccion 1.4.2 (siguiendo con
la denominacién usual en geometria diferencial) llamamos una estructura reductiva
del espacio homogéneo.

Si denotamos por 7, a la inversa del isomorfismo lineal

5:(: = 51"R(Qz) : R(Qaz) — TxOA

tenemos que 0, 0Ny = I1,0, ¥ Nz © 0z = Qu.
El isomorfismo 7,, x € O4 induce una métrica Hilbert-Riemanniana natural.

Dados X,Y € T,0O4 vamos a definir el producto interno

(X,Y), = tr (n(Y) " n(X)) = —tr (n.(Y)n.(X)). (2.3)

Observemos que
(X, X), = lIna(X)l5-

Entonces si z es un levantado para X, tenemos que

(X, X), = (XI5 = 16 (Nl5 = 1Q=(2)Il; = |1 X115 -

Luego la métrica (2.3) coincide con la métrica cociente (2.2), la cual es Rieman-
niana si p = 2.

Notemos que si X', ) son campos vectoriales tangentes de O 4, entonces el mapa
que a un « € Oy le asigna (X, V,),, es suave. Por lo tanto este producto interno

define una métrica de Hilbert-Riemann en O4.
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Existen dos conexiones lineales naturales para este tipo de espacios homogéneos
reductivos, las cuales fueron definidas en [MLR92]. Estas son la conexién reduc-
tiva y la conexién clasificante.

Considerar primero la conexion reductiva V”. Si X', )) son campos vectoriales

tangentes de O4 entonces el campo V%) evaluado en un x € O4 estda dado por

12 (V V() = 0e(Xe) (12 (V) + [12(Va), 0 (X2 )],

donde X (Y') denota la derivada de Y en la direccién de X y [,] el conmutador de
operadores en B (H).

La conexion reductiva es compatible con la métrica definida ya que la métrica
cociente coincide con la métrica (2.3)

La conexion clasificante V¢ esta dada por:

773&( }y(x)) = (7751: o 5m)(77z(Xx)(77a:(yx))) = Qx(nx(xx)(nz(yx)))a

donde X', Y son campos vectoriales tangentes de Oy .

Observaciéon 2.3.3 La conexion de Levi-Civita de la métrica (2.3) es
1
V= 3 (V" + V).

Las geodésicas de ésta conexion fueron calculadas en [MLR92J: y(t) = =Xy

t € R, es la geodésica con v(0) =z y v(0) = X.

Observacion 2.3.4 Sivy(t), t € [0,1] es una curva suave en Oy tal que v(0) = x
entonces el levantamiento horizontal es una curva I' en Us (H) la cual es la inica

solucidn de la ecuacion diferencial lineal en By (H):

r'(0) = 1. '

La existencia y unicidad estdn garantizadas debido a que v es suave y entonces el
mapa que a cada t € [0,1] le asigna 1, (7(t)) € Ba (H),, es suave.

De la misma manera en la que fue probado en [Sha97] (en el contexto de espa-
cios homogéneos reductivos cldsicos) se puede probar que si y(t), t € [0,1] es una

curva suave en O4, entonces la unica solucion I' de (2.4) verifica:
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1. T(t) € Uy (H) t € [0,1].

2. m,(I') =1~.

3. I € R(Q,).

2.4 Completitud de O, con la métrica del am-

biente

En esta seccién vamos a definir la métrica de Finsler ambiente inducida como
una subvariedad de A + B, (H) y vamos a probar que Oy4 es un espacio métrico
completo con la distancia rectificable dada por ésta métrica.

Sean x € Og y Zx € T(O4) = {Zx : Z € B, (H),, }- La métrica de Finsler
ambiente se define como:

Fonp(Zz) = || Zz]|,.

Al igual que en el caso de la métrica de Finsler cociente, esta métrica es inva-
riante bajo la accion a izquierda del grupo.
Siy(t) € Oa, t € [0,1] es una curva suave a trozos, su longitud serd medida de

la siguiente manera:

1 1
L) = [ Fans(G0)at = [ 300} .
0 0
Este funcional induce una distancia dada por:
damp(bo, b1) = Inf { Lamp(y) : 7y es una curva suave a trozos, y(0) = by, (1) = b1} .

Es facil ver que dg, verifica la desigualdad triangular y la simetria. Luego,
s6lo resta verificar que si dgmp(bo, b1) = 0 entonces by = by.

Con ese fin, consideremos una curva suave v en Q4 que una by con b; entonces

1
mrmmz/ﬂmmmﬁ
0

debido a que la recta es la curva de menor longitud en cualquier espacio vectorial

normado. Esta desigualdad implica que

||b0 - bl”p S damb(b07 bl) (25)
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En la Proposicién 2.1.7 hemos visto que 7, tiene secciones locales continuas.
Combinando este hecho, junto con la propiedad de que O 4 es un espacio homogéneo
de U, (H) (Teorema 2.1.8), se obtiene por [Rae77| la siguiente observacién que

garantiza la existencia de secciones locales suaves.

Observacién 2.4.1 Eziste r > 0 y un entorno Uy de la identidad en U, (H) tal

que para dado x = UyA € O4, existe un mapa suave o, tal que
Oy Vy = {UAG Oy : ||UA—x||p<7“} — U CU,(H)
y Ty © O-b|Vr - Zdlvz

El resultado principal de esta seccion establece que Q4 es un espacio métrico
completo cuando se lo considera con la distacia rectificable dg,,;.

Con este fin vamos a probar que cuando a O4 se lo dota de la topologia inducida
por la norma-p, toda sucesion en O 4 que sea de Cauchy para dicha norma, converge

a un elemento de O4. Es decir, que O4 es cerrada con la norma-p.

Lema 2.4.2 Sea (v,), una sucesion en Oy tal que ||z, — [, — 0. Entonces,

existe x € O4 tal que ||z, — x|, — 0.

Demostracion. Consideremos el » > 0 dado en la Observacién 2.4.1 y elijamos
ng = n(r) € N tal que |z, — |, < r for all n > n,.
Sea w = x,,. Por la Proposicién 2.1.7, 0,, tiene secciones locales continuas.

Siguiendo con la notacion de dicha proposicién, sea
V, = {UA €04 lUA—w], < r}.

Luego tenemos que x,, € V,, para todo n > ng y que (04, (Zn))n>n, C Up (H) es una
sucesion de Cauchy, ya que o, es localmente Lipschitz.

Como U, (H) es completo, existe un U € U, (H) tal que [|o,(2,) — Ull, — 0.
Luego, ||z, — Uw]||, — 0. En efecto, dado € > 0, como |y, (x,) — U||, — 0, existe
ni1 > ng tal que

low(zn) = Ull, <€/ [lw]l.

Sin > n; entonces

[ — Uw]|

= 17w (0w (@n)) = Uwll, = llow(@n)w — Uwl],

< Jlow(wa) — U1l lleo] < e

36



2.5. COMPLETITUD DE O, CON LA METRICA COCIENTE

Ahora si estamos en condiciones de probar el resultado principal de esta seccién:

Proposicién 2.4.3 Oy es un espacio métrico completo con la distancia rectifica-

ble damb .

Demostracion. Sea x, una sucesién de Cauchy en O 4 para la distancia dgm,p.

Como |z, — zmll, < damp(Tn, Tm), (2,) es una sucesién de Cauchy para |||,
Luego, por el Lema 2.4.2, existe un x € Oy tal que ||z, — x|, — 0.

Por la Proposicién 2.1.7, m, tiene secciones locales continuas. Como ||z, — z||,
converge a 0, existe un ng € N tal que z, estd en el dominio de definicién de
o, para todo n > ng. Més atn, como o, es continua y o,(x) = I, tenemos que
lou(a) — 1]}, = 0.

Observemos que existe un Z,, € B, (H),, tal que o, (x,) = e?". Esto sucede por-
que U, (H) es un grupo de Lie-Banach y entonces el mapa exponencial es un difeo-
morfismo local. Por este motivo y por el hecho que |le?" — IHP = |l (zn) — I, =
0, también se tiene que || Z,], — 0.

Sea v,(t) = e%rx € O4. Observemos que 7,(0) = z y Y,(1) = eZrx =

0. (x,)r = x, para todo n € N, entonces

Lamp(7n) = /01

Damp(Tn, ©) < Lamp (V) < || Zall,, 2] -

]| dt < 1Zull o]

es decir,

2.5 Completitud de 04 con la métrica cociente

En esta seccién probaremos la completitud de Q4 como un espacio métrico con la
distancia rectificable dada por la métrica de Finsler cociente que fue introducida
en la Seccion 2.3. Con el fin de probar ésto, vamos a caracterizar la distancia

rectificable inducida por esta métrica como la distancia cociente de grupos, mas
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alin, vamos a mostrar que coincide con la métrica para la topologia cociente de
U,(H)/G 4.
Sea I'(t) con ¢ € [0,1] una curva C* a trozos en U, (H). La longitud de T la

vamos a medir como

p

Observemos que como para cualquier U € U, (#H) el espacio tangente de U, (H)
puede ser identificado con UB, (H),,, como asi también con B, (H) U, este fun-
cional de longitud esta bien definido.

Entonces, la distancia rectificable en U, (H) estd dada por:
d,(Up, Uy) =nf{L,(T"): ' C U, (H), I'(0) = Uy, I'(1) =U,}.

La métrica cociente (2.2), antes definida en 04, induce otro funcional de lon-

gitud:
1
Liy) = / 11l dt.

donde ~(t) con ¢ € [0, 1] es una curva continua y suave a trozos en Oy .

Analogamente, la distancia rectificable en O 4 esta dada por:
d(zo, v1) = mf{L(7) : v C Oa, 7(0) =z, ¥(1) = 21}

donde las curvas v consideradas son continuas y suaves a trozos.
El siguiente resultado (cuya prueba estd adaptada de [AL10]) muestra que
la distancia rectificable en Q4 puede ser aproximada levantando curvas al grupo

Up (H).
Lema 2.5.1 Sean zog y x1 € O4. Entonces

d(zg,x1) = Inf{L,(") : ' CU,(H), 7y, (['(0)) =z, mso(['(1)) =21},
donde las curvas I' consideradas son continuas y suaves a trozos.

Demostracion. Sea I'(t) una curva suave a trozos en U, (H) tal que 7., (I'(0)) = 2o y
Tz (I'(1)) = 1. Observemos que el hecho que 7., sea una sumersién real y analitica
(Lema 1.4.6), garantiza la existencia de curvas que verifican m,, (I'(t)) = y(¢) con
t€10,1].
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Por la definicién de la métrica cociente (2.2), el diferencial de 7, en la identi-
dad, es decir d,,, es contractivo. Mds ain, es contractivo en cualquier U € U, (H).

Entonces

d(@o, 1) < L(my (1)) < Ly(D).

Resta probar que L(7) puede ser aproximada por longitudes de curvas que

estan en U, (H) las cuales unen las fibras de zy y z;.

Sea e >0 fijoysea 0 =1ty <t; <...<t, =1 una particién uniforme de [0, 1]

la cual satisface:

Lol (s) = Al < €/4, sis, " € [tio, ti].

2. < €/2.

n—1
L(y) = Y I @)l At
=0

Sea i fijo con 0 < i <n — 1. Como 5 (t;) € Ty,)(Oa) y
15 )l = nf (Y, 2 Y € By (H) 0800 (V) = 4 (1) |
se tiene que para i =0,...,n — 1, existe Z; € B, (H),, tal que
Oyt (Zi) =7 () v ”Zin < ¥ (ti>|"y(ti) +€/2.

Consideremos la siguiente curva:

( etZo t e [O, tl) )
o(t—11)Z1 gt Zo t € [ti,ta),
(t) = e(t—t2)Z2 o (t2—t1) 21 pt1 Z0 t € [ta,t3),

et=tn=1)Zn-1 _ ella=t)Z1ghZ0 ¢ ¢ [t, | 1].

I' es una curva continua y suave a trozos en U, (H) que satisface ['(0) = 1 y
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ademas, llamando I'; a cada fragmento de curva se tiene que:

n—1 n—1

Ly(l) = ZLp(Fi) => 12, At;

1=0 =0

1 ()l ey + 6/2> At;

n—1

IA

1=

n—

= 13 (t)ll, ) Ati + /24

< €/2+ L(7y) +ne/2(1/n) = L(7) + e.

Ademas notar que 7(I'(1)) estd cerca de x;.

En efecto, apliquemos el Teorema del Valor en espacios de Banach [Die69] al
mapa a(t) = my, (€'?0) — 4(t). Como a(0) = 0 entonces para algin s1 € [0,%1], se
tiene que

720 (€770) = (01)]], = v (t1) = a(O)l, < [lé (s1) ], Aty
= ||e" %6, (Zo) — 5 (sl)Hp Aty
— [l (0) - 4 (s1)]], At
< (Jle#4 ©) =5 )], + 15 (0) = 5 (s1)ll, ) At
< (Heslzw (0) — 4 (o)Hp + 5/4) Aty.
El primer sumando es acotado por
[e#04(0) =4 (0], = [[(e™* = 1) ¥ ()],
< | ), [[e# = 1| < MA,

donde M = méx |¥(?)][, . Luego,

te(0,1]
1720 (D(t1)) — 7 (E)ll, < (MAE + €/4) Aty

Ahora notemos que ||y, (D(t2)) — v(t2)]l, = ||, (e27#1el1%0) — o (tg)Hp. Y por
la desigualdad triangular, es menor o igual que

e, — a0y ()| 4 |0 (1) — 3 1) .
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También notemos que

Jee-t0 o, — s ()], = [0 (e, — 4 (1)
< [l | en oy~ (1)

< (MAt + ¢/4) At

Ademas, procediendo de la misma manera que antes, el segundo sumando puede

ser acotado por:
||@(t2—t1)217 (tl) —7 (t2>Hp < (MAtQ + 6/4) Ats.

Luego,

7y (D(t2)) = ¥(t2)l, = |7y (02~ 0Z168%) —y (1)), < % <% N g) ‘

Inductivamente, llegamos a

Iy (T (1)) =7 (Dl < T 4+ S < /2.

Finalmente, debido a que el mapa 7 tiene secciones locales continuas (Proposi-
ci6én 2.1.7), uno puede conectar I'(t,) con la fibra de x; con una curva de longitud
arbitrariamente pequena.

O

Consideremos un espacio homogéneos de la forma H/G, donde H es un grupo
topoldgico metrizable y G un subgrupo de H. Este tipo de espacios poseen una
métrica natural, que es la métrica cociente inducida por la distancia entre clases
de equivalencias hGG, h € H.

En el préximo teorema que expondremos vamos a caracterizar la distancia
rectificable como la distancia cociente de grupos, identificando O = U, (H)/G 4.
De esta caracterizacién vamos a deducir la completitud de O4 con la distancia

rectificable. Para demostrar dicho teorema vamos a necesitar el siguiente lema de
Takesaki (c.f. [Tak03] pdgina 109).

Lema 2.5.2 Sea H un grupo topoldogico metrizable, y G un subgrupo cerrado. St d

es una distancia en H que induce la topologia de H y que hace que H sea completo
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con esta distancia y si ademds d es invariante bajo la traslacion a derecha en G,
i.e., d(xg,yg) = d(x,y) para cualquier x, y € H y g € G, entonces el espacio
cociente a izquierda H/G = {xG : x € H} es un espacio métrico completo bajo la

métrica d dada por

d(xG,yG) = inf {d (zg1,y92) * g1,92 € G}.
Mds aiin, la distancia d es una métrica para la topologia cociente.

En nuestro contexto, consideraremos H = U, (H) (U, (H) es completo, ver
Teorema 1.2.8), G =G4y d = d,.

Sélo habria que verificar que d(ug,vg) = d(u,v) para u,v € U, (H) y g € Ga.
Con ese fin consideremos « una curva que une v con v y definamos () := «(t)g.

Como 7 une ug con vg se tiene que

1 1
L(y) = / lé(t)gll, dt < / l(0)], dt = Ly(o)
Con lo cual, dy(ug,vg) < L,(a) Ya. Esto implica que
dy(ug, vg) < dy(u,v).

De manera andloga, podemos ver que d,(u,v) < dy(ug,vg), y con ésto se obtiene

la igualdad deseada.

Teorema 2.5.3 Sea A € B(H) un operador autoadjunto cuya imagen sea un
congunto cerrado. Sea Uy, Uy € U, (H) y

dy(UyA, Uy A) = inf {d, (U, UyU) : U € Gp}.
Entonces dp =d, donde d es la distancia rectificable en O 4, antes definida.
En particular, (Oa,d) es un espacio métrico completo y d metriza la topologia

cociente.

Demostracion. Se sabe que (U, (H), d,) es un espacio métrico completo (Teorema
1.2.8) y que G 4 es d,-cerrada en U, (H), entonces la distancia cociente dp esta bien

definida y puede ser calculada como

dp<UOA, U1A> = inf {dp(Uo, UlU) U e GA} .

Con el fin de probar la igualdad entre las distancias, observemos que dado € > 0

fijo, el Lema 2.5.1 garantiza la existencia de una curva I' en U, () que satisface:
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1. T(0) = Up; T(1) = U,U, U € Ga.

2. Lp<F) < d(UoA, UlA) + €.
Entonces
dy(UpA, U1 A) < dy)(Uy, U1U) < Ly (T) < d(UpA, U A) + €.

Como € es arbitrario, obtenemos la primera desigualdad.

Para probar la otra desigualdad, notemos que dado € > 0, existe U € G4 tal
que

dy(Up, U U) < dy(UpA, Uy A) + €.

Entonces existe una curva I' en U, (H) tal que I'(0) = Uy, I'(1) = U, U y
L,(T) < d,(Uy,U,U) +e.
Luego, se tiene
d(UpA, Uy A) < Ly(T) < dy(Uy, U1U) + € < dp(UpA, Uy A) + 2e,
por lo tanto, vale la igualdad.

La completitud de (Oy,d) y el hecho que d metriza la topologia cociente, se

deduce del Lema 2.5.2.
O
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Capitulo 3

Orbitas unitarias de los

operadores de compresion

Sea Z un ideal normado simétrico del espacio de los operadores acotados actuando
en un espacio de Hilbert H. Sea { p; }{ (1 < w < 00) una familia de proyecciones
mutuamente ortogonales sobre H. El operador de compresion asociado a dicha

familia de proyecciones esta dado por:

P:7T—7Z,  Px)= Zpixpi.
i=1
En el presente capitulo estudiaremos las propiedades geométricas de la érbita
Ur(P)={L,PLy : ue€lUsr},

donde U7 denota al grupo de Lie-Banach de los operadores unitarios cuya diferen-
cia con la identidad pertenece a Z y L, a la representacion a izquierda de Uz en
el dlgebra B(Z) de los operadores acotados que actiian en Z. Los resultados que
expondremos incluyen condiciones necesarias y suficientes para que Uz (P) sea un
subvariedad de B(Z). Estudiaremos el caso particular en el que Z = K el ideal de
los operadores compactos. Debido a que en general, Ui (P) es una subvariedad no
complementada de B(K), estudiaremos condiciones necesarias y suficientes para
que Ui (P) tenga espacios tangentes complementados en B(K). También mostra-
remos una aplicacién de los resultados obtenidos para Uz (P) a la topologia de la

6rbita Uz-unitaria de un operador normal y compacto. Ademds, probaremos que
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Uz (P) es un espacio recubridor de otra 6rbita natural de P. Una métrica de Finsler

cociente serd introducida, y la distancia rectificable inducida sera estudiada.

3.1 El espacio homogéneo Uz(P)

A lo largo de esta seccion, ® denotard a una funcién gauge simétrica, 7 = Sg
al correspondiente ideal simétricamente normado y P el operador de compresion
asociado con una familia de proyecciones mutuamente ortogonales {p; }¥ (1 <
w < 00). En primer lugar mostraremos que Uz(P) tiene estructura de variedad
suave cuando se lo dota con la topologia cociente.

El siguiente lema sera utilizado cuando demostremos que que Uz (P) es un

espacio homogéneo de Uz.
Lema 3.1.1 Sea x € B(H). Entonces L,P = PL, si y solo si x =, p;Tp;.

Demostracion. Supongamos que L, P = PL,, es decir

w

> (pix — xpi)yp; =0, (3.1)
i=1
para todo y € Z. Sean i > 0y (e;,), una sucesién de proyecciones de rango finito
tales que e;,, < p; y €, /" pi en la topologia fuerte de operadores.
Estudiaremos los casos 7 > 1y 5 = 0 por separado. Empecemos analizando el
caso j > 1. Reemplazando en (3.1) y por e;,, obtenemos que Y .-, (p;x—ap;)ejnp; =
0. Es decir, 0 = (pjz — xpj)ejnp; = (pjx — xp;)e;, para todo n > 1. Luego

pjrp; = xp;. Finalmente, multiplicando por p; para ¢ # j, se tiene que

pixp; =0
para j >1,i>0,7# j.
Supongamos ahora que j = 0, es decir, p;xpy = 0, ¢ > 1, reemplazar en (3.1) y
por eg,z". Entonces

w

0="> (pix — xp;)eonr’p; = ZP#&) T Pi

i=1
Multiplicando por p; con j > 1, se deduce que p;xeg,z*p; = 0 para todo n > 1,
es decir, 0 = pjzpox*p; = (pjzpo)(pjzpPo)*
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Por lo tanto, p;ap; = 0 parai > 1, j > 1y ¢ # j. Es decir, x es de la forma
deseada.
O

Observacién 3.1.2 Un cdlculo sencillo muestra que el espacio tangente de Uz(P)
en Q, es decir las derivadas en Q) de curvas suaves contenidas en Uz (P), estd dado
por

(TU(P))g ={L.Q —QL, : z€ Ly} (3.2)

Denotaremos a los vectores tangentes por [L., Q)].

Si trabajamos con la accion natural, el grupo de isotropia en P de Uz es
G={wels: L,P=PL,}.
G es un subgrupo cerrado de Uz y su dlgebra de Lie puede ser identificada con

g:{ZGIah : LzP:PLz}'

El siguiente teorema nos sera de utilidad para mostrar que Uz (P) es un espacio

homogéneo de Uz. Una demostracion del mismo puede encontrar en [Upm85].

Teorema 3.1.3 Sea K un subgrupo de Lie-Banach del grupo de Lie-Banach G
con dlgebra de Lie G. Entonces el espacio cociente M := G /K tiene estructura
de variedad de Banach tal que la proyeccion m : G — M es una submersion
analitica. G actia analiticamente sobre M wvia r(g,hK) := ghK para g,h € G.
Sea p : G — aut(M) la diferencial de r. Entonces el mapa py : G — To(M) en

0:= K € M es suryectivo y tiene nicleo:

ker(pg) = {X € G : exp(tX) € Kpara todo t € R}.

Proposiciéon 3.1.4 Sean ® una funcion gauge simétrica e I = S¢. FEntonces

Uz(P) es un espacio homogéneo, real y analitico de Uz.

Demostracion. La prueba consistird en demostrar que G' es un subgrupo de Lie-

Banach de Uz.
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Seau=e* € G, con z €Ly, y ||z]|z < m. Por la hipdtesis sobre la norma de z,

se tiene que

z =log(u) = Z% ((n_i):) (u—1)"*

Observemos L, P = PL,, 0 L,_1P = PL,_;, implica que L(y—1)P = PL,1)
para cualquier polinomio r € R[X], y por la continuidad obtenemos que L,P =
PL,.

Denotemos por exp,,, a

expy

T, — Ur

z >  €F

el mapa exponencial del grupo de Lie-Banach Uz. Luego exp, (G NV) = G N
expy, (V), para cualquier entorno V' lo suficientemente pequeinio del origen en Zgy,.

Por otro lado, por el Lema 3.1.1 se puede reescribir el algebra de Lie como

G = { Zpizpi : zGIah},
i=0

el cual es un subespacio real y cerrado de Z,;,. Més atn, el siguiente subespacio

M={z€Zy : pizpi=0,Vi>0} = { Zpizpj : zeIah}
i#]
es un suplemento cerrado para G en Z,,. Entonces, GG es un subgrupo de Lie-Banach
de Uz, y por el Teorema 3.1.3 se tiene que Uz(P) es un espacio homogéneo real y

analitico de Uz.
O

3.2 Estructura diferencial de Uz (P), Z # K.

En esta seccién, analizaremos la estructura diferencial de Uz (P) bajo la hipétesis
de que Z # K. Recordemos que dado un operador de compresion P asociado a
una familia de proyecciones mutuamente ortogonales {p; }}¥ (1 < w < 00), se
puede considerar una familia aiin mas grande { p; }{, donde py =1—>"." | p;. Sin

embargo, nosotros asociaremos al operador de compresion P con la primera familia

{pi }Y-
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Comenzaremos con unas estimaciones que vamos a utilizar a lo largo del capitu-

lo.

Lema 3.2.1 Sean ® una funcion gauge simétrica e I = Sg. Entonces
|L.P — PLlls > lpia;]l

parax €L, i>1,j>0ei#j.

Demostracion. Sea

piap; = Y sk tk @ 1,
k=1

la expansién de Schmidt expresién del operador compacto p;zp;, donde s, son los
valores singulares de p;xp; ordenados de manera no creciente y (¢ )g, (1) son
sistemas ortonormales de vectores (ver (1.2)).

Como p;xpjm = s1¢1, Y1 € R(p;). Adjuntando el desarrollo de p;,xp; y eva-
luando dicha expresién en 1 obtenemos que 7; € R(p;).

Por un lado, como @ # j, ocurre que

P @ 1) = Y pmin @ Y1pm = 0.

Y ademaés
PLy(m ®n) = me(wh ® V1) pm = pix(m @ Yn)

no se anula porque ¢ > 1. Se sigue que

(Lo P — PLy)(m ®@ ¥1) = —pix(m @ 1) = —pixpj(m @ ¥1) = —s1(¥1 @ 1),
Luego
| LoP — PLy|lpz) = (Lo P — PLy)(m @ &)z
= 51]|Y1 ®@ Y1z = 51 = ||pizp;||.

La primera obstruccién para que Uz(P) sea una subvariedad de B(Z) radica en
el hecho que sus espacios tangentes pueden no ser cerrados.

En el siguiente lema caracterizaremos cudndo los espacios tangentes de Uz (P)
son cerrados. Cuestiones similares, aunque en un contexto diferente, fueron res-

pondidas en [Nee04] (en particular, en el capitulo VII, lema VII.3).
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Lema 3.2.2 SiZ # K, los espacios tangentes de Uz (P) son cerrados en B(Z) si

y solo siw < 0o y hay sdlo una proyeccion de rango infinito en la familia { p; }¥.

Demostracion. Observemos que alcanza con probar que la afirmacién es cierta para

el espacio tangente en P. En efecto, si ) = L,PL,~ para algin u € Uz, entonces

(L.,Q| = L.LyPLy- — LyPLy-L.
— LyLu(LoLuPLys — LuPLy-L.)LuLu-

Luego (TUz(P))q es cerrado en B(Z) siy sblo si (TUz(P))p es cerrado en B(Z).
Supongamos primero que (TUz(P))p es cerrado en B(Z). Sean = ¢ 7 un opera-
dor compacto y (e,), una sucesiéon de proyecciones de rango finito tal que e, 1
en la topologia fuerte de operadores. Como x es compacto, la sucesion de ope-
radores de rango finito z, = e,ze, satisface || — z,|| — 0. Teniendo en cuenta
la caracterizacién del espacio tangente dada en (3.2), los vectores tangentes tie-
nen la expresién [L,, P|, donde z es un operador antihermitiano, es por esto que
en el siguiente calculo vamos a necesitar considerar la parte real e imaginaria
de un operador. Recordar que Re(.) e Im(.) denotan la parte real e imaginaria
respespectivamente de un operador. Dado n > 1, los operadores [Lige(z,), P] ¥

[L“m(zn), P] pertenecen al espacio tangente en P. Entonces tenemos que

|| [LiRe(zn)s Pl = [Lire(a)s Pl 8@ < 2||Like(zn) — Liret)|B()
= 2|| Re(zn) — Re(z)||

Como supusimos que (TUz(P))p es cerrado, existe zy € Z,, tal que [L,,, P] =
[LiRe(), P]. Procediendo de la misma manera con la parte imaginaria, probamos
que existe que un operador z; € Zy, tal que [L;,, P] = [L;im(), P]. Luego obtene-
mos que [L,, P] = [L,, P] para z = —izy + z; € Z. Por Lema 3.1.1 lo ultimo se

puede reformular como
w
rT—z= sz(x — 2)p;.
i=0
En particular,

x — Zpixpi eT. (3.3)

=0
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Recordemos que Z = S para alguna funcion gauge simétrica ®. Como Z no es el
ideal de los operadores compactos, existe una sucesiéon de nimeros positivos (ay, ),
tal que a, = 0y ®((an)n) = 0.

Supongamos que la familia { p; }{ tiene dos proyecciones p;, p;, i # j, tales que
ambas tienen rango infinito. Sea (), una base ortonormal para R(p;) y (7,), una

base ortonormal para R(p;). Consideremos el siguiente operador compacto:

x:Zan§n®nn.
n=1

Por las propiedades de la sucecién (a,,), se sigue que x ¢ Z. Luego, tenemos que
T = pap; = x — Yy pixp; € I, lo que contradice a la ecuacién (3.3). Por lo
tanto, es imposible tener dos proyecciones distintas ambas con rango infinito en la
familia { p; }.

Resta probar que w < oco. Supongamos que hay un nimero infinito de proyec-
ciones p1, pa, . ... Entonces podemos construir un sistema de vectores ortonormales

(&); tales que &; € R(p;). Consideremos el siguiente operador compacto:

T = Zan gn—i-l ® &n.-
n=1

Es facil ver que © =307 | pp12pn = & — > oo pixp; ¢ L. Lo cual conduce nueva-
mente a una contradiccién con la ecuacién (3.3).

Con el fin de probar el reciproco, asumiremos que la familia { p; }¢ satisface

w < 00 y tiene sélo una proyeccién p;, con rango infinito. Sea (z); una sucesién
en Z,, tal que [[[L.,,P] — X||gz) — 0, donde X € B(Z). Por el Lema 3.1.1,
la sucesion (zy)r puede ser elegida de manera tal que p;zxp; = 0 para todo k y
i=0,...,w. Como ([L,,, P])i es una sucesion de Cauchy en B(Z), el Lema 3.2.1
implica que

Ips(zr = 2)ps] — 0
,P—$00

parai=1,...,w,j =0,...,wei# j. Notar que el rango del operador p;(z;—2,)p;
estd uniformemente acotado en el subindice k y r para C' := méx{rank(p;) : j =

0,...,w, j # 1o }. Entonces, se tiene que

Ip; (2 = 2r)pillz < Clip(2r = 26)pill | —

0.
, T —00
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CAPITULO 3. ORBITAS UNITARIAS DE LOS OPERADORES DE COMPRESION

Por lo tanto cada (p;zxp;)r converge en la norma del ideal a algin z;; € Z. Luego

podemos construir un operador z definiendo sus bloques matriciales con respecto

a las proyecciones pg, p1, . - ., P de la siguiente manera:
0 if =7,
Pichs Zij if i3

Entonces z es un operador antihermitiano en Z que satisface

Iz = zellz < llpizpi — pjzpills = Y 25 — pizrpillz = 0.
i i

Por lo tanto,

I [Ley, P) = Lz, Pl < 2[| Lz — Lellaa) = 2[l2e — 2|l

< 2|z — z|lz = 0.

De esto se deduce que X = [L,, P], con lo que el lema queda probado.

Podemos dotar a Uz(P) de dos topologias. De acuerdo a la Proposicién 3.1.4
se tiene que Uz(P) ~ Uz/G tiene estructura de variedad real y analitica en la
topologia cociente de manera que el mapa 7 : Uy — Uz(P), w(u) = L,PL,+ es
una submersion real y analitica. Por otro lado, se puede pensar a Uz(P) como
un subconjunto de B(Z) con la topologia heredada. En este caso, denotaremos al
mapa de proyeccién por 7 : Uy — Uz (P), 7(u) = L,PL,+. Observemos que 7 es

continua, y que el siguiente diagrama es conmutativo

Z/{I —W>Z/{I(P)2 Z/{I/G

N

Uz(P) € B(I)

En el diagrama [ denota al mapa identidad. A pesar de que I es siempre
continua, puede no ser un homeomorfismo. De hecho, mostraremos que las dos
topologias definidas en Uz(P) coinciden si y sélo si los espacios tangentes son
cerrados. La prueba de este resultado depende de la existencia de secciones locales

continuas para la accion.
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Observacion 3.2.3 Sea P el operador de compresion asociado a la familia { p;}Y.

Consideremos la orbita unitaria para cada proyeccion p;, i.e.
O; ={upu” : uelr}.

Si T es el ideal de los operadores Hilbert-Schmadt y la imagen de p; es de dimension
infinita, las orbitas antes definidas son lo que se conoce como las componentes
conezxas de p; en la Grasmanniana restringida (ver e.g. [PS86]). Notar que O; C
pi +Z, luego se puede dotar cada orbita con la topologia del subespacio definida por

la métrica (up;u*, vpv*) — ||lup;u® — vp;v*||z.

Lema 3.2.4 Siw < 0o y hay sélo una proyeccion de rango infinito en la familia

{pi}§. Entonces el mapa

U (P) = 0
L,PL, — up;u*

es continuo para i = 0,1,...w, cuando Ur(P) es dotado de la topologia heredada

de B(Z).

Demostracion. En primer lugar mostraremos que la funcion F; estd bien definida
parat=0,1,...,w. Supongamos que L,PL,~ = L,PL,, o equivalentemente que
PL, = Lu,,P. El Lema 3.1.1 establece que entonces u*v = Z%:O P W VD,
Luego tenemos que v*up; = p;v*up; = p;v*u, lo que implica que up;u* = vp;v*.
Para probar la continuidad de F; mostraremos que F; es Lipschitz. Como la
accién es isométrica, basta estimar la distancia de F;(L,PL,+) = up;u* a F;(P) =

p;. Con ese fin, para u € Uz, definamos
a(u) := ||LuPLy = Pllaa) = || [Lu, P][|5@)-
El Lema 3.2.1 establece que
11 P = PLaw-yllaa) = lpi(w = Dpjll;
paraj =0,1,...,w,t=1,...,wy 1 # j. De lo que se deduce que
[psup;ll = [lpi(u — D)p;il < a(u),
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paraj =0,1,...,w,2=1,...,wyi # j. La misma estimacién puede ser extendida
para todo @ # j. Para ser mas precisos, se tiene
lpjupill = [lpiup;l| < a(u®) = a(u).

Sea p;, la unica proyeccién de rango infinito en la familia { p; }¢. Para u € Uz,
notemos que

rank(p;up;) < min{rank(p;), rank(p;) },

y entonces
max{ rank(p;up;) : 4,7 =0,1,...,w, 1 # j} <max{rank(p;) : 7 =0,1,...,w, j #ip }.

Llamando C' al max{rank(p;) : j =0,1,...,w, j # io }, la desigualdad anterior
implica que

[psup;l|z < Cl|psup;||

para i # j. Luego, obtenemos que

1F5(LuP L) = Fi(P)lz = |lups — piuliz
<l ijupz’ - ZPiUPkHZ
=0 k=0
= || Z bjupi — Z piupk||z

gL k:k#i
<> lpsupillz + ) Ipiupellz
YR E k:k#£i
< c( Sl + Y )
< 2wC|LyPLy- — Plls, (3.4)

lo que muestra que F' es Lipschitz.

Observacién 3.2.5 Sea M el suplemento para el dlgebra de Lie definida en la
Proposicion 3.1.4. Suponer que w = oo o que existen dos proyecciones distintas

de rango infinito en la familia { p; }y. Bajo la hipdtesis que T # IC, construiremos
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una sucesion (zx)r en M que satisface ||zx|| = 0 y ||zx|[z = 1. Con este propdsito,
definamos
ap = ®(1,1,...,1,0,0,...),

N——
k

donde ® es una funcion gauge simétrica tal que T = Sg. Como L # IC, se sigue que
® no es equivalente a la norma uniforme de £, de modo que ay, — 0o (ver Lema
1.2.6). En el caso en el que w = 0o, consideremos (&;); un sistema ortonormal tal

que & € R(p;) para todo i > 1. No es dificil ver que la sucesion definida por

k
Zg = %_kl Z §2i—1 @ &ai — &2i @ Eaia
i=1
satisface las propiedades requeridas. En el caso en el que existan dos proyecciones
distintas de rango infinito p; y p;, sea (&); un sistema ortonormal tal que &ap—1 €
R(p:) v &k € R(p;) para todo k > 1. Entonces se puede definir la sucesion (2 )

de la misma manera que antes.

Lema 3.2.6 SiZ # K, son equivalentes:

1. La topologia cociente de Ur(P) coincide con la topologia heredada de

B(T).

2. w < o0 y hay sdlo una proyeccion de rango infinito en la familia { p;}y.

Demostracion. Supongamos que la topologia cociente de Uz(P) ~ Uz /G coincide
con la topologia heredada de B(Z) y sea M el suplemento del dlgebra de Lie de
G definida en la Proposicion 3.1.4. Recordemos que un atlas real y analitico de
Uz(P) compatible con la topologia cociente puede ser construido trasladando el

homeomorfismo
VWM -—9YW), U(z2)=(moexpy,)(2) = LezPLc,

donde W es un entorno abierto de 0 € M y () es un entorno abierto de P(ver
Teorema 1.4.4). Asumamos que la familia { p; }¢ no satisface las propiedades. Hay
dos posibilidades, la primera es que w = oo y la segunda es que existan dos

proyecciones distintas de rango infinito en { p; }¢’. Por la Observacién 3.2.5, en
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ambas posibilidades se puede encontrar una sucesioén (zx), en M tal que [|zx]| — 0

v ||zx]lz = 1. Observemos que
[Les PLe—= = Pl = || [Less -1, Plllszy < 2[le™ = 1] =0,

y usando que la topologia cociente de de Uz(P) coincide con la topologia del

subespacio, se llega a una contradiccion:
lzellz = 147" (Less PLo=,)|lz — 0.

Para probar el reciproco, asumamos que w < oo y que hay una séla proyeccién
de rango infinito en la familia { p;}{. Claramente, la afirmacién sobre la topologia

de Uz(P) estard probada si podemos mostrar que los
Ur =5 Ug(P)
u +— L,PL,

tienen secciones locales continuas, cuando Uz(P) es considerado con la topologia

relativa de B(Z). Con este fin, para i =0, 1,...,w, considerar las 6rbitas
O; :={upu” : uwelUsr}.
En [ALO8, Proposition 2.2] los autores mostraron que los mapas
Ur =5 0O
U > up;ut,

tiene secciones locales continuas, cuando Z es el ideal de los operadores Hilbert-
Schmidt. La misma prueba sirve para cualquier ideal Z simétricamente normado,

luego tenemos garantizada la existencia un mapa continuo
Vit{q€ O lg—pillz <1} Cp+I—Usr
tal que
wz(um*)pz%(wm*)* = up;u’
para cualquier u € Uz que cumpla que |Jup;u* — p;||z < 1.

Con todo esto se puede definir explicitamente la seccién para 7. Dicha seccién,

o esta definida en el conjunto

Vo= {QetlP): 10 Plaw < 5|
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o : Vp — Uz y esta dada por la férmula:
o(L,PL,) = Z i (upiu®)p;.

Si @ = L,PL, esté en el dominio de o, por la estimacién (3.4) en el Lema 3.2.4,
los operadores up;u* estan en el dominio de cada ;. La tarea que resta por hacer
es mostrar que 0 = o(L,PL,+) € Uz.

( i(upsu z) (i Piwi(upiU*>*>

w
=0

En primer lugar,

Upz )pi¢(upiU*)*

1

gl

up;u”

I
o

Observemos que como
p; (upju™) i (up;u®)p; = ¥ (up;u”) up;piu*; (upiu™) = 6;;,

entonces

VRS

szwz up;u ) <Z %(UPZU*)pz)

1=0

I
Ms

Di

|
o

Ademas se puede ver facilmente que

o—1=> (¢i(upu’) = p:.

=0

lo que implica que 0 — 1 € Z.
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Por otro lado, el mapa o es una secciéon para 7. En efecto, para cualquier y € Z,
La(LuPLu*)PLa(LuPLu*)*(y) = ZU(LuPLu*)piU(LuPLu*)*ypi

= Z Vi (upiu®)pbi (upiuw”) "yp;

Finalmente, para probar la continuidad de o, alcanza con notar que

w

0(LyPLy) = sz’(Fi(LuPLu*))pi

=0

y usar la continuidad de cada Fj, la cual fue probada en el Lema 3.2.4.

A continuacién probaremos el resultado principal de capitulo sobre la estruc-
tura diferencial de Uz(P).

Teorema 3.2.7 Sean ® una funcion gauge simétrica e I = Sg. Asumir que I #
KC. Sea P el operador de compresion asociado a la familia {p;}Y (1 < w < o0).

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. La topologia cociente en Ur(P) coincide con la topologia heredada de

B(Z).
2. Los espacios tangentes de Uz(P) son cerrados en B(Z).
3. w < 0o y hay sdlo una proyeccion de rango infinito en la familia { p; }§ .

4. Uz (P) es una subvariedad de B(Z).

Demostracion. Supongamos que Uz(P) es una subvariedad de B(Z). Por la Propo-
sicién 1.4.1, los espacios tangentes de Uz (P) tienen que ser cerrados en B(Z). Del

Lema 3.2.2 se sigue que la familia { p; }{ satisface las propiedades enunciadas.
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Ahora asumamos que w < 0o y que existe una sola proyecciéon de rango infinito
en la familia {p; }{. De acuerdo con los Lemas 3.2.2 y 3.2.6, lo que resta probar
es que los espacios tangentes son complementados en B(Z). Notar que alcanza con
probar que (TUz (P))p es complementado en B(Z).

La prueba de este hecho serd divida en dos casos dependiendo si el rango de pg
es infinito o finito.

Asumamos primero que rank(py) = oo, de modo que rank(p;) < oo para todo
i=1,...,w. Entonces X (p;) estd bien definido para todo X € B(Z),i=1,...,w,

y podemos definir

B(I) - Lan
w  i—1

X +— 2iIm (ZijX(pi)>
i=1 j=0

Notar que 2z es un operador lineal y continuo, entonces podemos definir una pro-

yeccién lineal y acotada sobre el espacio tangente de la siguiente manera:

E

B(Z) — (TUz(P))p
X — [LQ(X%P]

Con el fin de probar que F es una proyeccién consideremos X = [L,, P] para
algin z € Z;,. Notar que X (p;) = zp; —pizp; = (1 —p;)zp;, paratodoi =1,... w,

entonces tenemos

w  i—1 w
2(X) =2iIm <Z ijzpi> =z— Zpizpi.
i=1 j=0 i=0

Del Lema 3.1.1 podemos deducir que E(X) = [Lzx), P] = X, lo que prueba que
E es una proyeccién. Finalmente, la continuidad de 2 implica la continuidad de £.

Ahora estudiemos el caso en el que la proyeccién de rango infinito no es py.
Suponer sin pérdida de generalidad que rank(p;) = oo. Notar que la definicién
antes dada del operador Z(X) no funciona en este caso por dos motivos: en primer
lugar, como p; ¢ Z no se puede evaluar cualquier X € B(Z) en p;, y en segundo
lugar, cada vector tangente [L,, P] se anula en py.

Por lo tanto, es necesario modificar la definicién del operador Z. Se sabe que

como rank(p;) = oo entonces rank(py) < oo. Sean 7, . .., N, una base ortonormal
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CAPITULO 3. ORBITAS UNITARIAS DE LOS OPERADORES DE COMPRESION

de R(po) v € € R(p1) un vector unitario. Definamos 2 : B(Z) — Z,;, de la siguiente

manera.:

w  1—1 m
10 —221m< > piX(p) ZXnk®€§®nk>,
k=1

=2 75=0

M

para X € B(Z). La proyeccién sobre el espacio tangente es

B(Z) % (TUz(P))p

X — [L( ),P]

Notar que E es continua, con lo cual, solo resta probar que F es una proyeccion.
Para ésto, considerar X = [L,, P] para algin z € Z,,. Notar que como L,P(n; ®

¢) = 0 se tiene que
X @€) = =PLo(x ©€) = > pizmi @ pi = —pr2me @ &,
i=1
y entonces
D Xk @OE@m ==Y prz(m @ E)(E @)
k=1 k=1

== iz @m)

k=1

= —P1zDPo-

Luego se tiene que
w  1—1 w
2(X) =2iIm (Z ijzpi +p1zpo) =Z- sz‘zpz"
i=2 j=0 =0

De esta igualdad se deduce que E([L,, P]) = [L., P], con lo que la demostracién
queda terminada.
O
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3.3 Estructura diferencial de Uy (P).

En esta seccion estudiaremos el caso Z = K. Comenzaremos mostrando una esti-

macion similar a la dada en el Lema 3.2.1.

Lema 3.3.1 Sean P el operador de compresion asociado con una familia de pro-
yecciones mutuamente ortogonales {p; }Y (1 <w < 00) y x € K tal que p;xp; =0

para todo i > 1. Entonces
|1 LaP — PLg|l5c) > [|2(1 = po)-

Demostracion. Dado ¢ > 1 (fijo) vamos a construir una sucesiéon de proyecciones
que dependera del rango de p;. Si rank(p;) = 0o, definamos (p; x)x como la sucesion
de proyecciones de rango finito que satisfacen p; x < p; v pigx 7 pi- Sirank(p;) <
00, definimos p; ; = p; para todo £ > 1. Asumamos primero que w < oo. Entonces
la proyeccién dada por ey = >_." | p;j tiene rango finito. Notar que

w

(LaP — PLy)(ex) = > (1= pi)apis = Y _ pi

i=1 i=1
donde en la tltima igualdad se usa que p;zp; = 0. Luego se tiene que

w
z E Dik
i=1

|L.P — PL,| ey > ||(LeP — PLy)(ex)|| =

Y

Teniendo en cuenta que x € K y p;r / pi, tenemos que
HL:EP - PL;EHB(/C) > H"L‘(l _pO)H'

En el caso en que w = oo, definir e, = > | p; . De la misma manera que antes,

n
T E Dik
=1

concluimos que

Lo P — PLy||5x) =

Si k — oo, se tiene que

| Lo P — PL.||Bxc) >

I

n
x sz‘
i=1

para todo n > 1. Si n — oo, se llega a la estimacién deseada.
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Proposicién 3.3.2 Los espacios tangentes de Ui (P) son cerrados en B(K).

Demostracion. Notemos que por la observacién hecha al comienzo de la demostra-
cién del Lema 3.2.2, alcanza con probar, sin pérdida de generalidad, que el espacio
tangente en P es cerrado. Sea (zj)x una sucesiéon en Ky, tal que p;zpp; = 0 para to-
doi >0y k > 1. Supongamos que || [L.,, P] — X ||px)y — 0 para algin X € B(K).
De acuerdo con el Lema 3.3.1,

H(Zk - 27")(1 _pO)H < H [sz—zr’P] HB(’C)‘

Ademas, notar que

1z = ze)poll = [Ipo(2 = 2|
= [lpo(z = 2 )(1 = po|
< Lz, PlIsec)-

Por lo tanto (z;)r es una sucesién de Cauchy y entonces tiene limite zg € Kgup.
Luego,
[ {Lzy, Pl = [Lag, P1| < 2|26 = 20]| = 0.

Por lo tanto, podemos concluir que X = [L,,, P].

A continuacién estudiaremos la topologia de Uy (P). Mostraremos que la topo-
logia cociente y la topologia heredada de B(K) coinciden, sin tener en cuenta el

nimero o rango de las proyecciones en la familia { p; }§.

Observacién 3.3.3 Sea P el operador de compresion asociado con la familia
{pi }’. Consideremos las orbitas unitarias de las proyecciones, las cuales deno-
taremos por

O; = {upu® : u € Uk }.

parai=0,...,w. Afirmamos que el mapa

u(P) & 0o,
L,PL,x — wupou*

es Lipschitz.
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De hecho, de acuerdo con el Lema 3.3.1 aplicado a

x—u—l—Zplu—l —u—Zplupl

tenemos que

H (U - sz‘upi> (1—po)

Notando que

= [l2(1 = po)ll <|[LaP = PLa5x)

HLrP - PL:CHB(/C) = HLuPLu* - PHB(IC)

||Z?0UJ(1 - po)H =

Do (U - Zpiupi) 1 - po
i=0

(u - szupz> 1 - pO)

concluimos que
[pou(1 — po)l| < [|[LuP Ly — Pl

Ahora reemplazando u por u* tenemos que

11 = po)upoll = llpow” (1 = po)l| < | LwP Lus = Pllx).-

Luego llegamos a

| Fo(LuP Ly ) — Fo(P)]| = [lupou™ — po|
< [[(1 = po)upol| + |[por(1 — po)||
< 2||LUPLU* — P||,

hecho que prueba la afirmacion.

Lema 3.3.4 Sean u,v € Ux. Entonces

< 3||LyPLys — LyPLys

B(KC)»

Z up;u’p; — vpvp;
i=0

donde en el caso en que w = oo la serie de la 1zquierda es convergente en la norma

uniforme.
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Demostracion. Empecemos construyendo sucesiones de proyecciones de manera
andloga a lo que hicimos en la demostracién del Lema 3.3.1. Dado i > 1 (fijo), sea
(pix)r una sucesion de proyecciones de rango finito tal que p; . < p; y pix /" pi- En
caso de que p; tenga rango finito, definamos p; ;, = p; para todo k. Al igual que en
la prueba de dicho lema, vamos a asumir primero que w < oo y vamos a trabajar

con las proyecciones ortogonales definidas por e = > 7" | p; .

Sea
a(u,v) = ||[LyPLys — Ly PLy-||3(x).-
Como y
(LyPL,» — L,PL,)(ey) = Z(upzu* — VPV )Di g,
i=1
entonces

w

Z(ww* — PV )Pik
1=1

= ||(LyPLy — LyPLy)(e)]| < a(u,v).

Notar que para cada i > 1, el operador up;u* — vp;v* es compacto. Si k — oo, se

obtiene que

Z(upiu* —opv*)pi|| < a(u,v).
i=1
Notar que por la Observacion 3.3.3
[[(upoiv” — vpov™)poll = [lo(v upor™v — po)v”po
< 2||Lysy P Ly — P||
< 2a(u,v).
Luego, se tiene que
Z(upiu* —upv)pi|| < 3a(u,v). (3.5)
i=0

Esto finaliza la demostracion para el caso w < 0o. Si w = 00, observemos que

Z up;u*p; — vpvp; = Z Upi(U* - 1)2% - Upi(v* - 1)2%‘ + (u —V)p;.
i=0 i=0

Como los operadores u* — 1, v* — 1 y u — v son compactos, la serie converge en la

norma uniforme.
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De la ecuacion (3.5), se tiene que

n

Z(UPW* — vpiv”)pi€

1=0

< 3a(u,v)

para cualquier £ € H, ||£]| = 1 yn > 1. Dejando que n — oo, se tiene la desigualdad

deseada

= sup
llél=1

> (upu — vpiv)p;
=0

Z (upiu”™ — vpiv*)pig
i=0

‘ < 3a(u,v).

En la siguiente proposicién se extiende la técnica desarrollada en [ALO8] con

el fin de construir secciones locales continuas.

Proposicién 3.3.5 Sea P el operador de compresion asociado a la familia { p; }V

donde 1 < w < oo, entonces el mapa
7 Uc — Ue(P) CB(K), 7(u)= LyPLy,

tiene secciones locales continuas, cuando Uic(P) es considerado con la topologia

heredada de B(K).

Demostracion. Primeramente notemos que como la acciéon de Uy es isométrica,
alcanzara con encontrar una secciéon continua ¢ en un entorno de P.
Demostraremos el caso en que w = 0o ya que para el caso w < oo la demostra-
cién es similar. Para definir la seccion local consideremos el siguiente entorno de
P:
Vi={Q €U(P) : [|Q — Pllsge) < 1/3 }.

Dado @ = L,PL, € V, donde u € Uy, sea ¢; = F;(Q) = up;u* para i > 0.
De acuerdo a la demostracion del Lema 3.2.4 la funcién F; estda bien definida.

Llamamos s a la serie dada por
s=5(Q)=>_ api.
i=0
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Esta serie es convergente en la topologia fuerte de operadores. De hecho, se puede

reescribir como
Z ¢pi = ZUPZ(U* — Dpi + (u—1)p; + pi,
i=0 i=0

donde el primer y segundo sumando en la derecha son convergentes en la norma
uniforme, mientras que el tercero es convergente en la topologia fuerte de opera-

dores. Por otro lado, notar que por el Lema 3.3.4, se tiene que
s = 1]| <3[|Q — Pllswk) < 1.

Luego, s es inversible. Mas aun,
s—1= U(sz(U* — 1)pi + 1) —1= UZPZ(U* —Dpi+u—1€Kk,
i=0 1=0

lo cudl se debe al hecho que "% pi(u* — 1)p; € K. A continuacién mostraremos
que

o =0(Q) = s|s|™
es una seccion local continua para 7. Con este propdsito, notar que sp; = ¢;p; = ¢;s,
K ?p;, lo que implica que

de modo que p;|s|]® = s*¢;s = |s

opio” = sls|'pils|T's" = spils| 25" = spisT! = .

Esto permite probar que ¢ es una seccion: para cualquier y € IC, se tiene que
LoPLy(y) = opio*ypi = Y qiypi = Qy)-
i=1 i=1

Por otro lado, |s|? —1 € K, y consecuentemente, |s| —1 = (|s|> —1)(|s| + 1)~ € K.

Luego, podemos afirmar que
o—1=sls| = 1=(s—|s)[s|7" = (s = 1)Is|7 + (L~ [s])]s|" € K.

Por lo tanto 0 € Uy. Con el fin de probar la continuidad de o considerar el
subgrupo de GI(H) dado por

Gl ={9eGI(H) :g—1e K}
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Este es un grupo de Lie-Banach dotado con la topologia definida por (g, g2) —
llg1 — go|| (ver [Bel06]). Por el Lema 3.3.4, el mapa s : V — Gl es continuo.
Ademsds el mapa Glx — Uy, s — s|s| ™!, es real y analitico por las propiedades de
regularidad del célculo funcional de Riesz. Luego o es continua, por ser composicion
de mapas continuos.

U

Nuestra siguiente tarea en el estudio de la estructura de subvariedad de Uy (P)
es analizar la existencia de un suplemento para (TUz(P))p en B(K). La existen-
cia de tal suplemento esta estrechamente relacionada con el hecho que para un
espacio de Hilbert infinito dimensional H, los operadores compactos no son com-
plementados en B (#). Una demostracién de este resultado puede ser encontrada
en [Con72]. Dicha prueba estd basada en el conocido resultado que establece que ¢y
no es complementado en el espacio de las funciones acotadas £°°. Una demostracion

de esto tltimo puede ser encontrada en [Whi66].

De los resultados recién mencionados podemos deducir dos hechos que vamos
a utilizar cuando mostremos bajo qué condiciones Uy (P) es una subvariedad de

B(K). Los enunciamos en el siguiente lema:

Lema 3.3.6 Sean qq,qs dos proyecciones ortogonales de rango infinito en H, en-

tonces

1. ¢1Kqa no es complementado en ;B (H)qs.

2. 1Kang2 mo es complementado en ¢, B (H),;,q2-

Demostracion. Supongamos primero que ¢; gy es complementado en ¢ B (H)gs.
Entonces, se tiene una proyeccién acotada E : ¢;B(H)qgx — ¢1Kge. Sea v una

isometria parcial en ‘H tal que v*v = ¢; y vv* = ¢o. Luego, se puede definir
E: @B (H)g — ¢Kqo

como E = L,EL;. Notar que E es una proyeccion acotada, lo que es imposible

por la observacion hecha anteriormente.
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Suponer ahora que ¢1Kq,q2 es complementado en ¢ B (H),, 2. Entonces exis-
tirfa una proyeccién acotada E : ¢1B (H),,¢2 — ¢1Kange. Sea ahora

E: @B (H)g — 1K

dada por
E(q15¢2) = —iE(q1i Re(S)q2) + E(q1i Im(S5)qo)

para S € B(#). Entonces E es una proyeccion acotada, lo cual no es posible por
la primera parte de este lema.
O

En el siguiente resultado agrupamos las propiedades de Uy (P) antes demostra-

das y damos una caracterizacion completa de la estructura de subvariedad.

Teorema 3.3.7 Sea P el operador de compresion asociado a la familia {p;}} (1 <
w < 00). Entonces U (P) es una cuasi subvariedad de B(K).
Mas ain, Uc(P) es una subvariedad de B(K) si y sdlo si w < oo y hay sélo

una proyeccion de rango infinito en la familia { p; }§.

Demostracion. Las Proposiciones 3.3.2 y 3.3.5 garantizan que Ui (P) es una cuasi
subvariedad de B(K).

Ahora supongamos que w < 0o y que hay sélo una proyeccién de rango infinito
en la familia {p; }¢’. La misma demostraciéon del Teorema 3.2.7 puede llevarse a
cabo para mostrar que (TUx(P))p es complementado en B(K).

A continuacién asumamos que Uy (P) es una subvariedad de B(K). De acuer-
do con la Proposicién 1.4.1, hay una proyeccién lineal y acotada E : B(K) —
(TUx(P))p. Vamos a tener en cuenta dos casos: el primero es que haya dos pro-
yecciones de rango infinito en la familia { p; }¢, y el segundo, que w = co.

Para el primer caso, sean ¢; € {po,p1,---,Pw YV @ € {P1,---,pw } \{ @1 } las
dos proyecciones de rango infinito. Para el segundo caso, definir ¢; = Y ;o por ¥
@2 = Y peoP2k+1- En cualquiera de las dos situaciones, definamos el siguiente mapa
lineal y acotado

E:q¢B(H),, 0 — ¢ Kanga,

dado por

E(qirq) = (quE)( [Lq1ftfqz+q2xq1a P])(q2).
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Afirmamos que E es una proyeccion sobre ¢/, q2. Primeramente, notar que para
cada x € B(H),, existe z € Ky, tal que E([Lgzgo+gowq1, P]) = [Lz, P

En el caso en el que hay dos proyecciones de rango infinito, notar que

w

E(qizg) = ¢ Z(sz‘ — Piz)@epi = @1(2¢2 — @22)q2 = q12Go-
i=1

Por otro lado, cuando w = oo,

[e.9]

E(qizg2) = ¢ Z(sz — Piz)q2pi
i=1
Z()O

= Z(szkﬂ - p2k+12)p2k+1
k=0

oo
= qz ZP%H
k=0

= 124>

Esto prueba que en cualquier caso, la imagen de E esté contenida en P1ICanp2-
Ademas, como E : B(K) — (TUx(P))p es una proyeccion, para un z en Kqp,
vale que E( [Lq,ugs+qpaar: P)) = [Laroge+qsaar ). Luego,

E(qrg) = q(gixg + ¢2¢1)g2 = (1a¢o.

Por lo tanto, E es una proyeccion lineal continua sobre ¢, /Cqrq2. Pero esto dice que
q1/Canga es complementado en ¢1B (H),, ¢z, 1o cual contradice el Lema 3.3.6.
O

3.4 Orbita unitaria de un operador normal y com-

pacto

En esta seccion nos dedicaremos a estudiar la topologia de las érbitas Uz-unitarias
de un operador compacto y normal. Este estudio lo haremos aplicando los resul-

tados obtenidos previamente sobre la topologia de Uz (P).
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Sea a un operador compacto y normal. La pregunta de cuando la érbita unitaria
de a, i.e.
U(a) ={uau” : uel},

tiene la propiedad de que la topologia cociente coincide con la topologia de la norma
uniforme fue resuelta por L. A. Fialkow [Fia78]. Ambas topologias coinciden si y
solo si a tiene rango finito.

En esta seccion, estudiaremos la misma pregunta, en este caso dirigida a la

orbita Uz-unitaria de a, la cual estd dada por
Uz(a) = {uau® : v € Ur}.

Mostraremos que la topologia cociente coincide con la topologia inducida por la
norma del ideal Z si y s6lo si el operador compacto tiene rango finito.

Mas alla de que orbita Uz-unitaria esta, en general, incluida en la érbita unitaria
usual (es decir U(a)), ambas dérbitas coinciden si a tiene rango finito (ver, [Lar06,
Lemma 2.7]).

Recordar que para u € Uz,
wau* =a+a(u® — 1)+ (u — lau” € a + 7.

Luego, podemos dotar a Uz(a) con la topologia dada por el espacio de Banach
afin a +Z. Ademas de eso, si miramos a Uz(a) desde el punto de vista de espacio
homégeneo, lo podemos dotar de la topologia cociente.

Si Z es el ideal de los operadores traza, P. Bond [Bén04] prob6 que ambas
topologias coinciden cuando a tiene rango finito. Este resultado fue extendido a
cualquier ideal simétricamente normado por D. Beltita and T. Ratiu in [BRO5,
Theorem 5.10], donde ademds mostraron que las érbitas Uz-unitarias son espacios
homoégeneos débilmente Khaler. En esta seccion vamos a probar el reciproco de este
resultado, como asi también, expondremos una nueva demostracién a la implica-
cién ya conocida en términos de los resultados sobre los operadores de compresion
obtenidos previamente.

Este resultado estd relacionado con diferentes trabajos de E. Andruchow, G.
Larotonda y L. Recht [AL10, ALR10, Lar06] donde, sin la hipétesis de que a sea
compacto, describieron una serie de condiciones equivalentes a la existencia de es-

tructura de subvariedad de las érbitas Uz-unitarias (o las usuales), donde Z es el
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ideal de los operadores de Hilbert-Schmidt o el ideal de los operadores compactos.
En particular, establecieron condiciones suficientes para asegurar que ambas topo-
logias coincidan. Una de estas condiciones establece que el espectro de a debe ser
finito. Notar que en nuestro caso, como a es compacto, el espectro de a es finito si

y s0lo si a tiene rango finito, es decir, volvemos a encontrar la misma condicion.

Observaciéon 3.4.1 La idea principal para relacionar orbitas unitarias de opera-
dores de compresion con las orbitas Ur-unitarias de un operador compacto es la
sigutente. Por el teorema espectral podemos reescribir al operador a, el cual es

compacto Yy normal, coOmo una serie que converge en norma um’forme, €s d@CZ'T,
w
i=1

donde 1 < w < 00, A\; son los autovalores no nulos y distintos de a y { p; }} es una
familia de proyecciones ortogonales mutuamente ortogonales de rango finito dadas
por las proyecciones ortogonales sobre ker(a — X;). Luego, podemos considerar P
el operador de compresion asociado con la familia { p; }¥.

Sea u € Ur tal que ua = au. Si consideramos la descomposicon espectral de a,
vemos que u debe ser diagonal de bloques con respecto a la familia {p; }y. Esto
dice que el grupo de isotropia en a coincide con el grupo de isotropia en P, es
decir,

{velr ruwa=au}={uvely: L,P=PL,} =G.

Luego, se tiene que la topologia cociente en Ur(a) ~ Uz /G es igual a la topologia

cociente en Uz(P).

Corolario 3.4.2 Sean ® una funcion gauge simétrica e I = Sg. Sea a un ope-
rador compacto y normal. Entonces la topologia cociente en Uz(a) coincide con la
topologia heredada de a + I si y sdlo si rank(a) < oco.

Demostracion. Supongamos que rank(a) < oco. Esto es equivalente a afirmar que
w < oo en la descomposicién espectral de a dada por la ecuacion (3.6). Bajo esta
suposicion la familia { p; }§ tiene una tnica proyeccién de rango infinito, a saber,
po =1—"> ", pi. De hecho, notar que py es la proyeccién ortogonal sobre ker(a).
De acuerdo con la Proposicion 3.2.6 cuando Z # K, o la Proposicién 3.3.5 cuando

7T = K, la topologia cociente coincide con la topologia heredada de B(Z) en Uz(P).
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Como la topologia cociente en Uz(a) es més fuerte que la topologia heredada de
a+Z, resta probar que cualquier sucesion (uy,), en Uz que satisface ||u,au’ —allz —

0 convergera a a en la topologia cociente. Con este propésito, observemos que
Pi(Una — auy)pj = (A — Aj)pitinp;,

y entonces

lpinpsllz < 1A = M| lwna — a2 = 0,

para todo i,7 > 0y i # j (donde se define Ay = 0). Sea ahora xz € Z tal que
|z||z = 1. Como

w

i=1

< Z [unpi — pivnllz < QZ |pjunpillz,
i=1

z i#j

vemos que

HLunPLu;; - PHB(I) = HLunP - PLun”B(I)
<2 |lpjunpillz = 0.
1#]
Por las observaciones en el primer parrafo de esta demostracién y la Observacion

3.4.1, lo ultimo es equivalente a decir que u,au;, — a en la topologia cociente.

Con el fin de probar el reciproco, asumamos que la topologia cociente en Uz (a)
coincide con la topologia heredada de a + Z. Necesitaremos considerar dos casos.
En el primer caso suponer que Z # K. Sea M el suplemento del algebra de Lie
de G definida en la Proposicién 3.1.4. Si rank(a) = oo, podemos construir una
sucesion (zx)r en M tal que ||zx]| = 0y ||zk|lz = 1 (ver Observacién 3.2.5).

Dado € > 0, sea M > 1 tal que || >°:7 )., Aipi|| < e. Entonces se sigue que

le*ae™ —allz = [[(e* — 1)a —a(e™ —1)[|z
M w
<ol =11 Sonm| +ler -1l S i )
i=1 7 i=M+1
M
i=1 7
Si hacemos que k — 0o, vemos que e**ae”** — a en la norma || - ||z, o equivalen-

temente, en la topologia cociente. Por el mismo argumento usado en el principio
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del Lema 3.2.6 se llega a que ||zx||z — 0, una contradiccién con nuestra eleccion
de (zx)k-
Considerar ahora el caso en que Z = K. Bajo la suposicion que ambas topologias

coinciden en Uy (a) afirmamos que el mapa
A U(a) — U (P), A uau™) = L,PLy~,

es continuo, cuando uno dota Uy (a) con la topologia heredada de K y Uy (P) con
la topologia heredada de B(K). De hecho, por la Proposicién 3.3.5 la topologia
cociente y la topologia heredada siempre coinciden en Uy (P). Entonces el mapa A
resulta ser el mapa identidad de Uy /G, y por lo tanto, se llega a nuestra afirmacién.

Supongamos nuevamente que rank(a) = co. Bajo este supuesto, vamos a llegar
a una contradiccién con el hecho que A es continua. Observemos que debe haber
un nuimero infinito de proyecciones de rango finito en la familia { p; }{ y los au-
tovalores de a satisfacen \; — 0. Sea ({,-J(i)) una base ortonormal de H tal que
(&.,5(5))j(i)=1,....rank(p;) €S una base R(p;) para todo i > 1. Consideremos la siguiente

sucesion de operadores unitarios:

Up = Ent21 @ Enr11 T Enr11 @ &g + €ny

donde e,, es una proyeccién ortogonal sobre { &, 1.1, &nioa }. Como u, — 1 tiene

rango finito, u,, € Ux. Luego, se tiene que

lunau, — all = [luna — au,||

= H()‘nJrl - )‘n+2> (£n+2,1 ® £n+1,1) - <)‘n+2 - )‘n+1)<€n+1,1 ® €n+2,1 )H
< 2|>\n+1 — )\n+2’ — 0.

Por otro lado, notar que

HLunPLu:‘L - PHB(IC) > ”(LunPLu; - P)(fnﬂ,l ® fn+1,1)H
= ||unprt1ty, (§nt11 @ Ent11) — Entia @ Engrn |

= [[€nr11 @ Engra|l = 1,
aqui hemos usado que
unpn+1ujz(€n+1,1 X €n+1,1) = 0.
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Pero esto contradice la continuidad de A. Luego a tiene que tener rango finito, y
el teorema queda demostrado.
([l

3.5 Revestimiento

Para u € Uz, consideremos el automorfismo interno dado por Ad, : T — Z,
Ad, () = uzu*. Dado un operador de compresién P asociado con la familia { p; }¥,

hay otra orbita de P definida por
Oz(P) :={ Ad,PAd, : u € Ur}.

Notar que todos los operadores en Oz(P) son operadores de compresién, mientras
que P es el inico operador de compresién en Uz (P). El grupo de isotropia de la

accion co-adjunta esta dado por
H={uwelUr : Ad,PAd, = P}. (3.7)

Con el fin de encontrar una caracterizacién de los elementos de H, probaremos el

siguiente lema.

Lema 3.5.1 Sea P el operador de compresion asociado con la familia {p; }¥ y
Q el operador de compresion asociado con otra familia { ¢; }¥. Entonces P = Q
siy solo si w = v Y p; = o) para alguna permutacion o de {0,...,w} tal que
o(0) =0.

Demostracion. Supongamos primero que P = (). Esto es equivalente a

> pirpi = qiag;, (3.8)
i—1 j=1

para todo x € Z. Si rank(p;) < oo, @ > 1, definamos = p; para obtener
Zgzl q;piq; = pi- Entonces se sigue que ¢;p; = ¢;p:q; = piq; para todo j > 1.
Si rank(p;) = oo, usaremos la misma idea con una sucesién de proyecciones (),

tales que e, < p;, e, /* p;, para encontrar que gje, = e,q;, lo que implica que
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qjp; = pig;. Como pg = 1—>"" piy go =1 — > 7, ¢qj, se puede concluir que
q;pi = piq; para todo ¢,5 > 0.

Ahora afirmamos que para cada i > 0, podemos encontrar una unica o (%)
tal que p; = g¢o(;). Con este fin, sea { € R(p;), { # 0. Observemos que p;§{ =
£ = Z;ZO ¢;€. Esto implica que hay algin j := o(i) tal que ¢;§ # 0. Entonces
¢;§ = q;pi§ = pig;&. Ahora consideremos 7 € R(p;) y reemplacemos z = 1 ® ¢;&
en la ecuacién (3.8). En el caso i > 0 se tiene que n ® ¢;& = (g;n) ® ¢;€. Si j =0,
entonces 1 ® ¢;¢ = 0. En particular, si tomamos n = ¢;§ # 0, llegamos a una
contradiccién. Luego, debe ser j > 0, con lo que la ecuacién n ® ¢;& = (¢;n) ® ¢;&
implica que ¢;n = 1. Como 7 es arbitrario, se tiene que R(p;) C R(g;). De una
manera similar, podemos elegir n € R(p;) para obtener R(g;) € R(p;). Luego
pi = gj.

En el caso 7 = 0, necesitamos probar que py = ¢qp. Supongamos que existe algin
J > 0 tal que g¢;& # 0. Por el parrafo anterior, sabemos que ¢;& € R(po). Entonces
reemplazando z = (¢;€) ® ¢;€ en la ecuacion (3.8) se tiene que 0 = (¢;&) ® ¢;&, y
luego ¢;¢ = 0, lo que es una contradiccién. Luego obtenemos que § = Zﬁzo q;§ =
qo&, y consecuentemente, R(py) C R(qp). Intercambiando py y qo, concluimos que
Po = qo- Como{ ¢; }{ es una famillia mutuamente ortogonal, o(i) es tnica y la

afirmacién esta probada.

En otras palabras, se probd la existencia de un mapa o : {0,...,w} —
{0,...,v} que satisface p; = ¢o;) y 0(0) = 0. Repitiendo el argumento anterior
con ¢; en lugar de p;, podemos construir otro mapa ¢ : {0,...,v} = {0,..., w}
tal que g; = py() ¥ ¥(0) = 0. Pero pi = goti) = Plyo)i) ¥ 45 = Pug) = dlow)(s)» luego
se tiene que o1) = ¥o = 1. Por lo tanto, o es una permutacién y w = v.

Con el fin de probar el reciproco, consideremos P el operador de compresién
asociado a la familia { p; }{", @ el operador de compresion asociado a { po) }Y ¥
o una permutacién de {0,...,w }. Como el caso w < oo es trivial, consideremos

k .
w = o0o. Definamos e, = ) ;_,p;. Para cada x € 7, al ser  compacto, se tiene que

|(1 — ex)z|| — 0. Observemos que para k > 1,

00 k o)
Zpa(i)ekxpa(i) = Zpﬂpi = Zpi€k$pi-
i=1 i=1 i=1
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Luego, obtenemos que

Z:'Upo'l szxpz

1_€k xpaz szl_ek xTp;

< 21— el 0,

hecho que prueba que P = ().

Sea P el operador de compresién asociado a la familia { p; }1'. Sea F el conjunto
de todas las permutaciones o de {0,...,w } tal que o(i) = i para todo salvo para
finitos ¢ > 0. Notar que esta ultima restriccién en la definicién del conjunto F' es
innecesaria si w < oo. Consideremos permutaciones de un nimero finito de bloques

de dimensién finita que fijen al cero, es decir,:
F:={o€F :0(0)=0, rank(p;) = rank(p,(;)) < oo if o(i) # 1 }.

Sea (& j()) una base ortonormal de H tal que (& () j(i)=1,....rank(p;) €5 UnNa base de
R(pi), donde i = 0,...,w. Para cada o € F, definamos:

ra(gi,j(i)) = ga(i),j(o‘(i))a = 07 <o, W, ](Z) = 17 B 7rank(pi)-

Notar que rank(r, — 1) < oo, ya que o € F. Luego, se sigue que r, € Ur para
cualquier ideal Z simétricamente normado.

Ejemplo 3.5.2 Un ejemplo simple lo tenemos cuando H = C", rank(p;) = 1y
>, pi = 1. El conjunto de todas las matrices de la forma r,, o € F, se reduce a
todas las matrices de permutacion. De acuerdo con el siguiente resultado, H tiene
exactamente n! componentes conexas.

Recordemos que por la demostracién de la Proposicion 3.1.4 sabemos que el
grupo de isotropia GG en P correspondiente a la acciéon dada por la representacion
a izquierda, puede ser caracterizado como operadores unitarios que son diagonales
de bloques, es decir,

G:{UEUI : Zpiupi:u},
i=0

donde P es el operador de compresién asociado a la familia { p; }1.
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Lema 3.5.3 Sea H el grupo de isotropia definido en (3.7). Entonces,

H = UTUG,

oeF

donde cada conjunto en la union es una componente conexa de H.

Demostracion. Sea u € Uz tal que Ad,PAd,~ = P. De acuerdo con el Lema 3.5.1 se
tiene que up;u* = p,(;) para alguna o permutacién de {0,...,w } tal que o(0) = 0.
En particular, observemos que pjup; = 0; () Po(s)t, lo que dice que u tiene sélo un
bloque no nulo en cada fila. Como u — 1 € Z, se tiene que o € F. Luego, podemos
escribir u = r,r,-1u, donde r,—1u € G.

Para probar la otra inclusién, notemos que r,upu*ro—1 = ropire-1 = Po(i)
para cualquier u € GG. Ahora, aplicando nuevamente el Lema 3.5.1 obtenemos que
Ad,PAd, = P.

Con el fin de establecer la tultima afirmacién sobre las componentes conexas de

H, observemos que

lrou — rorv||z > ||rou — rev|] > 1,

siempre que o # ¢’ y u,v € G. Esto implica que la distancia entre cualquier par
de conjuntos que aparecen en la uniéon es mayor o igual que uno. Por otro lado,
se sabe que Uz es conexo, entonces también lo es r,G. Con esto, el lema queda
probado.

O

Observaciéon 3.5.4 Una consecuencia del Lema 3.5.3, es que H es un subgrupo
de Lie-Banach de Uz. De hecho, las componentes conexas de H son difeomorfas
al subgrupo de Lie-Banach G de Uz.

Luego, se sigue que Oz(P) ~Uz/H tiene estructura de variedad dotada con la

topologia cociente.

Teorema 3.5.5 Sean ® una funcion gauge simétrica e I = Sg. Sea P el operador

de compresion asociado a la familia {p;}{. Si T # K asumiremos también que
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w < 0o Yy que hay sdlo una proyeccion de rango infinito en la familia { p; }§.

Entonces el mapa
Il: U (P) — Oz(P), (L,PLy )= Ad,PAd,~,

es un revestimiento, cuando Ur(P) es considerado con la topologia heredada de

B(Z) y Oz(P) con la topologia cociente.

Demostracion. En el caso en que Z # K, bajo las hipdtesis sobre la familia { p; }¥,
en el Lema 3.2.6 probamos que la topologia cociente coincide con la topologia del
subespacio en Uz(P). En el caso en que Z = K ambas topologias coinciden sin
hipétesis adicionales por la Proposicién 3.3.5. Por otro lado, por el Lema 3.5.3 el
cociente H/G es discreto, entonces H/G es homeomorfo a F. Definamos la accién
de F en Uz(P) dada por o - Ly PLy = Ly, PLy _ 0.

Podemos hacer las siguientes identificaciones:
Ur(P)/F ~ U (P)/(H/G) ~ (U7/G)/(H/G) ~Ur/H ~ Oz(P).

Debido a esto podemos pensar en II como el mapa cociente Uz (P) — Uz(P)/F.
Luego, para probar que II es un revestimiento, alcanza con probar que F actua de
manera propiamente discontinua en Uz(P) (ver [Gre67]). Esto significa que para
cualquier @ € Uz(P), hay un entorno abierto W de @ tal que WNo - W = () para
todo o # 1. Claramente, no hay pérdida de generalidad si probamos este hecho

para (Q = P. Con este propdsito, definamos el entorno abierto como
W:={Q eUr(P) : |Q— Pz <1/2}.

Supongamos que W N o - W # () para algin o # 1. Entonces existen Q,Q € W
tales que Q = 0 - Q. Si Q = L,PL,~, tenemos que Q = Ly, PLy__ . Podemos

estimar la distancia entre Q y Q de la siguiente manera:

1Q — Qlls@) = IP — Ly, PL.__, |52

> Z(Pz — Do(i)) (@ E)ps i
i—1
=@ &z =1,
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donde ¢ € R(p;) es tal que ||€]| = 1y (i) # i. Pero como Q,Q € W, tenemos
que [|Q — QHB(I) < 1, lo cual es una contradiccién. Luego la accién es propiamente
discontinua, con lo que la demostracién esta completa.

O

3.6 Una métrica de Finsler completa

Dada una curva I'(t), t € [0,1], C' a trozos en Uz, podemos medir su longitud

usando la norma del ideal simétricamente normado, es decir,

Ly, (T) = / 10 | dt.

Como el espacio tangente de Uz en u puede ser identificado con uZ,;, (o también
con Z,pu), la longitud antes enunciada estd bien definida. Existe una distancia

rectificable en Uz definida de manera estandard, a saber
dyy (ug,uy) =if {Lz (') : T' C Uz, T'(0) = up, I'(1) = uy}.

Sea P el operador de compresion asociado a la familia { p; }{. Como Uz(P) es un
espacio homogéneo, es natural dotar de la métrica cociente a los espacios tangentes.
Si Q = L,PL,~ para algun u € Uz, entonces para [L,, Q] € (TUz(P))q se define

L2, Qg = mf{ [[z + yllz : ¥ € Zan, AduPAdw(y) =y }.

De hecho, la norma en (TUz(P))qg es la norma de Banach cociente de Z,;, por el
algebra de Lie del grupo de isotropia en (). Es fécil ver que esta métrica es in-
variante bajo la accion. Esta métrica de Finsler cociente ha sido introducida en
varios espacios homégeneos, ver por ejemplo [AL10, ALR10] donde son desarrolla-
das algunas de las caracteristicas de esta métrica.

La métrica de Finsler cociente en Uz (P) permite introducir otro funcional de

longitud, a saber
1
Lus ) (7) = / o

donde ~(¢), t € [0,1], es una curva continua y C! a trozos en Uz (P). Luego hay

una distancia rectificable asociada dada por

du Py (Qo, Q1) = Inf{ Ly (py () = v CULZ(P), ¥(0) = Qo, ¥(1) = Q1 },
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donde las curvas 7 consideradas son continuas y C* a trozos.
El siguiente resultado prueba que la distancia rectificable en Uz (P) puede
ser aproximada levantando curvas a Uz. Omitiremos su demostracién ya que con

ligeras modificaciones y adaptaciones, se sigue como en el Lema 2.5.1.
Lema 3.6.1 Sea Qy, Q1 € Uz (P). Bajo las hipdtesis del Teorema 3.5.5,

duy () (Qo, Q1) = Inf { Ly, (T) : T C Uz, LroyQoLro)y = Qos Lr)QoLray = @1},

donde las curvas I' consideradas son continuas y C* a trozos.

De la misma manera que se hizo en el Teorema 2.5.3, vamos a caracterizar la
distancia rectificable como la distancia cociente de grupos. De esta caracterizacién
vamos a deducir la completitud de Uz (P) con la distancia rectificable. Nuevamente
utilizaremos el Lema de Takesaki (lema 2.5.2), en este caso considerando H = Uz

y G el grupo de isotropia en P.

Teorema 3.6.2 Sean ® una funcion gauge simétrica e I = Sg. Sea P el operador
de compresion asociado con la familia {p;}\’. Si T # K asumir ademds que w < 0o
y que hay solo una proyeccion de rango infinito en la familia { p; }§. Sean u,v € Uz,

)
duz (LyPLy+, L,PLy) = inf {dy, (uvy,vvq) : vi,v9 € G}.

Entonces, duz = dyyp). En particular, (Uz (P), dyy(p)) es un espacio métrico

completo y dy,py metriza la topologia cociente.

Demostracion. Recordemos que (Uz, dy, ) es un espacio métrico completo y G es
dy-cerrado en Uz (ver por ejemplo [Chil0, Lemma 2.4]). Luego, la distancia co-
ciente duz estd bien definida. M&as aun, como la multiplicacién por unitarios es

isométrica, puede ser calculada como
dy, (LyPLy~, LyPLy) = inf {dy, (u,vv1) : v, € G}.

Para probar que duz < dy,(p), fijar € > 0. Por el Lema 3.6.1 existe una curva

I' € Uz que satisface
1. T'(0) = u, I'(1) = vvy, with v; € G,
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2. LL{I(F) < duI(p) (LUPLU*7 LvPLU*) + €.
Entonces se tiene
duI(LuPLu*, L,PL,) < dys, (u,vv7) < Ly, () < duI(P) (LyPLys, LyPLy) + €.

Como € es arbitrario, se probé la desigualdad deseada. Para probar la otra, notar

que dado € > 0, existe v; € G tal que
dy, (w,v01) < dyg (LyPLy, LyPLye) + €

Entonces existe una curva I' C Uz tal que I'(0) = u, I'(1) = vvy y Lz (') <

dz (u,vvy) + €. Luego, se tiene que
duI(p)(LuPLu*, L,PLy) < Ly, (') < dyy, (u,vv7)+€ < dL{I (LyPLys, LyPLy)+2€.

Con lo que dy, = dy,(p). La completitud de (Uz (P), dyyp) v el hecho que dyy, (p)
defina la topologia cociente, se siguen del Lema 2.5.2.
O
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