Capitulo 5

Manifestaciones de las proyecciones
A-autoadjuntas en la teoria de
muestreo

El objetivo de este capitulo es mostrar de que manera las proyecciones A-autoadjuntas apare-
cen en los procesos de muestreo. Basicamente, la teoria de muestreo estudia la posibilidad de
reconstruir una senal, que matematicamente es modelada por medio de una funcion, a través
de una serie de mediciones de a misma, las cuales en el modelo matematico consisten en una
sucesién de numeros que estan relacionados con la senal de algin modo. La teoria moderna
de muestreo se originé a partir del trabajo de Shannon “ Communication in the presence
of noise” publicado en 1949 ([110]), vy ha sido estudiada desde distintos puntos de vista.
En este capitulo nos concentraremos en los procesos de muestreo y reconstrucciéon lineales,
desde la perspectiva de la teoria de operadores. Nuestro principal objetivo es mostrar como
las proyecciones A-autoadjuntas aparecen en tales procesos, y a partir de esto, por un lado
relacionar los modelos introducidos por Eldar y Werther [54] y Smale y Zhou [111]. Por otro
lado, las técnicas empleadas nos permitiran responder interrogantes planteados en [111].

5.1 Espacios de Hilbert con niicleo reproductivo

Los espacios de Hilbert con un nticleo reproductivo han demostrado ser muy ttiles en diversas
areas de la matematica. En particular, estos espacios ofrecen un marco ideal para modelar
los problemas de muestreo. Comencemos recordando su definicion.

Definicién 5.1.1. Un espacio de Hilbert de funciones definidas en un dominio comtn (2 se
dice que es un espacio de Hilbert con nicleo reproductivo si existe una funciéon K : QxQ — C
tal que:

o ke = K(-,&) € H para todo £ € Q.

o (&) = (f, ke) para toda f € H y para todo £ € 2
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64 Capitulo 5. Proyecciones A-autoadjuntas en la teoria de muestreo

Dicha funcién K se denomina nticleo reproductivo.

Notese que, a partir de la definicion, resulta relativamente sencillo deducir que un espacio
de Hilbert admite a lo sumo un niicleo reproductivo. En efecto, supongamos que K : 2xQ —
Cy H : Q2x) — C son dos nucleos reproductivos para cierto espacio de Hilbert H compuesto
de funciones definidas en 2. Entonces, dados &, 7 € )

K(&§n) = (ky, he) = (he Ky ) = H(n, &) = H(E,n).

A raiz de esta unicidad es que a veces escribiremos H para simbolizar que H es un espacio
de Hilbert con nucleo reproductivo K.

Por otro lado, de la definicién también resulta sencillo observar que, en un espacio de
Hilbert con ntcleo reproductivo, las evaluaciones son funcionales lineales continuos. Esta
propiedad, en realidad, caracteriza a dichos espacios.

Teorema 5.1.2. Sea 'H un espacio de Hilbert de funciones definidas en un dominio comin
Q. Entonces, H es un espacio de Hilbert con nicleo reproductivo si y solo si las evaluaciones
son funcionales lineales continuos.

Corolario 5.1.3. Sea H como en el teorema anterior y sea { f,}nen una sucesion de fun-
ciones de H que convergen a f € H. Entonces, f, —— [ puntualmente. Mads aun, la
n—oo

convergencia es uniforme en conjuntos donde K(£,€) es acotado.

Demostracion. Sea K(-,-) el nicleo reproductivo de H. Dado = € Q

&) = falOI =1 (f = far k) | < IIF = Fulllkell = I1f = full K (€)'

5.1.1 Generacién de espacios con ntucleo reproductivo

A continuacion discutiremos dos procedimientos para generar un espacio de Hilbert con
nucleo reproductivo. El primero de ellos consiste en tomar una funcién F': 2 — K donde K
es algin espacio de Hilbert. Para cada x € K, sea F, : 2 — C la funcién definida por

fo(€) = (z, F(E)).

Llamemos H al espacio de todas las funciones obtenidas de este modo. Definiendo T : K — H
por medio de

T(x) = fa,

el espacio 'H puede ser dotado de una norma

[ fll# = inf{fjof] : f=Tv}.
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De este modo, T se convierte en una isometria y H, con el producto interno asociado a la
norma || - ||, en un espacio de Hilbert isomorfo a N(T)*. Sea K : 2 x Q — C el niicleo
definido por

K(x1,22) = (F(22), F'(21) ) -

Entonces, K resulta un nticleo reproductivo para H.

La otra forma de construir espacios de Hilbert con ntcleo reproductivo que discutiremos
estd relacionada con la nocién de matriz positiva sobre €2, o ntucleos de Mercer.

Una funcién K : Q x  — C se denomina matriz positiva (resp. estrictamente) sobre (2

si para todo subconjunto finito {z1,...z,} C Q se tiene que la matriz
K(xy,21) ... K(x1,2,)
K(zp,x1) ... K(zp,x,)

es positiva (resp. positiva e inversible). Dada una matriz estrictamente positiva sobre €2,
podemos considerar el espacio Hy compuesto por las funciones f : 2 — C de la forma

f=> aK(- &),
k=1

donde {&;,...,&,} € Q. En dicho espacio definimos un producto interno del siguiente modo:
sean f, g € Hy. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que

F=)aK(&) vy 9= BK(,m),
k=1 k=1

donde, eventualmente, algunos a4, (resp. (%) son cero. Luego,

(Fr9)e = D> uBiK (& my).

i=1 j=1

Se puede ver que la completaciéon de este espacio, respecto a la norma inducida por el
producto interno recientemente definido, es un espacio de Hilbert que posee a K como
nicleo reproductivo (ver detalles en [17] o [109]).

5.2 Muestreo en espacios de Hilbert

5.2.1 Nociones basicas

Como hemos mencionado en la introduccién, la teoria moderna de muestreo de senales
comenzo con el articulo de Claude Shannon Communication int he presence of noise. En
dicho articulo demostraba el siguiente resultado, hoy conocido como teorema de Whittaker-
Shannon-Kotel'nikov (WSK):
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Teorema 5.2.1. Sea f € L*(R) una funcién cuya transformada de Fourier tiene soporte
contenido en el intervalo [—m,mw|. Entonces, f queda univocamente determinada por los
valores que toma en los enteros. Mds aun, a partir de dichos valores la funcion puede
reconstruirse del siguiente modo:

senm(t — k)

fey=>" f(/f)w

Luego de la aparicién de este teorema, el matematico G. H. Hardy observé que la suce-
senm(t — k)
w(t — k)
Recordemos que el espacio de Paley-Wiener, usualmente denotado por PW, es el subespacio
de L?(R) que consiste de aquellas funciones cuya transformada de Fourier posee soporte
contenido en el intervalo [—m, 7]. Dicho espacio es un espacio de Hilbert reproductivo, y su

nucleo es

sién de funciones { }rez es una base ortonormal del espacio de Paley-Wiener.

sent(t — s)

K(t9) == =5

Como para todo n € Z

se observa que los datos, a partir de los cuales reconstruimos f, se obtienen al considerar el
sent(t — k)
m(t — k)
de muestreo mas abstracto, donde la senial f es un vector de cierto espacio de Hilbert H,
y que las muestras son el resultado de realizar el producto interno de f con los elementos
de cierta sucesion G = {g, }nen de vectores de H. Los vectores de dicha sucesién son los
que usualmente se conocen con el nombre de vectores de muestreo, y supondremos que
forman un marco para cierto subespacio M de H.

Por otro lado, si {d, }neny = {(f, 9n ) }nen, estamos interesados en reconstruir f a partir de
estos los datos de muestreo. Para ello, uno cuenta con otra sucesién de vectores F = { f,, }nen
que constituye un marco para cierto subespacio VW de ‘H que puede diferir del subespacio
M. A los vectores f, se los suele denominar vectores de reconstruccién.

En [54], Eldar y Werther proponen dos condiciones que un proceso de muestreo y posterior
reconstruccién naturalmente debe satisfacer:

producto interno de f con la familia de funciones { trez. Esto motiva un modelo

Unicidad: Si hy,ha € Wy (hy, gn) = (he, g, ) para todo n € N, entonces hy = hy.

Consistencia: Si f)y denota la senal reconstruida, entonces ( fyy, ¢,) = d, para todo
n € N.

El primer requerimiento es sobre el proceso de muestreo e implica que W N M+ = {0}.
La consistencia, por otro lado, es un requerimiento sobre el proceso de reconstruccién. El
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mismo puede dividirse en dos partes: la primera implica la existencia de fy, € W tal
que { fw, gn) = d,. Esto es bastante fuerte puesto que implica que H = W + M+, En
segundo lugar, y de aqui el término consistencia, nos dice que si muestreamos la senal fyy y
posteriormente la reconstruimos, obtendremos nuevamente fyy.

En este trabajo consideraremos s6lo modelos lineales de muestreo, es decir, modelos
donde el operador que a una senal f le asigna la senal reconstruida fyy, es lineal. En estos
modelos también es natural pedir que dicho operador sea acotado, lo cual esta relacionado
con la estabilidad del proceso. Si F' y GG denotan los operadores de sintesis de los marcos
F y G respectivamente, entonces existe H € L(¢*) de modo tal que el operador que a f le
asigna fyy puede escribirse como FFHG*. La funcion del operador H es la de transformar los
datos {d, }nen en los coeficientes que se utilizan para generar fyy en términos de F.

El siguiente resultado fue obtenido en [54]. Aqui incluimos una demostracién del mismo
que involucra las técnicas de proyecciones A-autoadjuntas.

Proposiciéon 5.2.2. FExiste un tunico proceso de muestreo y reconstruccion que satisfaga
las condiciones de unicidad y consistencia que posee a los vectores de G como vectores de
muestreo y a los de F como vectores de reconstruccion. Mds ain, el operador lineal asociado
a dicho proceso es el proyector Pog« w.

Demostracion. Como ya hemos mencionado, el operador (Q € L(H) asociado a un tal proceso
de muestreo y reconstruccién tiene la forma @ = FHG* donde H € L(¢*). Es facil ver
que la condiciéon de unicidad junto con la de consistencia permiten asegurar que () es una
proyeccion (oblicua) sobre W. Veamos que la proyeccién ) pertenece al conjunto P(GG*, W)
de proyecciones GG*-autoadjuntas. Para ello, por la Proposicion 2.3.2, basta verificar que

N(Q) C R(Q)*¢c*. Recordemos que R(Q)tec = (GG*(R(Q)))L, luego
R(Q)*eo" = (GG'(R(Q)))" = R(GG'F)* 2 R(G)" = M.

Por otro lado, N(Q) = R(I —@Q). Entonces, la condicién de consistencia implica que N(Q) C
M. En efecto, para todo n € N y todo f € H vale

(I=Q)f, gn) = ([, gu) —(QFf, gn)=0.
Por lo tanto R(I — Q) C gen{g,: n € N}l = M. En conclusién, se tiene que
N(Q) € M* C R(Q)*oe".

Por tltimo, basta notar que N(GG*)NW = N(G*)NW = M+ nW = {0}, y por el Teorema
2.3.7, existe un unico proyector (GG*)-autoadjunto, el Pggs w. Luego, Q = Pog.w. |

A continuacién definiremos una medida de suficiencia de los datos obtenidos al muestrear
una senal con los elementos de G son suficientes para reconstruirla utilizando los elementos
de F. Esta nocién es una extensiéon de la introducida por Smale y Zhou en [111] en el
contexto de espacios de Hilbert reproductivos.
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Definicién 5.2.3. Diremos que G provee suficiente informacion con respecto a F si
inf { ||G*F(2)||: z€ N(F)*, ||z|]| = 1} > 0.
Proposicion 5.2.4. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. G provee suficiente informacion respecto a F;
2. G*F posee rango cerrado y W N M+ = {0};
3. ¢ [W, MJ‘] <1;
4. C[WL,M} <1yWt+M="mH.
Demostracion.

1 = 2 Que G provea suficiente informacién con respecto a F implica que la restriccion de
G*F a N(F)* es inyectiva, luego W N M+ = {0}. Por otro lado, como N(G*F) =
N(F), se tiene que 7(G*F') > 0. En consecuencia, G*F posee rango cerrado.

2 = 3 Es una consecuencia inmediata de la Proposicion 1.4.5.

3 = 4 Por la Proposicion 1.2.3, ¢ [W, ML} =c [W, Ml} y ¢ [W, ML} =c [WL, ./\/l}
Por lo tanto, ¢ [W, /\/ll] < 1. Esto en particular muestra que W+ + M es cerrado.
Luego, como c¢ [W, /\/ll] < 1 también implica que W N M+ = {0},

W+ M=WL4 M=WnMH*+="H.

4 = 1 Primeramente, notemos que W N M+ = (W* + M)+ = {0}. En consecuencia,
N(G*F) = N(F). Luego, por la Proposicién 1.4.5,

it G F@) = 3(G"F) = 5(G) 7(F) s [R(F). N(G)]

=(G*) y(F) s [W, M*] > 0.

Observaciones 5.2.5.

1. Notar que la proposicién anterior enfatiza el hecho de que la hipotesis de que G provea
suficiente informacién con respecto de F solo depende de los subespacios y no de los
marcos elegidos en cada uno de ellos.

2. El item 2 muestra que si G provee suficiente informaciéon con respecto a F entonces se
satisface el requerimiento de unicidad. Sin embargo, puede ocurrir que W + M= sea
un subespacio propio de H. A
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Dado que bajo la hipétesis de suficiente informacién puede ocurrir que W + M+ C 'H,
no siempre existe h € W tal que (h, g,) = (f, g, ) para todo n € N. En tales casos, se
pide que la funcion fy, que se obtenga tras la reconstruccion satisfaga que:

2 _ . 9
;wa’ Gn) = dnl —arggé%;lw, ) — dnl

A continuacién demostraremos que también en este caso, la proyeccién Pgg- ) aparece
nuevamente como el operador que vincula a f con la solucién fyy. Pero antes, introduciremos
una notacién que nos sera de gran utilidad. Sean H; y Hs dos espacios de Hilbert, T' €
L(H1,H2), S C H; un subespacio cerrado e y € Hs. Si T es acotado inferiormente en S, es
decir, si se verifica

inf [|Tz]| >0,

€S
entonces no es dificil ver que existe una tinica soluciéon del problema de minimizacién

min | Tz — y||.

min |7z |
En efecto, como T" es acotado inferiormente en S, T'(S) es un subespacio cerrado. Por ende,
T(S)—y ={T(x) —y: x € S} es convexo y cerrado, razén por la cual posee un tnico
elemento de norma minima. Dicho elemento esta asociado a un zg € S que es precisamente
la solucién del problema de minimizacién antes mencionado. De aqui en adelante, cuando

el operador T' y el subespacio S (sobre el cual minimicemos) estén en las condiciones antes
descritas, usaremos la siguiente notacién para el vector x:

_ in |7z — yll.
To argglelgH r—y

Proposicién 5.2.6. Sea f € H, d = {d,, }neny = G*(f), y supongamos que G provee suficiente
informacion con respecto a F. Entonces, el problema de minimizacion

. o 2
hmelyrvl;Hh? gn ) — dy)

posee una unica solucion fyy = Poa- w(f). En particular

I fw = Il = 10 = Page, w)(HIl < 5 [W, (GG OV ]I

Demostracion. Notemos ademas que

_ i he g —d, |2
fw arg%rvl;H , Gn) — dnl

=F ( i G*F —d )
a8 zerjl\fl(lzlrl)l (2) 2

- F( i G*F(z) —d )
a8 zel\glcglF)i (2) I
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donde hemos usado que N(G*F) = N(F'), pues G provee suficiente informacién con respecto

a F. Como arg min G*F(z) —d|| = (G*F)(d) = (G*F)IG*(f), se tiene que
EQ

2€N(G*F)+

fw = F(G"F)'G"(f). (5.1)

Sea Q = F(G*F)'G*. Es facil ver que Q es una proyeccién cuyo rango es Y. Por otro lado,
como (G*F)l = (F*GG*F) F*G,

(GGMQ = (GG"F(F*GG*F) F*GG*,

lo cual muestra que (GG*)@ es autoadjunto, y por ende @ es (GG*)-autoadjunto. Pero como
ya hemos visto, N(GG*)NW = N(G*) N W = M+ NW = {0}, y por lo tanto el Teorema
2.3.7 permite concluir que Q) = Pgg+ w- |

Observacién 5.2.7. Notemos que la parte mas importante de la condicion de consistencia
introducida por Eldar y Werther sigue valiendo, i.e., si comenzamos el proceso de muestreo
y reconstruccion con la senal fyy obtendremos nuevamente fyy. A

En la practica, los datos obtenidos por medio del muestreo son pasibles de perturbaciones
de distinta indole. Es por esto que se trata de estimar el error en la reconstruccion provocado
por una perturbacién de los datos del muestreo. En la siguiente Proposicién consideraremos
una estimaciéon de esta naturaleza.

Proposicién 5.2.8. Sean d = {d,}nen = G*(f) y fiw como en la Proposicion 5.2.6. Su-

pongamos que fy es el vector obtenido si usamos d = {d,, }nen en vez de los datos originales
d = {d, }nen, entonces:

n 5 F = 1E]

- < 1P@ R ld—d) < E g3 <

Demostracion. Surge de la ecuacién (5.1), de la definicién de médulo minimo reducido y la

Proposicion 1.4.5. u

Id — d]|

5.2.2 Procesos de reconstruccién escaleados y regularizados

Como hemos visto, bajo la condicion de suficiente informacién, la senal reconstruida a partir
de los datos del muestreo queda caracterizada como la solucién de un problema de cuadrados
minimos. En ciertos casos, estos problemas estdn mal condicionados y es preciso introducir
cierta regularizacién del mismo. El objetivo de esta seccién es estudiar una posible regu-
larizacion del problema de cuadrados minimos que caracteriza a la senal obtenida tras la
reconstruccién y obtener estimaciones del error que esta regularizacion introduce.

Sea > 0y {w,} una sucesién de nimeros positivos acotados superiormente. Denotemos
D,, al operador diagonal sobre ¢? definido por D, (e,) = w, e,. Dado f € H,sid, = ( f, gn)
n € N, buscaremos la solucién fyy . del siguiente problema de minimizacion:

: 2 2
min (;m (h, gu) = duf? + al|BP),
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La solucion del mismo, como ya hemos visto, puede pensarse como el resultado de un proceso
de reconstruccion. Las diferencias con el caso antes estudiado son basicamente dos. La
primera es la aparicién de los coeficientes w,, que ponderan de manera diferente las distintas
coordenadas. La segunda, es el término a|h||?* que introduce una regularizacién del problema.
Este método de regularizacion fue inventado independientemente en varios contextos, pero su
amplia difusion se debe a las aplicaciones a ecuaciones integrales mencionadas en los trabajos
de Tikhonov [116, 117] y Phillips [107]. Algunos autores suelen denominar a este método
regularizacién de Phillips-Tikhonov. El caso finito dimensional fue expuesto por Hoerl [73],
quien adopté un enfoque estadistico, y por Foster [58], quien interpreté este método como
un filtro de Wiener-Kolmogorov.

Antes de enunciar nuestro primer resultado, es necesario modificar la nocién de suficiente
informacion.

Definicién 5.2.9. Diremos que G provee suficiente informacién con respecto a F y a D, si
inf { | DY2G*F(2)||: z € N(F)* |z =1} > 0.

Observacién 5.2.10. Como en el caso no regularizado, si el operador D, es inversible,
la propiedad de proveer suficiente informacion sélo depende de los subespacios W y M.
Mas precisamente, G provee suficiente informacién con respecto a F y a D, si y sélo si
Co [W, ML] < 1. Sin embargo, si el operador D, no es inversible, dicha propiedad no sélo
depende de los subespacios W y M, sino también de los operadores G, F' 'y D,,. A

Ahora estamos listos para enunciar el primer resultado de esta subseccién:

Proposicién 5.2.11. Sea f € H yd = {d,} = G*(f). Entonces existe una unica solucion
fw.aw del problema de minimizacion:

: 2 2
min (;wnr (hy gn) =yl + allhl]), (5:2)

la cual estd dada por fyw.aw = Law(f), siendo L, el operador definido del siguiente modo
T
Loy = F(F*GDwG*F n aF*F) F*GD,G". (5.3)

En particular, si suponemos que G provee suficiente informacion con respecto a F' y a D,
obtenemos la siguiente estimacion para el error de reconstrucion:

s
D1/2G*F 2 2
w ) + « /}/(F>

I = £ < |0 = Paw))|| + (a ) [P RY
gl

donde A = GD,G* + aPyy.

Observaciones 5.2.12.
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1. El primer término de (5.4) aparece sélo si f no pertenece a W. Por otro lado,

17
a 72 o S I — 0,
V(DS "G F)? + o y(F)

y este hecho solo depende de la regularizacién. También es importante notar que ain
si f pertenece a VW puede ocurrir que fy 0 # f-

2. El precio que tenemos que pagar por la regularizacién del problema de minimizacién
es la inconsistencia del proceso. A

Antes de probar la Proposicién 5.2.11, necesitamos la siguiente estimacion.

Lema 5.2.13. Supongamos que G provee suficiente informacion con respecto a F' y a D,,.
Entonces

1
YDLCF)? +a y(F)?

H(F*(GD G* + aPy)F H

Demostracion. Notemos que N(F*GD,G*F) = N(F*F) = N(F*GD,G*F + aF*F). En-

tonces

Y(F*(GD,G* + aPy)F) =~(F*GD,G"F + aF*F)
> 1 (F*GD,G*F) + y(aF*F)
— 1(DYG" F)? + an(F)?.

Demostracion de la proposicion 5.2.11. Sea £ = (> @®'H y consideremos el operador T': £2 —
L definido por

T(z) = (Dg;fFF ) (2) = (DY*G'F(2)) @ (a'2F(2)).

En términos del operador T', usando el hecho de que N(T) = N(F) y que T es acotado
inferiormente en N(T)*, el problema (5.3) de minimos cuadrados puede reescribirse del
siguiente modo:

aw — i n h n/ — n2 h2)
P = aagguin (3wl (B ) =0 + o]

~# (s i |76) - (D)2 0)]).

zeN(T
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Por lo tanto, fiyaw = FTT(Di/Q(y) @ 0). Usando la identidad AT = (A*A)TA*, obtenemos

1/2 s T
Tt = ((F*GD&/ tal2F) (D(“;l s )) (FrapY? a12F)
T
_ (F*GDWG*F+aF*F> <F*GD}/2 /2 F)
Luego,
* * * f 1/2 1/2
Fvw = F(F GD.,G'F + aF F> (F*GDw al/QF*> (DY2(y) @ 0)
1.
_ F(F*GDWG*F n aF*F) F*GD.G*(f) = Lao(f)
Calculos de rutina muestran que si A = GD,G* + aP)y, entonces
T
F(F*(GDwG* + aPW)F> (F*(GD.G* + aPy)) = P

Usando este hecho y el Lema 5.2.13 resulta:

1fwaw — fll = ( (F*GD,G'F + aF*F) F*GD,G" —I)(f)”
- (F(F* (GD.G* + aPy)F) F*GD,G" — I)(f)H

< ( (F (GDLG* + ozPW)F>T(F*(GDwG* +aPy)) — I)(f)H

+ H (F <F*(GDWG* + an)F)TaF*Pw) (f) H

|7 = Paw)()|| + ' (F(P/(GD.C" + aPw)F) aF" By )( f)H

<[~ Pawi|[+ | (Frieni6 + ammr)'| alri 1)
I

S (1—PA,W)(f) + a’y(D&,/QG*F)Q-i-Oé’}/(F)Q) Hf”

Como antes, estamos interesados en una estimacion del error que se produce a causa de una
perturbacion en los valores obtenidos en el muestreo.

Proposicién 5.2.14. Sea d = {d,} = G*(f) y fwaw _como en la Proposicion 5.2.11 y
supongamos que fWaw es un vector obtenido si usamos d = {d } en vez de los datos origi-
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nales d = {d,}. Entonces

~ T ~
[fwaw = fwawl < HF(F*(GDWG* + aPW)F) F*GD,||||d—d

[ Y S WP
= \Y(DYPGHF) + o y(F)?

Demostracion. Notemos que
~ } ~
[ fwaw = awll < H <F<F*(GDUJG* + aPW)F> F*GDW> (d— d)H
t ~
<IFIIFGI ol | (6D, + awir) | ha- .

Por lo tanto, la estimacion buscada surge a partir del Lema 5.2.13. |

5.2.3 Muestreo en espacios de Hilbert reproductivos

En esta seccién traduciremos los resultados obtenidos en espacios de Hilbert abstractos a
espacios de Hilbert reproductivos. Para ello, usaremos la notacion introducida por Smale y
Zhou. Sean t y T subconjuntos discretos de X y definamos

Hy, ;=gen{k : t et} y Hy, z =gen{k, : v €T}.

Supondremos que {k;},c; ¥ {ke }oez SOn marcos para Hy, ; y Hi, z, respectivamente. Si F es
el operador de sintesis de {k;},c; v G es el operador de sintesis de {k;},ecz, consideraremos
los operadores: K3 = F*F, K™% = GG* y K;; = K7, = G"F. Finalmente, {w; },c7 serd
una sucesién de niimeros positivos acotada superiormente, y D,, el correspondiente operador
diagonal con respecto a la base canénica de ¢*(Z). Comenzaremos escribiendo la nocién
suficiente informacion en este contexto:

Definicién 5.2.15. Diremos que T provee suficiente informacién con respecto a ¢t y w si
inf{[|DY* Kz3(2)] 2 € N(Kz)* |2l = 1} > 0.

Esto equivale a que el operador DY QKEE posea rango cerrado y Hy M Hy, == = {0}.

Ahora, estamos listos para reescribir las Proposiciones 5.2.11 y 5.2.14 en este contexto:

Proposicién 5.2.16. Sea f € H y d = {f(x)}zez. El problema de minimizacion

2in (S wedh(z) = F@) +allbl,) (5.5)

TET
posee una unica solucion fo ., dada por

fa,w = Z La,ﬁd(?/)(t) ktv

tet
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donde Le,, : (*(T) — (2(t) es el operador
.|.
Low = (Kz,szKz,z + aKz,z) KizD,,.

En particular, si suponemos que T provee suficiente informacion con respecto at y w, obten-
emos la siguiente estimacion para el error de reconstruccion:

[ Kl
[faw = Flloe < (1= Pa, )0, + (“wDi%,t) - ,Y(KM)> Il (56)

donde A = (K;zD, K53+ aPy, ).

Observacién 5.2.17. Sea H = K;;D,K;; + aK;;. Entonces, la representacion matricial
de H con respecto a la base canénica de £%(t) es, para todo t,s € ©

H(t,s) =Y K(t.z) w,K(z,s) + aK(ts).

TET

Sea HT = (H T(t, s))s .7 la inversa generalizada de Moore-Penrose de H. Luego, en términos

de HT, para todo f € H, la proyeccién oblicua Py n, , adopta la siguiente forma.

Pan, (f)= th ky,  where ¢, = ZHT(t, s) (Z K(s,x) wef(x) + af(s)) :

tet sct TET
A

Prop051c10n 5.2.18. Sean d = {f(x)}rez ¥ fow como en la Proposicion 5.2.16. Supong-
amos que faw es el vector obtenido si usamos d = {d Yrez en lugar de los datos originales,

y = {f(z)}sez. Entonces:

K77 )12||wloo | K 2 H
V(DY Kaz) + a (K

A continuacién intoduciremos en nuestro modelo de muestreo y reconstrucciéon la nocién
de ruido. Para ello consideraremos una medida de probabilidad p definida en X x R (resp.
X x C). Para cada z € X, por medio de p, denotaremos a la probabilidad condicional
de p respecto al evento {z} x R (resp. {z} x C), y por medio de o, a la varianza de
esta probabilidad condicional. Supondremos que para cada z € X, p, esta soportada en

el intervalo [—M,, M,] (resp. B, (0)) vy que M = ZMQC < o0. Finalmente, sea kK =

rxeX
G 212 oo | K25
V(DY Ky7) + a v(Ksp)

”foz,w - fa,wHH S (
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Corolario 5.2.19. Sean d = {f(z)}sez Y faw como en la Proposicion 5.2.16. Supongamos
que fow, €s el vector obtenido si usamos d, = {d, + 1y }uez, donde las 1, son variables
“aleatorias” cuyo valor de obtiene al azar segin p,. Entonces, dado € > 0, la probabilidad
de que

||fa,w,p - fa,w“H < Hzgi +e€

TET

15 2k M
( )

Para demostrar este corolario necesitamos el siguiente resultado demostrado por Smale
y Zhou en [111]

Proposicién 5.2.20. Si & es una variable aleatoria con varianza finita o® tal que |E—F(£)| <
M, entonces

PGK—E@NZ¢H§<1+E%)7%'

Demostracion del Corolario 5.2.19. Basta tomar = || fow,p— fawll#. Luego, por la Proposi-
cién 5.2.18

0<E<kY n

TET

En consecuencia,

EmeZ(ji.

TET

Por otro lado, como |§ — E¢| < 2(kM), se tiene que
Var(€) = B(J¢ — EEP) < 4x*M7.

Finalmente

P(%MWW_RAMSKE:ﬁ+€}>ZPGf§E€+d)

> P({l¢ - E)] <¢e})

€ \ " aanr
>1—<1 ) .
- + 4 M

Observacién 5.2.21. Estimaciones del mismo estilo se obtienen reemplazando la Proposi-
cion 5.2.20 por la desigualdad de Markov u otras semejantes. A
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5.3 Un problema de momentos

A continuacion estudiaremos un problema de momentos que esta intimamente relacionado
con los procesos de reconstruccién antes mencionados. Sea F = {f,}neny un marco para
cierto espacio de Hilbert H y {a, }nen una sucesion de nimeros complejos. Buscamos h € ‘H
tal que:

(hy fu)=an (5.7)

Siguiendo la terminologia introducida por Young en [123], a la sucesién {(g, fn)}nen la
denominaremos sucesion de momentos de g, mientras que al espacio de todas las sucesiones
de momentos lo denominaremos espacio de momentos.

Esta claro que el problema de momentos en general no siempre tiene solucién. En efecto,
basta notar que el espacio de momentos coincide con £2 si y sélo si F es una base de Riesz.
De no ser asi, para que el problema posea solucién, la dependencia entre los vectores de F
también debe manifestarse en los coeficients a,,.

Cuando dicha solucién no existe, se busca la mas préxima en algun sentido. Por ejemplo,
respecto a la distancia usual de ¢, i.e. se busca g € H tal que:

S 1o fi) =l =in 3 i) = sl

keN keN

Pero también, si D € L({*(N)) es un operador positivo e inversible tal que De, = w,e,,
entonces uno puede buscar la solucién mas préxima respecto a la distancia que se obtiene al
reescalear el producto interno de ¢2(N) con D. Es decir, se puede buscar g, tal que

ZWH (9o, fr)—ar]® = ggﬁlzwﬂ (h, fr)—al”.

keN keN

A lo largo de esta subseccion, B = {e,}nen denotard la base canénica de ¢2. Al igual
que en la seccién 4.2 D denota el algebra abeliana de todos los operadores diagonales con
respecto a B, DT el conjunto de operadores positivos e inversibles de D, P(D) el conjunto
de todas las proyecciones de Dy Py(D) el conjunto de proyecciones finito dimensionales de
D. Por una cuestion de simplicidad en la notaciéon, a lo largo de esta seccion supondremos
que la sucesion de subconjuntos finitos {1, },en asociada a los marcos de Riesz condicionales
con los que trabajaremos es la candnica, i.e. I,, ={1,... ,n} para todon € N.

Comenzaremos con el siguiente resultado demostrado por Cazzasa y Christensen en [33].

Proposicién 5.3.1. Sea F = {f,}nen un marco de Riesz condicionado para un espacio de
Hilbert H y sea {an }nen una sucesion de (2. Dado D € D tal que De, = wye,, sea g, tal
que

_ : 2
gp = arg]ﬁ%ﬂl%wﬂ (h, fe)—axl”,
S
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asociado al problema de momentos (g, fn) = an, n € N. Si g, p representa la solucion de
minima norma en H del problema truncado

n
gbﬂeiﬁl;wﬂ (hy fi) — al?,

-1
entonces gn.p —— Jp-
’ n—00

Observacién 5.3.2. En [33], Cazzasa y Christensen demuestran que la convergencia de g, p
a gp para toda sucesion {a, }nen € (? caracteriza a los marcos de Riesz condicionados. A

Basados en esta proposicion y en el teorema de Ben-Tal y Teboulle , resulta:

Proposicién 5.3.3. Sea F = {f,}nen un marco de Riesz condicionado para un espacio de
Hilbert H y sea {a, }nen una sucesion de £*. Sea J(F) el conjunto de los subconguntos finitos
I C N tales que {f; : i € I} es linealmente independiente. Entonces, dado D € DT tal que
De,, = wpe,, si gp es la solucion del problema de cuadrados minimos

asociado al problema de momentos (g, f,) = an, n € N, entonces

gp € co{gr: I€ J(}")}“‘H,

donde g, es la unica solucion en el espacio generado por {f; : ¢ € I} del problema de
momentos truncado (g, fi), 1 € 1.

Demostracion. Sea € > 0. Por la Proposicién 5.3.1, existe n € N tal que ||g, — gn.pl|| < €.
Sea @, € L(f?) la proyeccién ortogonal sobre el subespacio £? generado por {ej,... ,e,},
y sea H, el subespacio generado por {fi,..., f,}. Como TQ, : (3 — H, es suryectivo,
Q,T* : H, — (2 resulta inyectivo. Luego, por el Teorema 4.1.2

gnp €cofgr: I € J,(F)},

donde J,(F)={l € J(F): I €{l,... ,n}} [



Capitulo 6

Complemento de Schur generalizado

En 1947, M.G. Krein [81] prob0 la existencia de un maximo (con respecto al orden usual) del
conjunto M(A,S) ={C € L(H)*: C < A, R(C) C §}. Krein usé este operador extremal
en su teoria de extension de operadores simétricos. El lector interesado puede ver el trabajo
de Yu. L. Smul’jian [115] para més resultados en direcciones similares.

Varios anos mas tarde, W. N. Anderson Jr. [4] redescubrid, para espacios de dimensién
finita, la existencia de este méximo que denotaremos ¥ (A,S) y llamaremos operador cor-
tocircuito de A respecto de §. Antes de esto, W. N. Anderson y R. J. Duffin [1] habian
desarrollado la operacién binaria denominada suma paralela: si A, B € L(C")" la suma
paralela A : B esta definida por la formula

A:B=AA+B)'B.

P. Fillmore y J. P. Williams [55] definieron la suma paralela de operadores positivos acotados
sobre un espacio de Hilbert H y extendieron muchos de los resultados de Anderson y Duffin.
Debe mencionarse que su definiciéon esta basada en el teorema de factorizacién de Douglas
(Teorema 2.1.1). Anderson y G. E. Trapp [5] definieron X (A, S) para un operador positivo
A sobre H y un subespacio cerrado S de H, y probaron que Y (A,S) puede ser definido
por medio de sumas paralelas y reciprocamente: si P es la proyeccion ortogonal sobre S,
entonces A : nP converge a ¥ (A, S) en la topologia inducida por la norma de L(H); y para

A B € L(H)*, A: B puede definirse como el operador cortocircuito de (ﬁ AiB) €

L(H @ H)" respecto al subespacio H @ {0}. Este es el enfoque que nosotros usaremos en
este trabajo. El operador de cortocircuito no es otra cosa que una manifestacion mas del
denominado complemento de Schur: si M es la matriz cuadrada de bloques

A B
w=(e b)
donde A y D son bloques cuadrados y D es inversible, el complemento de Schur clasico de D
en M es A—BD™'C (ver [27], [35] y [102] para més resultados, aplicaciones y generalizaciones

de esta nocién). T. Ando [6] propuso una generalizacién del complemento de Schur que se
encuentra mas cercana a la idea de operadores cortocircuitos. Si A es una matriz compleja

79
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de n x n y S es un subespacio de C", A se dice S-complementable si existen matrices
M, and M, tales que PM, = M,, M;P = M;, PAM, = PAy M;AP = AP. (Aqui P es la
proyeccién ortogonal sobre S). Se tiene que AM, = M;AM, = M;A y AM, no dependen
de la eleccion particular de M, y M;; Ando denominé As = AM, la compresién de Schur
Ajs=A—As= A~ AM, el complemento de Schur de A con respecto a S. El observé que,
si A es una matriz positiva de n x n y S es el subespacio generado por los n — k ultimos
vectores de la base canodnica, entonces A /s posee la forma

A—BDIC 0
0 0)’

y por lo tanto, su definicién extiende la clasica de complementos de Schur. D Carlson y
E. V. Haynworth [28] observaron que una construccién similar podia realizarse comenzando
con A € C™™ y subespacios § € C" y 7 € C™. Ellos definieron y estudiaron la nocién de
operadores complementables respecto al par (S, 7).

Como Anderson y Duffin remarcaron en [1], la impedancia de una una red resistiva pura
es una matriz positiva. Para estudiar redes con componentes inductivos y/o capacitivos, la
suma paralela y la operacion de cortocircuito deben ser extendidas a matrices y operadores
no necesariamente positivos. C. R. Rao y S. K. Mitra [99] definieron y estudiaron la suma
paralela de matrices de m x n y Mitra [97] usé sus resultados para definir una suerte de
operador cortocircuito bilateral respecto a dos subespacios, uno en C" y el otro en C™. Una
caracteristica en comun en ambas extensiones es el uso de inversas generalizadas. Debe
mencionarse que pueden aplicarse a problemas de regresion lineal [97], [98] v [95, Appendix],
como asi también a problemas de identificacién [92] y [93].

A continuacion resumiremos el contenido de este capitulo. En la primer seccién estu-
diaremos la nocion de complementabilidad en espacios de Hilbert y definimos el concepto
de complementabilidad débil (ver Definicién 6.1.5). También probamos en esta seccién
las propiedades bésicas de las ternas complementables (débiles o no) y exhibimos algunos
criterios para cada clase de complementabilidad. En la siguiente seccion, bajo ciertas condi-
ciones de complementabilidad entre el operador A € L(H;,Hs) y los subespacios S C H;
y T C Hs, definimos el complemento de Schur bilateral ¥ (A, S,7) € L(H1,Hz), v estudi-
amos las propiedades usuales de esta operacién. Al igual que Mitra [94] prob6 para espacios
finito dimensionales, nosotros demostramos que X (A, S,7) es el maximo de cierto conjunto
con respecto a cierto orden (denominado orden menos) en L(Hi,Hs). El resto del capitulo
estd dedicado a las nociones de suma y resta paralela de operadores y su relacién con el
complemento de Schur bilateral. La suma paralela es definida siguiendo la idea de Anderson
y Trapp: dados A, B € L(H;,Hs), diremos que A y B son débilmente sumables en par-
A AﬁB) EL(Hl@Hl,Hg@Hg),
Hi @ {0}, Hy ® {0} es débilmente complementable (resp. complementable). En este caso,
definimos la suma paralela de Ay B, denotada por A : B € L(H1,Hz), del siguiente modo:

(A(:)B 8)2 (ﬁ AfB)/ (Hy ® {0}, Hy @ {0})

alelo (resp. sumables en paralelo) si la terna (
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Estudiamos las propiedades de esta operaciéon. Nuevamente, bajo ciertas hipotesis de su-
mabilidad, todas las propiedades del caso finito dimensional son recuperadas en nuestro
contexto. Luego, definimos la nocién de resta paralela, damos condiciones que aseguran su
existencia y demostramos que puede expresarse en términos de la suma paralela, lo cual nos
permite trasladar las propiedades de la suma a la resta paralela directamente. Finalmente, en
la dltima seccion extendemos al caso bilateral algunas conocidas féormulas del complemento
de Schur (operador cortocircuito) en términos de la suma y la resta paralela mostrando que,
como para operadores positivos, estas operaciones pueden definirse una en termino de la
otra.

6.1 Operadores complementables

La siguiente definicién, atribuida a Carlson y Haynsworth [28], es una extensién de una
definicién dada por Ando para el caso en que S =7 (ver [6]). Recordamos al lector que en
este trabajo el término proyeccién esta reservado para los operadores idempotentes, mientras
que proyeccion ortogonal es usado para aquellas proyecciones que ademas son autoadjuntas.

Definicién 6.1.1. Dadas dos proyecciones P, € L(Hy) y P, € L(Hz), un operador A €
L(H1, Hs) se dice (P,, F)-complementable si existen operadores M, € L(H;) y M, € L(Hz)
tales que

1. I —=P )M, =M,, (I—-P)AM,=(I—- P)A,
2. I-P)M;=M, y MA(I-P)=Al-PF,).
Maés adelante probaremos que esta nocién sélo depende de las imagenes de los proyectores

P. y P,. Al igual que en el caso finito dimensional, se tienen las siguientes caracterizaciones
alternativas de la complementabilidad.

Proposicién 6.1.2. Sean P, € L(H;) y P, € L(H3) dos proyecciones cuyos rangos son S y
T respectivamente. Dado A € L(H1,Hs), las siguientes condiciones son equivalentes:

1. A es (P,, P))-complementable.
2. R(Az) € R(Az) y R(A},) C R(A3,).
3. Ewzisten dos proyecciones P € L(Hy) y Qe L(Hs) tales que :

R(PY=8 RQ =T RAP)CT y R(QAY)CS.  (61)

Demostracion.
1 = 2: Por la definicién 6.1.1 se tiene que la descomposicion matricial del operador M, que
inducen los subespacios S y 7 tiene la forma
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Luego Ay = Ago(Myr s), v por el teorema 2.1.1, R(Ag) € R(Ag). Un argumento similar
muestra que R(A7},) C R(A3,).

2 = 3: Sean E y F las soluciones reducidas de las ecuaciones Ay = A X v A7, = A3, X,
respectivamente. Notemos que E € L(S,8%) y F € L(T+,T). Si definimos

=~ I 0\ S ~ I —F\ T
P:(—E 0) St € L(H) y Q:<0 0) TL € L(Ha) ,

cuentas no muy dificiles muestran que Py @ satisfacen todas las condiciones de (6.1).

3 = 1: Definamos M, = — P y M, = I — Q*. Entonces, R(M,) =8t y R(M;) =T+, por
ende se satisfacen las condiciones 1. y 3. de la definicién 6.1.1. Por otro lado,

(I - QAM, = (I - Q)A(I —P)= (I - Q)A— (I —Q)AP = (I - Q)A,

MA(I — P) = (I — Q")A(I — P) = A(I - P) — Q*A(I — P) = A(I — P).

Esto muestra que las condiciones 2. y 4. de la Definicién 6.1.1 también se satisfacen. |

La siguiente caracterizacién ha sido considerada en [45] para operadores autoadjuntos en
espacios de Hilbert abstractos.

Proposicién 6.1.3. Sean P, € L(Hy) y B, € L(Hy) dos proyecciones cuyos rangos son
S y T, respectivamente, y sea A € L(Hy,Hs). Entonces, las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. A es (P,, P))-complementable.
2. Hi =8t + A Y (T) y Hy =T+ + AL(S).
3.0 |8 AT ] <1y |T ASH] <1.

Demostracion.

1 <= 2: Supongamos que A es (P,, P;)-complementable. Por la Proposicién 6.1.2, existe una
proyeccién P tal que R(P*) =Sy R(AP) C 7. Entonces, N(P) =St y R(P) C A~YT).
Luego Hy = St + AH(T).

Reciprocamente, supongamos que H; = S+ + AY(T) y definamos N' = S+ N A™(T).
Entonces H; = S+ @ (A~1(T)©N). Sea P la proyeccién oblicua sobre A~(T) &N paralela
a St. Luego, R(P*) = N(P) = R(I — P)* =S,y R(AP) C T pues R(P) = A"{(T) o N.
Un razonamiento similar muestra que la existencia de una proyeccién @ tal que R(Q) = T
v R((QA)*) C S es equivalente a la identidad Hy = 7+ + A*1(S).

2 <= 3: Es una consecuencia inmediata de la Proposiciéon 1.2.3 (item 3) y la identidad
AN(THE = A Y(T). [
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Observacién-Definicién 6.1.4. La Proposicién 6.1.3, como asi también la Proposicion
6.1.2, muestran que la nocién de (P,, P,)-complementabilidad depende solamente de los sube-
spacios S = R(P,) y T = R(P,). Por esta razén, de aqui en adelante diremos que un operador
A € L(H1,Hs) es (8,7 )-complementable en vez de (P,, P)-complementable. A

Sea S un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H. Dado un operador positivo A €

A Ag 51
L(H), si A = S8 S8
( ) <Asi,s As&sL
R(A;r ) C R((ATL’ su)Y 2) siempre se verifica. Si el subespacio & posee dimensién finita,
como

), como hemos visto en la Proposicion 2.1.4, la inclusiéon

R(Are s:) = R((Ars s2)?) = R(A7: 50), (6.2)

resulta que el operador A es automaticamente (S, S)-complementable. Sin embargo, en
general, la serie de identidades descritas en (6.2) sélo se verifican si Ay s posee rango
cerrado. Es por esta razon que resulta méas o menos natural considerar la siguiente nocién
mas débil de complementabilidad:

Definicién 6.1.5. Sean S C ‘H; y 7 C 'Hs subespacios cerrados. Diremos que un operador
A € L(Hy,Hs) es (S,7)-débilmente complementable si

R(AT*,S> - R(’(ATL,SL)*’U?) y R((AT,SL)*) - R(|A7¢73¢]1/2) )

Observacién 6.1.6. Observar que, por el Corolario 2.1.2, R(|(Ar: s2)*]) = R(Azr 1) y
R(|A7: s:]) = R((Az+ s+)*). Por lo tanto, la nocién de complementabilidad que acabamos
de definir es en efecto mas débil que la introducida anteriormente en la definicién 6.1.1. Si
R(A;+ s+) es cerrado, entonces ambas nociones coinciden. A

Una consecuencia inmediata del teorema 2.1.1 permite obtener las siguientes caracteri-
zaciones de la complementabilidad débil.

Proposicién 6.1.7. Dado A € L(Hi, Ha), y dos subespacios cerrados S C Hy , 7 C Ha,
entonces son equivalentes:

1. A es (S,7)-débilmente complementable.
2. Si Ars 52 = U|Ar: 51| es la descomposicion polar de Ar. sv, entonces las ecuaciones
Ari s = |(ATL,SL>*|1/2UX y (Ars) = |ATL,SL|1/2Y

tienen solucion.

A ., 2 A L)* 2
s Ars ol )l
ves (|(Are s2) @, ) yeT<|AT%sL| Y, y)
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6.2 Complemento de Schur

Con el objeto de motivar la definicion que daremos del complemento de Schur, recordemos
que si Hi = Ho = H, S = 7 y A € L(H)*, Anderson y Trapp [5] probaron que si

As,s As,sL
A= <A5l73 Ao o entonces

N (S, A) = (AS’SBC ¢ 8)

donde C' es la solucién reducida de (Ag+, SL)l/ 2X = As:_s. Luego, parece natural extender la
nocién de complemento de Schur (u operador cortocircuito como lo denominaban Anderson
y Trapp) del siguiente modo.

Definicién 6.2.1. Sea A € L(Hi,Hy) y S € Hy y 7 C Hy dos subespacios cerrados
de modo que A es (S,7)-débilmente complementable. Si U es la isometria parcial de la
descomposicién polar de As s y denotamos por medio de F' y E a las soluciones reducidas
de las ecuaciones

Api s = |(Apr )V MPUX  y (Arsr)' = |Ape oo |V2X

respectivamente, entonces el complemento de Schur bilateral de A respecto de los sub-
espacios S 'y T es

2(14,8,7-): <AT,5_F*E O>

0 0

Observacién 6.2.2. Si A;. g1 tiene rango cerrado, entonces

Y(A,S,T) = (Am - AT,sL((;‘lTL,SL)TATL,S 8)

A

En la siguiente proposicion enumeramos algunas propiedades basicas del complemento de
Schur bilateral que son consecuencia inmediata de la definicién. Con el objeto de simplificar
los enunciados y evitar repeticiones innecesarias, de aqui en mas asumiremos que & C H;
y T C 'Hy son subespacios cerrados dados y que A es un operador de L(Hi, Hz) cuya

., .. ) , A Ar o1
representacion matricial respecto a los subespacios S v 7 est4 dada por ( ) e 2 s )
7L s 7L, st

Proposicién 6.2.3. Sea A € L(Hi,Ha) un operador (S,7T)-débilmente complementable.
Entonces:

1. Va € C, aA es (S, T)-débilmente complementable, y 3 ((aA),S,T) = a(X(A,S8,7)).
2. A* es (T,8)-débilmente complementable, y (X (A,S,7))" =X ((A*),7,S).
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3. ¥(A,8,7) es (S,T)-débilmente complementable y ¥ (X (A, S,7),5,7)=%(A,8,7).

4. Si A= A* (resp. A>0)yS =7T, entonces ¥ (A,S,S) es autoadjunto (resp. positivo
semidefinido).

La siguiente Proposicion es una extension a nuestro contexto de un resultado demostrado
por Butler y Morley en [25]. Comenzaremos con un lema técnico. Recordemos que bola
unitaria cerrada de un espacio de Hilbert es débilmente compacta de acuerdo al teorema
de Alauglu (Proposicién 1.1.4). M4s ain, como esta topologia es metrizable en espacios
separables, toda sucesién {z, },en posee una subsucesién convergente.

Lema 6.2.4. Sean A, B € L(H1,Hs) tales que R(A*) C R(|B|'?). Supongamos que existe
una sucesion {y,} en Hy, d € Hs y un nimero positivo M que satisfacen

AynLd, BynLO, and  (|B|yn,yn) < M.

Entonces d = 0.

Demostracion. Sea a, = |B|*/?y,, n € N. Notemos que |la,|?> = (|B|yn,yn) < M. Por
las observaciones previas, sabemos que existe z € Hs y una subsucesién de {a,}nen, la
cual haciendo abuso de notacién continuaremos denotando por medio {a,},en, tales que
a, —— z débilmente. Sea B = U|B| la descomposicién polar de B. Como By, —— 0y

B = (U|B|Y?)|B|*/2, se tiene que z € N(|B|'/?). Sea C la solucién reducida de A* = |B|'/2X.
Puesto que Ay, —— d, se tiene que C*z = d. Luego, como N(|B/2|) C N(C*), concluimos

que d = 0. [ |

Proposicién 6.2.5. Si A € L(Hy, H2) un operador (S, T )-débilmente complementable, en-
tonces, dado x € S existe una sucesion {y, fnen en ST y un mimero positivo M tal que

A<x)—>E(A787T) (g) y <|A22|yna yn>§Ma n e N.

Yn n—o00

Reciprocamente, si existe una sucesion {z, }nen en S*, d € T, y un nimero positivo M tal
que

A (‘C) . (g) v ([As|zm, 2) < M, (6.3)

Zn n—00

d x
entonces (O) =X (A,8,7) (0>

Demostracion. Sean U la isometria de la descomposicién polar de Ay o y sean E'y F' las
soluciones reducidas de las ecuaciones

ATi,s = |(ATL,5L)*|1/2UX y (AT,SL)* = |ATL,SL|1/2X )
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respectivamente. Como R(E) C R(U*|(Az+ s2)*'/2) = R(|Arr s:]1/?), dado x € H; hay
una sucesién {y, hnen tal que |A;: g0 |2y, —— —FEz. Entonces

n—oo

AT{S T+ ATL,SL Yn = ATL,S x+U |ATL,SL|1/2|ATL,SL|1/2yn
= Arrsx+ ’(AT*,S*)*P/QU(MT&SL‘1/2%) —0, vy

AT,S T+ AT,siyn = AT,S T+ F*<|A7l,sl’1/2yn)
= Arsa+ F(|Ar s |V?y,) —— B (A4,8,7) (2).

Finalmente, dado que la sucesion {|Aas|"?y, }nen converge, sup (| Aga|yn, yn ) < 00.
neN

Reciprocamente, supongamos que existe una sucesion {z,}n.en en St la cual satisface
(6.3). Si w, =y, — zn, entonces (|Ar+ si|w,, w,) < K. Por otro lado,

AT,S l“f‘AT,si 2y —— d y A’T,S $+AT,3L Y — E(A7SaT)'

n—oo n—oo

En consecuencia, Ao w, —— d — X (A,S,7) (z). Analogamente obtenemos que

ATJ‘,SJ‘ wn —_— 0-
n—oo

Por lo tanto, usando el Lema 6.2.4, resulta que d = 3 (A, S,7) (z). [ |

Corolario 6.2.6. Sea A € L(H1, Hsz) un operador (S,T)-débilmente complementable. En-
tonces

R(A)NT C  R(X(A,S8,7)) R(ANT (6.4)
R(A")NS C R((2(A,S8,7))*) CRA NS (6.5)
En particular, R(X(A,8,7)) = R(A)NT y R(X(A,8,7))*) = R(A)NS si R(A) es

cerrado.

C
C

Demostracion. En primer lugar demostraremos que R(X(A,S,7)) € R(A)N7T. Clara-
mente, por definicién, R(3 (A,S,7)) C 7. Por otro lado, dado x € Hy, por la Proposicién
6.2.5, existe una sucesién {y,}ney en St tal que A (;%) — 3 (A,8,7) (g) . Luego

n—oo

R((A,8,T)) C R(A).

Para probar que R(A)NT C R(X(A,S8,7)), tomemos x € R(A)NT, y sea z € H; tal
que Az = x. Si P es la proyeccion ortogonal sobre S, entonces A (2 _PZPZ ) = (3) . Y,
por la Proposicién 6.2.5, obtenemos que ¥ (A,S,7) (Pz) = x. Las inclusiones relativas a
Y (A, S, T) se deducen del mismo modo, o bien, usando que (A, S, 7)" = X (A*,7,S) (ver
Proposicién 6.2.3). [

A continuacion, y hasta el final de esta seccion, estudiaremos el complemento de Schur
bilateral de un operador A respecto de un par de subespacios (S,7) en el caso particular
donde operador A es (S, 7 )-complementable.
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Proposicién 6.2.7. Si A € L(H1,Hz) un operador (S, T)-complementable, entonces, para
cada x € S existe y € S* tal que

A (2") =% (4,8,7) (g) .

Mads atin, existen proyecciones P € L(H1) y Q € L(Ha) de modo que
R(P)=S, RQ)=T7T and QA=AP=X(AST). (6.6)

Demostracion. Por la Proposicion 6.1.2; existe una proyeccion P € L(H;) tal que R(P*) = S

y R(AP) C 7. La descomposicién matrical de P con respecto a S es é 8 , donde [ es

0
Si z, =y ¥Yn € N, la sucesion {z,}nen satisface (6.3). Luego, por la Proposicién 6.2.5,

A (i) =Y (A,8,7) (g) Por lo tanto AP = ¥ (A, S, 7). Andlogamente puede probarse
que existe una proyeccion @ € L(Hs) con R(Q) =T tal que QA =X (A,S8,7) [ |

la identidad en S y E € L(S,8%). Siz € S e y = Ex, entonces A <z) = AP (I) eT.

Observacién 6.2.8. El hecho de que existan proyecciones P € L(H;) y Q € L(Hz) que
satisfacen AP = QA = ¥ (A, S,7T) fue demostrado para operadores positivos en [45]. En
dicho trabajo, el papel de P lo jugan las proyecciones A-autoadjuntas. A

Corolario 6.2.9. Si A € L(H1,Hs) es (S, T)-complementable, entonces
R(X(A,S,T)=RANT y NXE(AST)=8"+N(A).
Demostracion. Por el Corolario 6.2.6, se tiene que R(A) N7 C R(X(A,S8,7)) y
S'+ N(A) C (SNR(A7) )" CR(Z(A,S,T) *)- = N(Z(A,8,7)).

Por otro lado, sean P € L(H;) y @ € L(Hy) proyecciones que satisfacen la ecuacién (6.6).
Lucgo, R(S (4, 8,7)) = R(AP) C R(A), y

N(Z(A,8,T)) = N(AP) = N(P) & (R(P) N N(4)) € §*+ N(4),

pues N(P) = R(P*)* = S+. [
Observacién 6.2.10. Si A € L(H;,Hs) es (S, 7 )-complementable, entonces, por el Coro-

lario 6.2.9, los subespacios S* + N(A), S+ N(A)L, T+ + R(A)* y T + R(A) son cerrados.
Maés atin, si R(A) es cerrado, entonces, por la Proposicién 1.2.3, A(St), A*(T+), vy R(Ay)
también son cerrados. Por lo tanto, en el caso particular de operadores con rango cerrado,
los métodos basados en el uso de inversas generalizadas pueden usarse. No obstante, los
nuestros no sélo se aplican a operadores cuyos rangos no son cerrados, sino que también,
permiten obtener la mayoria de las propiedades conocidas del complemento de Schur bajo

la hipétesis de complementabilidad. A
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El orden parcial menos. En [94], Mitra probé (para matrices en C™*") que X (A,S,7)
es el inico méaximo del conjunto

M(AST)={CeC™: C< A RC)CT y R(C)CS},
respecto al denominado orden parcial menos: C' <~ A si
R(C)NR(A—-C)={0} y R(C")NRA"—-C")={0}.

Un resultado similar puede ser obtenido en nuestro contexto. Para ello, primeramente es
necesario extender la definicion de orden menos a espacios de Hilbert de dimensién infinita:

Definicién 6.2.11. Dados A, B € L(Hi,Hs), deremos que A es menor que B respecto al
orden (parcial) menos si:

@) c|RA,RB-A)| <1 v ® R(A*),R(B*—A*)] <1.

En tal caso lo denotaremos A <~ B.

Observacién 6.2.12. En el caso finito dimensional, la condicién (a) es equivalente a R(A)N
R(B—A) = {0} y la condicién (b) es equivalente a R(A*) N R(B* — A*) = {0}. Por ende, la
definition 6.2.11 extiende la definicién ya existente en espacios de dimension finita. Nétese
también que A <~ B siy s6lo si A* <~ B*, por la simetria de las condiciones (a) y (b). A

La siguiente Proposicién provee condiciones equivalentes a la condicién (a) de la definicién
6.2.11, las cuales son mas simples de manipular. Un resultado similar para la condicién (b)
puede obtenerse adjuntando.

Proposicién 6.2.13. Dados A, B € L(H1,Hz2), las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. ¢ | R(A), R(B—A)] <1

2. Existe una proyeccion Q) € L(Hs) tal que R(Q) = R(A) y A = @QB.
3. Existe una proyeccion @ € L(Hsz) tal que A = QB.

Demostracion.

1= 2: Si L= R(A)® R(B— A), entonces L es cerrado por la Proposicién 1.2.3. Sea
Q € L(Hs) la proyeccién cuyo rango es R(A) y cuyo nticleo es N(Q) = R(B — A) & L*.
Entonces, QB — Q((B A+ A) — QA= A,

2= 3: Es clara.

3=1: Como A=QByB—-A=(I—-Q)B, se tiene que R(A) C R(Q) y R(B—A) C
R(I — Q) = N(Q). Por lo tanto, cq [R(A), R(B - A)] < ¢ |[R(Q), N@Q)] < 1. n

Corolario 6.2.14. Sean A, B € L(H1,Hs).
1. Si A <™ B, entonces R(A) C R(B) y R(A*) C R(B*).



6.2. Complemento de Schur 89

2. La relacion <~ es un orden parcial (i.e. es reflexiva, antisimétrica y transitiva).

3. S1t A<~ By B es una proyeccion, entonces A es también una proyeccion.

Demostracion. Las primeras dos afirmaciones son una consecuencia inmediata de la Proposi-
cién 6.2.13. Por otro lado, si A <~ By B? = B, aplicando la Proposicién 6.2.13 a los opera-
dores Ay B (resp A* y B*) resulta que existen proyecciones Py @) tales que R(P*) = R(A*),
R(Q)=R(A) y A= QB = BP. Luego A*> = (QB)(BP) = QBP = A. |

Teorema 6.2.15. Sea A € L(H1,Hz) un operador (S,T)-complementable, y sea
M~ (A,8,T) = {0 € L(Hi,Hy): C <~ A, R(C)CT y R(C*)C 3}.
Entonces, ¥ (A,S,T) = max M (A, S, T).

Demostracion. Por las Proposiciones 6.2.7 y 6.2.13, sabemos que X (A,S,7) <~ A. Por
otro lado, por el Corolario 6.2.9, R(X(A4,5,7)) € T y R((X(A,S,7))*) € S. Luego,
Y(A,S,T)e M (A, S, 7).

Por otro lado, dado C' € M~ (A,S,T), existe una proyecciéon E € L(H,) tal que C =
EA. Sea P € L(H;) una proyecciéon como en la Proposicién 6.2.7 tal que R(P*) = Sy
Y (A,S8,7) = AP. Lainclusién R(C*) C S implica que P*C* = C*. Por lo tanto

C'=CP=FEAP =EY(A,8,T).

Anélogamente, existe una proyeccién F' tal que C* = F(X (A, S,7))*. En consecuencia, por
la Proposition 6.2.13, C' <~ 3 (A, S, 7). [ |

Corolario 6.2.16. Sea A € L(H) una proyeccion, la cual es (S,7T)-complementable. En-
tonces N(A) + S+ es cerrado,

H=(RANT) o (N(A)+8)

y X (A,S,7T) es la proyeccion dada por esta descomposicion.

Demostracion. Por el Teorema 6.2.15, ¥ (A,S,7) <~ A. Luego, por el Corolario 6.2.14,
Y (A, S,7T) es una proyecciéon. El resto del enunciado es consecuencia del Corolario 6.2.9. B

El siguiente Corolario fue demostrado por Ando para operadores autoadjuntos (see [6]).

Corolario 6.2.17. Sea A € L(H1,H2), y consideremos los subespacios cerrados S, S de Hq
y 1,7 de Hy. Entonces, asumiendo que cada operador es complementable con respecto al
correspondiente par de subespacios, se tiene que:

5 ((2 (A,8,7)),8S, ?) —¥ (A,S NS, 7n ?) . (6.7)

Demostracion. La demostracion sigue las mismas lineas que la demostracion de la Proposi-
cién 2.2.5, es decir, se prueba que M~ (X (A4,5,7),5,7) =M (A,SNS,TNT)y luego

se usa el Teorema 6.2.15. ]
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6.3 Suma y resta paralelas

Suma paralela

La nocién de suma paralela ha sido desarrollada por Anderson y Duffin en [1]. La extension,
en el caso positivo, a espacios de Hilbert cualesquiera fue hecha por Anderson y Trapp en
[5] (ver también [95] y [96]). La clave fue usar el complemento de Schur en la definicién. En
esta seccion, definiremos la suma paralela entre operadores siguiendo las ideas de Anderson
y Trapp (ver, en particular, [5] seccién 4). Atdn en el caso escalar, no cualquier par de
operadores es sumable. Por lo tanto, es necesario definir el concepto de operadores sumables.

Definicién 6.3.1. Dados A, B € L(H1, Hs), diremos que A y B son débilmente sumables
en paralelo si:

1. R(A) C R(|A* + B*|Y/?) y R(B) C R(|A* + B*|'/?).
2. R(A") C R(|A+ B|'?)y R(B*) C R(|A+ B|"2).

En este caso, la suma paralela de A y B, denotada por A : B € L(H1, Hs), es :

(A(:)B 8) — ¥ ((ﬁ AfB),HléB{O},HQ@{o})_

Observacién 6.3.2. Nétese que el par (A, B) es débilmente sumable en paralelo si y sélo si

el operador (ﬁ 1 j_l B) es (H1®{0}, Ha® {0})-débilmente complementable. Por lo tanto,
la suma paralela esta bién definida. A

Proposicién 6.3.3. Sean A, B € L(H1,Hs) operadores débilmente sumables en paralelo y
sean Eu, Eg, Fx y Fp, respectivamente, las soluciones reducidas de las ecuaciones

A = |A*+B|V?UX , B =|A"+ B |"V?UX, (6.8)
A* = |A+ B|'2X | B* = |A+ B|'?X, (6.9)

donde U es la isometria parcial de la descomposicion polar de A+ B. Entonces:

Demostracion. Notemos que |A* + B*|'/2U = U|A + B|'/%. Luego, sumando en (6.8) y en
(6.9), obtenemos

[A+ BV = Ex+ Ep, y  |A"+B°U = Fi+ Fy |
por la unicidad de la solucién reducida. Por cémo fue definida, A : B = A— F; E4. Entonces
A:B=A—-F;E,s=F;(|JA+B|"?> - E,) = F;F5 .

La otra igualdad se demuestra en forma similar. |
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Corolario 6.3.4. Sean A, B € L(H1,Hs) operadores débilmente sumables en paralelo. En-
tonces, la suma paralela es conmutativa, es decir, A : B =B : A.

Corolario 6.3.5. Sean A, B € L(Hy,Hs2) operadores débilmente sumables en paralelo y
supongamos que A+ B tiene rango cerrado. Entonces A : B = A—A(A+B)TA = A(A+B)'B.

Una de las ventajas de haber definido la suma paralela usando el complemento de Schur
bilateral es que de este modo, la suma paralela hereda varias de sus propiedades. Por ejemplo,
el siguiente resultado es una consecuencia inmediata de la Proposicién 6.2.5.

Proposicién 6.3.6. Sean A, B € L(H1,Hs) operadores débilmente sumables en paralelo y
x € Hy. Entonces, existe una sucesion {y, fnen y un nimero positivo M tal que

Az + yn) — A:B(x), By, — —A: B(x),

n—oo

y (|A+ Blyn,yn) < M . Reciprocamente, si existe d € Hay, una sucesion {yn}nen en Hi y
un numero real M tal que

n—oo n—oo

entonces A : B(x) = d.
Corolario 6.3.7. Si A, B € L(H1, Hz) son débilmente sumables en paralelo, entonces

R(A)NR(B) CR(A: B) C R(A)NR(B)
Demostracion. Dado x € R(A) N R(B), sean y, z € H; tales que Ay = Bz = x. Entonces,
A((ly + z) — z) = x = B(—z2). Por lo tanto, tomando w =y + 2z y y, = —2z ¥n € N, por la
Proposicién 6.3.6 se tiene que A : B(w) = z. Esto prueba la primer inclusién. La segunda
resulta como consecuencia de la Proposicion 6.3.6. |

Operadores sumables en paralelo

Sean A, B € L(H1,Hz). Como ya hemos remarcado en la Observacién 6.3.2, el par (A, B)
es débilmente sumable en paralelo si y solamente si

A4
M:(A A+B)’

es (H1 @ {0}, Hy @ {0})-débilmente complementable. Desde este punto de vista, es natural
considerar pares de operadores (A, B) tales que M sea (H; ® {0}, Ho®{0})-complementable.
En esta subseccion estudiaremos tales pares de operadores.

Definicién 6.3.8. Dado A, B € L(H1, H,), diremos que A y B son sumables en paralelo
si

R(A)CR(A+B) y R(A")CRA+DBY).
Noétese que estas condiciones implican que R(B) C R(A+ B) y R(B*) C R(A* + B*).
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Esta nocién es por supuesto méas fuerte que la de ser débilmente sumable en paralelo.
Por ejemplo, tomemos A, D € L(H)" tales que A < D pero R(A) ¢ R(D). Llamemos B a
la diferencia D — A € L(H)*. Por el Teorema 2.1.1, R(A) C R(AY?) C R(DY?) = R((A +
B)'/?). Anélogamente, como B < D, entonces también R(B) C R(DY?) = R((A + B)'/?).
Sin embargo, el par (A4, B) no puede ser sumable paralelo pues R(A) ¢ R(A+ B) = R(D).
Ambas nociones coinciden, por ejemplo, A + B posee rango cerrado

Claramente, para operadores sumables en paralelo, algunas de las propiedades que ya
hemos demostrado pueden mejorarse. Mencionemos, a modo de ejemplo, las siguientes:

Proposicién 6.3.9. Sean A, B € L(H1, H2) operadores paralelamente sumables y sea x €
Hy. Entonces, existe y € Hy tal que A(x+y) = A: B(z) y By=—A: B(z). Mds ain, hay
proyecciones P € L(H1®H1), Q € L(Ha®Hs) tales que R(P*) = H1®0{0}, R(Q) = Ho®{0}

Y
0 A A (A A P A:B 0
A A+B) \A A+B N 0 0/
Demostracion. Usar la Proposicion 6.2.7. [ |

Corolario 6.3.10. Si A,B € L(H,Hs2) son sumables en paralelo, entonces R(A : B) =
R(A)N R(B).

Resta paralela

Dados dos operadores A, C' € L(H;,Hs), parece natural estudiar la existencia de una solucién
de la ecuacién A : X = (| es decir, si existe un operador B € L(H;,H>) paralelamente
sumable con A tal que A : B = C. Para operadores positivo, esta pregunta ha sido estudiada,
entre otros, por Anderson, Duffin y Trapp en [2], Anderson Morley y Trapp en[106], y por
Pekarev en [105]. Claramente, la ecuacién A : X = C puede no admitir solucién. En efecto,
como hemos visto en el Corolario 6.3.10 una condicién necesaria es que R(C) C R(A) y
R(C*) C R(A*), o, equivalentemente, R(C' — A) C R(A) y R((C — A)*) C R(A").

En esta seccién, demostraremos que si R(C — A) = R(A) y R((C — A)*) = R(A"),
entonces existe una solucion de la ecuaciéon A : X = C. Madés aun, encontraremos una
solucién distinguida, a la cual llamaremos resta paralela de los operadores C'y A. Dado
A € L(H1,Hz), sea Dy el conjunto de operadores definido por

Dy :={C € L(Hi,Hs): R(C—A)=R(A) y R(C—A)") =R(A")}.
Proposicién 6.3.11. Sea A € L(H1,Hz). Entonces la aplicacion C +— C :(—A) es una

biyeccion entre los conjuntos Dy y D_4 cuya inversa es D — D : A.

Demostracion. Por la definicién de sumabilidad en paralelo, es claro que —A y C son suma-

bles, para todo C' € D4. Sea F la solucion reducida de C' — A = AX y sea ) la proyeccién
-A A\ (C:(-4) 0
sobre Hy @ {0} tal que @ (—A c_ A> = ( 0 O> . Como

(C:<_64 A 8) :Q(—OA (J_—AA> y (—OA O_—AA) (_—? 8) = (61 8)
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C: (A +A 0\(-E 0\ (A0 (AO
()=o) 60)
Esto implica que R(A) € R(C :(—A) + A). Como la otra inclusién siempre se verifi-
ca, concluimos que R(A) = R(C :(—A) + A). Anédlogamente se prueba que R(A*) =
R((C :(—=A) + A)*). Luego, la aplicacion ¢ : Dy — D_4 dada por &(C) = C :(—A)
estd bien definida.

Para probar que ® (D) = D : A, tomemos C € Dy y x € H;. Existen y,z € H; tales
que

se obtiene

C:(-A)(z+y) = (C :(—A)) cA(r), Ay=—(C:(=A)): Ax),

Cla+y+z2)=C:(-A)(r+y), and Az=—(C :(—A))(z+y).
Luego, A(y + z) = 0, lo cual implica que C(y + z) = 0. Por lo tanto
Co=Claty+2)=Ci(—A)z+y) = (C:(~A)) : Alx)
lo cual completa la demostracion. |

Corolario 6.3.12. Sea A € L(H1,Hs). Para cada C € Dy, la ecuacion
A X=C
tiene solucion. Mas ain, C' :(—A) es la unica solucion que satisface
RA+X)=R(A) vy R(A+X)")=R(A"). (6.11)

Definicién 6.3.13. Dados A € L(H;, Ha) y C € Da, la resta paralela entre los operadores
Ay C, denotada por C' + A, se define como la tinica solucién de la ecuacién A : X = C que
satisface (6.11).

Observacion 6.3.14. Noétese que, de acuerdo a nuestra definicion, se tiene que C' - A =
C' : (—A); en particular, la mayorfa de las propiedades de la suma paralela son heredadas
por la resta paralela. A

6.4 Foérmulas para el complemento de Schur bilateral

En esta seccién exhibiremos algunas formulas para el complemento de Schur bilateral en las
cuales interviene la suma y la resta paralela. Como antes, S y 7 denotan dos subespacios
cerrados de H; y Ho, respectivamente. Comenzaremos con un Lema, el cual fue demostrado
en [106] para pares de operadores positivos.
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Lema 6.4.1. Sea A € L(H;y,Hs) un operador (S, T )-complementable y B € L(H1, Hs) otro
operador tal que los pares (A,B) y (X (A,S,7),B) son sumables en paralelo y la suma
paralela A : B es (S,7T)-complementable. Entonces

¥(A,8,T):B=%((A:B),87T) .
Demostracion. Sea x € S§. Por la Proposicion 6.3.9, existe y € H; tal que
SAST)(x+y)=2(A,8,7T):B(x), y By=-%(A8,7): B(zx).
Sea 2z € 8t de modo que A(x + vy + 2) =X (A4,5,7) (z + y). Entonces,
Ale+y+2)=%X(A,8,7): B(zx) y By=-%X(A8,7): B(z).

Luego, A : B j =X (A,8,7): B(x), y por la Proposicién 6.2.5, ¥ ((A: B),S,7)x =
Y (A,S8,7): B(x). |
El siguiente es un resultado técnico que sera de gran utilidad.

Proposicién 6.4.2. Sea A € L(Hi,Ha) un operador (S, T )-complementable . Si B €
L(H1, Hsa) satisface R(B) = T y R(B*) = S, entonces existe ng € N tal que para todo
n > ng, A ynB son sumables en paralelo.

Primero demostraremos el siguiente lema.

Lema 6.4.3. Sean A, B € L(H1,Hs) tales que R(A) C T, R(A*) CS, R(B) =T yR(B*) =
S. Entonces existe ng € N tal que para todo n > ng, R(A+nB)=T y R(A+nB)*) =S.

Demostracion. Basta demostrar que 7 C R(A+nB) y S C R((A+ nB)*), pues las otras
inclusiones se verifican por hipétesis. Como R(B*) = S, el Teorema 2.1.1 asegura que
B*B > aPs para cierto a > 0. Entonces

|A+nB? = A*A+n*B*B +n(A*B+ B*A) > <om2 —TLH(A*B—i-B*A)H)Ps.

Tomemos n; € N de modo que an? > n ||(A*B + B*A)|| para todo n > n; . Por el Teorema
2.1.1, S C R(|A+nB|) = R((A+nB)*), si n > ny. Analogamente, se prueba que existe
7 C R((A+ nB)) para todo n mayor que cierto n, € N. En consecuencia, el lema queda
demostrado tomando ng = max{n,ns}. |

Demostracion de la Proposicion 6.4.2. Tomemos, como en la Proposicion 6.2.7, una proyec-
cion P € L(H,) tal que AP =% (A,8,7)y R(P*) =S. Como N(B) =8+ = R(I — P), se
tiene B(I — P) =0y BP = B. Por el Lemma 6.4.3 existe n; € N tal que R((X(A,S,7) +
nB)*) = S, para todo n > ny. Fijemos n > ny. Dado x € H;, hay un y € § de modo que
Y(AS,T)x=(X(A,8,7)+nB)y. Si z=Py+ (I — P)x € H;, entonces
Az = A(Pz+ (I —P)z) =% (A,8,T)z+ Al — P)x
= (8(A,8,7)+nB)y+ (A+nB)(I — P)x
= (A+nB)Py+ (A+nB)(I — P)x=(A+nB)z.
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Esto prueba la inclusién R(A) C R(A + nB). Siguiendo un argumento parecido se prueba
que existe ny € N tal que R(A*) C R(A+nB)* paran > ny. Por ende, A y nB son sumables
en paralelo para todo n > max{n;, na}. [ |

Como hemos visto en la seccién anterior, la suma paralela se define en términos del comple-
mento de Schur bilateral. La siguiente proposicién muestra una especie de relacion inversa.

Proposicién 6.4.4. Sea A € L(Hy, Hs) (S, T)-complementable. Si B € L(H1,H2) satisface
R(B) =T y R(B*) =8, entonces existe ng € N tal que:

1. Elpar (A, nB) es sumable en paralelo para todo n > ny.

2. Y(A,8,7)= lim A:(nB) (en la topologia inducida por la norma,).

n—oo
En primer lugar, demostraremos el siguiente caso particular:

Lema 6.4.5. Sean A,B € L(Hi,Haz) tales que R(A) C T, R(A*) C S, R(B) =T y
R(B*) = S. Entonces, A : (nB) N

n—oo

Demostracion. El Lema 6.4.3 implica que existe ng > 1 tal que, para todo n > ng, Ay nB
son sumables en paralelo. Fijemos n > ng. Por definicién, A : (nB) = A — F*E,,, donde F,
y E, son las soluciones reducidas de las ecuaciones

A*=|A+nB|'Y?X y A=|(A+nB)*|V?U,X,

y U, es la isometria parcial de la descomposicién polar de A + nB. Mostraremos que
|Enll — 0 (resp. ||F,|] —— 0), lo cual claramente implica la convergencia deseada. Por
n—oo n—oo

el Teorema 2.1.1,
|E,[|=inf{AeR : AAA<NA+nB|} , neN, (6.12)
y existe a, 8 > 0 tal que A*A < 3Ps y B*B > aPs. Entonces (A*A)? < 3*Ps, y

|A4+nB]?=A*A+n*B*B +n(A*B + B*A)

n? —n||(A*B + B*A)||
32

Recordemos que por el teorema de Lowner, dado r € (0, 1], la funcién f(z) = 2" es monétona

de operadores, es decir si 0 < A < B, entonces A" < B". Por lo tanto, si n es suficientemente
grande,
s

(om2 —nl[(A*B+ B*A)||)

> (an® = n||(A*B + B*A)||) Ps > = (A*A)? .

A*A <

7 |A+nB| .

Luego, (6.12) implica que || E,|| —— 0. Analogamente, se prueba que [|F,|| —— 0. W
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Demostracion de la Proposicion 6.4.4. Por la Proposicién 6.4.2, tanto el par (A,nB) como
el par (X (A,S,7),nB) son sumables en paralelo para todo n mayor que cierto ng. Usando
el Lema 6.4.1, para todo n > ng, se tiene

A:nB=%((A:nB),5,7T)=%(A,8,7T) :nB .

Entonces, por el Lema 6.4.5, haciendo que el operador X (A,S,7) juegue el papel de A,
obtenemos que A : nB —— X (A, S8,7). [

n—oo

El dltimo resultado de esta seccion relaciona la suma y resta paralela con el complemento
de Schur bilateral.

Proposicién 6.4.6. Sea A € L(Hi,Hs2) un operador (S,T)-complementable. Entonces,
dado un operador L € L(Hq,Hs) tal que R(L) =T y R(L*) =S, eziste n € N de modo que:

1. A y nL son sumables en paralelo.
2. % (A,S,T) €D ...
3. (A:nL) +nL=%(AS,T).

Demostracion. Las primeras dos afirmacién son consecuencias de la Proposicién 6.4.2 y el
Lema 6.4.3, respectivamente. Como R((A:nL) +nL) C 7T y R(((A:nL) +nL)*) CS
entonces, por el Lema 6.4.1,

(A:nL) +nL=%(((A:nL) +nL),S8,7)=(X(A,S8,7) : nL) =+ nL.
Finalmente, por la Proposicién 6.3.11,

(X(A,8,7):nL) +nL=(X(A,S8,7T)+ —nlL):(—nl) =% (A,S5,7) ,
lo cual completa la demostracion. [ ]

Observacién 6.4.7. La Proposicién 6.4.4 fue demostrada para operadores positivo por An-
derson y Trapp en [5] y por Pekarev y Smul’jian en [106]. También fue estudiada por Mitra
y Puri quienes probaron la férmula ¥ (A,S,7) = lim A : (nB) para matrices rectangulares

(see [97]). No obstante, su demostracién no puede extenderse a espacios de Hilbert de di-
mensién infinita pues sus técnicas involucran inversas generalizadas, que en nuestro contexto
solo existen si el operador en cuestion posee rango cerrado. Finalmente, el lector encontrara
una mejora de la Proposicién 6.4.6 para operadores positivos se encuentra en [106].



Capitulo 7

Complemento de Schur espectral

Dado un operador positivo A y un ntimero ¢t > 0, consideremos A! y su complemento de
Schur ¥ (S, A"). Resulta que la funcién ¢t — X (A", S )1/ " es decreciente respeto al orden usual
para t > 1. Su limite, respecto a la topologia fuerte de operadores,

p(A,8) = lim X (A™ 8)"/™,
es el principal objeto de estudio de este capitulo. Entre otras cosas, estudiaremos la conexion
que existe entre p (A,S) y el orden espectral introducido por Olson en [101], las propiedades
espectrales de p (A, S), como estas propiedades espectrales se vinculan con las de A y final-

mente consideraremos su relacion con la denominada complejidad de Kolmogorov, definida
por J. L. Fujii y M. Fujii en [60].

7.1 El orden espectral

El preorden espectral fue introducido por Olson en [101] con el propdésito de exhibir una
relacién de orden con respecto a la cual el espacio vectorial real de operadores autoadjuntos
formara un reticulo condicionalmente completo. En este trabajo sélo consideraremos el
preorden espectral para operadores positivos, razén por la cual optamos por la siguiente
definicion del mismo:

Definicién 7.1.1. Dados A, B € L(H)™, diremos que A es menor que B respecto al orden
espectral si para todo m € N se tiene que A™ < B™. En tal caso escribiremos A< B. La
relacién =< definida en L(H)™ es un orden parcial denominado orden espectral.

Notacién: A lo largo de este capitulo, dado un operador A € Ly, (H), por medio de
Amin (A) (resp. Amax (A)) denotaremos al menor (resp. mayor) elemento del espectro de A.A

Ejemplos 7.1.2. Dados A, B € L(H)" tales que A < B, se tiene:
1. Si AB = BA entonces A< B.
2. Si Apax (A) < Apin (B) entonces A < B.

97
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3. En My(C)*, A=< B siy s6lo si Apax (A) < Amin (B) 0 bién AB = BA.
4. Si hay una matriz C tal que A < C < B, AC=CAy BC = CB, entonces A=< B. A

Las siguientes caracterizaciones alternativas del orden espectral fueron demostradas por Ol-
son en [101].

Teorema 7.1.3. Sean A, B € L(H)*. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) A=<B,

(2) Npoo)(A) SRy oo)(B) (0< A <00),

(3) f(A) < f(B) para toda funcion continua y no decreciente f definida en [0, 00).

Como consecuencia de la Proposicion 1.1.12 se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 7.1.4. Sea {A,}nen una sucesion en L(H)T tal que A, 1 <A,, n € Ny

sSoT sSoT
A, \. A€ L(H)". Entonces, para cada k € N, A¥ N\, A*. En particular, A< A,, n € N.

Demostracion. Fijemos k € N. Como la sucesién {A, },en es decreciente con respecto al
SOoT

orden espectral, existe B € L(H)* tal que A¥ \, B. Usando la Proposicién 1.1.12 con la
SOT
funcién f(t) = t'/*, deducimos que A, \, BY* = A. Por lo tanto, B = A [ |

n—oo

El siguiente teorema contiene mas caracterizaciones alternativas del orden espectral, esta
vez en espacios de dimension finita.

Teorema 7.1.5. Sean A, B € M,,(C)". Entonces, son equivalentes:
1. A<XB
2. Sixeo(A), pe€a(B)y\>pu, entonces N(A—X) C (N (B—p))t.

3. Existe k € N, k < n y una sucesion de matrices semidefinidas positivas {D; }o<i<y tales
que, Dy = A, Dy, =B, D; < Diy1 y DiDiyy = Dy D; (1=0,--- k—1).

Demostracion.
1 = 2: Como los espectros de A y B son discretos, existe una funcion f: R — R tal que:

i.) f es creciente y continua.
i) fz)=1siz> Ay f(z)=0siz < p.

iii.) Siz € 0 (A)Uo (B), entonces, f(x) =00 f(x)=1.
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Luego
N(A—X) CR(f(A)) C R(f(B)) S N(B—p)

2 = 3) Procedamos por induccién sobre la dimensién del espacio C™. Sin = 1, es claramente
verdadero.

Ahora, sea n > 1 y supongamos que la implicacién (2 = 3) vale para matrices de
n — 1 x n — 1. Definamos el conjunto

N={Aco(A): A>Aum(B)}.

Si N = @, entonces, A < A\uin (B) I < B. Por otro lado, si N # @, sea P la proyeccién
sobre el subespacio @ N (A —=X)y D el operador definido por
AEN

Dy = Auin (B) (I — P) + PA.

Como PA = AP, es claro que AD; = D1Ay A < D;. Por otro lado, el par (D, B) también
satisface (2). Dy y B tienen un autovector en comin z, el cual corresponde a Ay, (B) (pues
N (B = Auin (B)) € R(I — P)). Sea L el subespacio generado por x. Entonces D; y B
pueden representarse del siguiente modo

o /\min (B) 0 £ . )\min (B) 0 ﬁ

Dado que (l/)\l,ﬁ) satisfacen (2), aplicando la hipdtesis inductiva, existe una sucesién

—_—

{Z/?;}jzgf..,k (k < n), tal que Di=DBy Djljﬁ\l = Dj+1]/); (j=1,---,k—1). Finalmente,
la sucesién buscada es

Dy=A

D, = (Am“b(B) DO\]) (=1, k).

3=1) Como D;D; 1 = D;i1D; (i=0,--- ,k—1), se tiene que A<Dy <---<D;,<B. &

Observacion 7.1.6. La prueba original de la equivalencia entre (1) y (2) puede encontrarse
en [101]. A

7.2 Definicion del complemento de Schur espectral y
sus propiedades basicas

En esta seccion definiremos el complemento de Schur espectral y probaremos algunas de sus
propiedades. Con el objeto de simplificar los enunciados, de aqui en mas asumiremos que H
es un espacio de Hilbert dado, A € L(H)" y S es un subespacio cerrado de H.
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Proposicién 7.2.1. La funcién t — X (A1, 8)"", t € [1,00) es decreciente.

Demostracién. Fijemos t > 1. Entonces, ¥ (A" S) < A'. Como 0 < 1/t < 1, del teorema
de Lowner se deduce que X (Af, 8)"" < A. Por otro lado, R( (A, 8)"") € 8. Luego, por
la definicién de complemento de Schur, E(At,S)l/t < ¥ (A,S). Ahora, dados 1 < r < s,
tomemos t = s/r > 1. Aplicando lo ya demostrado al operador A" y a t, se tiene

S (A7,8) > ¥ (A", 8) =5 (4%, 8)7".

Como 1/r < 1, nuevamente por el teorema de Lowner, X (A’",S)l/r > (AS,S)I/S. [ |

Definicién 7.2.2. Si A € L(H)" y S es un subespacio cerrado de H, el complemento de
Schur espectral de A respecto de S esta definido por

. 1/ . 1/
p(AS) = %2{2 (At,S) "= lim ¥ (At,S) t,

t—+o0o

donde el limite es repecto a la topologia fuerte de operadores.

Ejemplos 7.2.3. Sea A € L(H)" y sean S y 7 subespacios cerrados.
1. Si A = Pr, entonces p(A,S) =% (At,S)l/t = Psnr, para todo t € [1,00).
2. Si APs = PsA, entonces p(A,S) =X (At,S)l/t = P A, para todo t € [1,00). A

En la siguiente proposicién resumimos algunas propiedades simples del complemento de
Schur espectral.

Proposicién 7.2.4. Sea A € L(H)" y sean S y T subespacios cerrados de H. Entonces:

1. R(p(A,8)) CR(A)NS.

2. p(cA,8) =cp(A,S) para todo ¢ € [0,400).
3. 8i S C T entonces p(A,S) < p(A,T).
4- B(p(A,8),8) =p(A,8) yp(E(A,S),85) =%(4,S).
5. p(p(A,S),8) =p(AS).
6. p(A,SNT)<p(Z(A,S),T).
Demostracion.

1, 2 y 3. Estas propiedades pueden deducirse facilmente de la definicién de p (A4, S) y la Proposi-

cién 2.2.3.

4. Como R(E (At,S)l/t) C S, para cada t > 1 se tiene R(p(A,S)) € S. Luego,
S (p(4,8),8) = p(ALS).
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5. Es una consecuencia directa de la identidad anterior.

6. Puede deducirse las siguientes desigualdades, validas para todo n € N:
(47, 8NT) <T(2(42,8),T) <3 (A, 8" . T) .

donde la tltima desigualdad se debe a que ¥ (A?",S) < X (A4, 8)*", o cual se deduce
inductivamente a partir de la Proposicion 2.2.4

El siguiente resultado es clave para el estudio del p (4, S).

Proposicién 7.2.5. Para todo t € (0,00)
p(AS) =p(A,S)
En particular,p (A,S)" < A,

Demostracion. Primeramente demostrémoslo para ¢t > 1. Por la Proposicion 1.1.12, la fun-
cion x — x” es continua respecto a la topologia fuerte de operadores si 0 < r < 1. Luego,
dado t € (1,00), como st — oo si s — 00, se tiene que

p(41,8)" = (1im ¥ ((At)S,S)l/S)l/t — lim ¥ (4%,8)"* = p(4,8),

§—00 §—00

donde los limites se toman respecto a la topologia fuerte de operadores. Esto prueba para
t > 1 que

p(ALS) =p(A,S) . (7.1)
Ahora, si t € (0,1),

p(4.8) = (0 (4.8)") = p ((A)".8)" = p(A,S)',

1
donde en la segunda igualdad hemos usado (7.1) para n > 1. [

A partir de este resultado, surge el siguiente teorema, el cual muestra que respecto al
orden espectral, el complemento de Schur espectral posee una caracterizacion similar a la
de Krein-Anderson-Trapp para el complemento de Schur tradicional que en este trabajo
adoptamos como definicién.

Teorema 7.2.6. Si
M,(S,A) = {De L(H)*: D=A, R(D)C S}

entonces p (A,S) = max M (S, A), donde el mdzimo es respecto a cualquiera de los ordenes,
el usual o el espectral
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Demostracion. En primer lugar, notemos que p (A, S) € M,(S, A). En efecto , p(A4,8)" <
A™ para todo m € N por la Proposicién 7.2.5, y R(p(A,S)) C S casi por definicién.

Sea D € M,(S,A). Fijado m € N, como D™ < A™, se tiene X (D"‘,S)l/m <X (Am,S)l/m.
Dado que ¥ (D™, 8)"™ = D, tomando m — oo obtenemos la desigualdad D < p (A, S) . Esto
muestra que p (A, S) = max M, (S, A) para el orden usual. Por otro lado, si D € M,(S, A),
entonces para todo k € N, D* < AF y D* € M (S, A*). Aplicando lo ya demostrado a A,

se obtiene
DF < p (A% S)=p(AS)", kel
Luego D <p(A,S). |

Corolario 7.2.7. Sean A y B operadores positivos tales que A<B y sean S y T subespacios
cerrados. Entonces

1. 8i S C T, entonces p(A,S) <p(B,T).
2. p(p(A,S),T)=p(A,SNT).

Demostracion. Para (1) basta notar que M, (S, A) C M, (7, B). En cuanto a (2), la prueba
es igual a la demostracién de la Proposicién 2.2.5. |

Otra aplicacién del Teorema 7.2.6 es el siguiente resultado sobre convergencia de sucesiones
de complementos de Schur espectrales.

Proposiciéon 7.2.8. Sea {A,}nen una sucesion en L(H)T tal que A1 2 A,, n € Ny

SoT ., .
A, —— A, y sea {S, }nen una sucesion de subespacios tales que S,11 C S,,. Entonces
n—oo

sor

p(An,Sn) . p(AS),

n—oo

donde S = ﬁ S,.

n=1

Demostracion. Por el Corolario 7.2.7, para cada n € N, p (4,41, Sns1) < p (An, Sn). Luego,
existe un operador positivo L que es el limite en la topologia fuerte de operadores de la
sucesion {p (A, Sn) pnen. Por un lado, la Proposicién 7.1.4 implica que A < A,,, n € N. Como
también S C S, se obtiene p(A,S) < p(A4,,S,), n € N. Esto muestra que p(A,S) < L.
Por otro lado, para cadan > my k > 1, por el Corolario 7.2.7 y la definicién de complemento
de Schur espectral,

1/k

L<p(An,Sn) < p(An,Sn) <5 (AN, Sn) (7.2)

SOT
Firemos ahora k > 1. Por la Proposicién 7.1.4, Aﬁ \. A*. En consecuencia, por la Proposi-
cion 1.1.12, B
1/k SOT 1/k

\ 2 (458,)

n—oo

¥ (AL, Sn) (7.3)
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Analogamente, usando la Proposicién 2.2.9, se obtiene

R B (AR S)

n—oo

X (A% S,) Ve

(7.4)

Luego, juntando las ecuaciones (7.2) (7.3) y (7.4), resulta L < X (A’“,S)l/k. Finalmente,
como esta desigualdad vale para todo k, tomando limite concluimos que L < p(A4,S). N

Como muestra el siguiente ejemplo, esta 1ltima Proposicion en general no es cierta si la
sucesion de subespacios no es decreciente.

Ejemplo 7.2.9. Consideremos un operador A, positivo, inyectivo pero no suryectivo. Sea
L un subespacio de dimensién infinita de H tal que R(AY2) N L = {0} y tomemos una

base ortonormal {e, },en de H contenida en £. Llamemos S, al subespacio generado por los
SOT

vectores ey, ... ,e,. Entonces, Ps, " I, pero, p(A,S,) =X (A,S,) = 0 para todo n € N,

n—oo

porque, como fue probado en [5], R(X (4,8,)"%) = R(AY2) NS, = {0}. A

7.3 Propiedades espectrales del p(A,S).

En esta seccién estudiaremos las caracteristicas espectrales del operador p(A,S). Comen-
zaremos con el siguiente teorema que caracteriza su resolucion espectral a izquierda.

Teorema 7.3.1. Sea A € L(H)" y S un subespacio cerrado de H. Entonces

o) ={ RN (75)

es una resolucién espectral a izquierda y el operador asociado a la misma es p(A,S). En
otras palabras, para 0 < A € R,

N[)\,oo) (p (Aa S)) = N[)\,oo) (A) A PS-

Demostracion. Claramente f es una resolucion espectral a izquierda, lo cual se deduce facil-
mente del hecho de que la funcién A — Ry, ,)(A) lo es. Sea B el operador definido por
la resolucién espectral f. Por el Teorema 7.1.3, claramente B <A y todo D € M (S, A)
satisface que D < B. En efecto, supongamos que 0 < D<Ay R(D) C S. Entonces, para
A >0, Ry ooy (D) <Ry ooy (4) v

Rir00) (D) < Ro,00) (D) < Prrpy < Ps.

Por lo tanto Ry o) (D) < Ry 00)(A) A Ps = R\ o) (B). Como Ry ooy (D) = I = V|5 ) (B) para
A <0, obtenemos que D = B por el Teorema 7.1.3. Finalmente, como

0 |A] < A

Npoo) ([APs) = Ps 0<A<|A]
1 A<0
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se deduce que B <||A|| Ps y, en particular, R(B) C S. Luego, por el Teorema 7.2.6,
B =maxM,(S,A4)=p(A,S).

Proposicién 7.3.2. Sea = mino (A), entonces
P <p(AS).

En particular, si A es inversible, entonces p (A, S) es inversible si lo consideramos actuando

sobre S.

Demostracion. Como pu™ = min o (A™) para todo m € N, entonces ™ Ps < u™I < A™ para
todo m € N. Luego , uPs < A y por el Teorema 7.2.6, la Proposicién queda demostrada. B

Observacién 7.3.3. Dado un operador A € L(H)™, entonces r ¢ o (A) si y sélo si existe
e > 0 tal que N[r—a, +00) (A) = N[r+a,+oo)(A)- A

Proposicién 7.3.4. Si se considera a p(A,S) como un operador de S, entonces
o (p(A,8)) Sa(4).

Demostracion. Por la Proposicion 7.3.2, si 0 ¢ o (A) entonces 0 ¢ o (p(A,S)). Por otro
lado, si > 0y r ¢ o(A), entonces por la observaciéon 7.3.3, existe un ¢ > 0 tal que
N[T_é-, +o0) (A) = N[H_&_,_oo)(A). Por lo tanto,

N[rfs,Jroo) (p (Aa 8)) =Ps A\ N[T*E’ +o0) (A)
= Ps A N[H—E, +00) (A)
= N[r+€,+00) (p (Aa S))

En consecuencia, r ¢ o (p (4, S)). |

Proposicién 7.3.5. Sea f : [0, +00) — [0,400) una funcién creciente y continua a derecha.
Entonces

f(p(A,S)) = p(f(A),S) (7.6)

Demostracion. Dado A > 0, como f es creciente y continua a derecha, existe n > 0 tal que
{p: f(p) = A} = [n,+00) y, para todo C' € L(H)™, Ry o) (f(C)) = Npyo0)(C).

Sin =0, entonces Rpx ooy (f(p (A, S))) = Vpoo) (P (f(A),S)) = 1. Sin > 0, entonces

Rixo0) (f(2 (A, 5))) = Ripoo) (9 (A, S)) = Vg o) (A) A P

= Rpyoo) (F(A)) A Ps = Ry ooy (0 (F(A), S)),

Esto muestra que f(p (A, S))y p (f(A),S) poseen la misma resolucion espectral (a izquierda).
(

Por ende, f(p(A,S)) = p(f(A),S) .
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Corolario 7.3.6. Sea A € L(H)"™ un operador de rango cerrado y S un subespacio cerrado.
Entonces R(p(A,S)) = R(A)NS.

Demostracion. Sea e > 0 tal que R(R[. «)(A)) = R(A). Por la Proposicién 7.3.4, se tiene que
R(Rco)(p(A,S))) = R(p(A,S)). Finalmente, aplicando la Proposicién 7.3.5 para la funcién
f = N[ «) vy comparando los rangos de ambos términos se obtiene el resultado buscado. W

El resto de esta seccion esta destinado a dar distintas caracterizaciones del minimo del
espectro o (p (A, S)) como operador de L(S).

Proposicién 7.3.7. Si consideramos a p(A,S) actuando en S, entonces
mino (p(A,S)) =max{\>0: A™ > \"Ps, ¥V m € N}. (7.7)
Demostracion. Notemos que A™ > AN"Ps, m € N, siy solamente si A\Ps < A. Por otro

lado, como Ps y p(A,S) conmutan, A\Ps < p(A,S) siy sélo si APs <p(A,S), siy sélo si
APs € M,(S,A) siy sélosi APs < A. |

Teorema 7.3.8. Si consideramos a p(A,S) actuando en S, entonces
mino (p(A,S)) =max{A >0: Ps <X}, y(A)}
—min{p € 0 (4): RRpuuo(A) LS Ve>00  (78)
— minf € 0/ (A): Ps Ryupe(A) £0 Ve > 0},
Demostracion. Para cualquier B € L(S)", mino (B) = max{\ > 0 : X, \(B) = Is}.
Usando esta identidad, se obtiene Ay = mino (p(A4,S)) = max{A > 0 : Ps < X[, oy(4)}.

Luego Ps < Ny 00)(A) ¥ Ps £ R[yg4e,00)(A) para cada € > 0. Entonces, A\g € {1 € 0 (A) :
Ps N, 16 (A) #0 Ve > 0}, pues si Ps Ry r4e)(A) = 0, luego

Ps Rizgte00)(A) = Ps (N[Ao,oo)(A) - N[Ao,Ao+a)(A)) = Ps Njyy,00)(A) = Ps,

ie. Ps < Rpteo)(A). SiAg = 0, entonces la ecuacién (7.8) es claramente cierta, pues
[Ao, Ao + &) es un abierto del o (p(A4,S8)). SiAg >0,8a0 < A< Ay0<e<A—A
Entonces A 4+ ¢ < Ag. Como A\g = max{\ > 0: Ps < X\ «)(A4)}, se tiene que PsX o0)(A) =
Ps®xyc00)(A) = Ps. En consecuencia

Ps = PSN[,\OO)(A) = PSN[A7>\+5)(A> + PSN[)\—I—E,OO)(A) = PSN[A7A+6)(A) + Ps.

Por lo tanto Ps®(y y4¢)(A) = 0, lo cual prueba la ecuacién (7.8). [ |
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7.3.1 Algoritmo para calcular p(A,S) en términos de la descom-
posicién espectral de A cuando dim’H < oo

A continuacion exhibiremos un algoritmo que dado el espectro y los autoespacios de una ma-
triz A nos permite calcular el espectro y los autoespacios de la matriz p (A, S). Comencemos
con el siguiente resultado que es una consecuencia inmediata del Teorema 7.3.1

Proposicién 7.3.9. Sea A € M, (C)T y S un subespacio de C". Entonces,

@ker(p(A,S)—,u) = @ker(A—u)ﬂS, Y

@ker(p (A,S)—p) = @ker(A —pu)NS. (7.9)

Sea A € M,,(C)*, § un subespacio de C" y supongamos que o (A) = {A1, -+, An} (A1 <
-+ < Apm). Como, por la Proposicién 7.3.4, o (p(A,S)) C o (A), resulta que o (p(A,S)) =
{Ais, -+, A} El menor autovalor de p (A, S) estd caracterizado por el Teorema 7.3.8 del
siguiente modo:

A\i, = min{\ € o (A) : ker(A — \) € S*}.
Los otros pueden ser identificados del siguiente modo

)\i2:min{)\Ea(A): A> N, ¥ @ker(p(A,S)—u)#@ker(p(A,S)—u)},

H>A >

Nig 1 :min{)\EJ(A): A> N,y @ker(p(A,S)—u)#@ker(p(A,S)—,u)},

pn>A pw>A

y finalmente

i, = min{)\ c€o(A): @ker(p (A,S) —p) = {0}}

n>A

Estas formulas pueden reescribirse, usando la Proposicion 7.3.9 del siguiente modo:
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/\Z-szin{)\ea(A): A>N, ¥ @ker(A—,u)ﬂS#@ker(A—,u)ﬂS},

HZA w>A

/\ikH:min{)\Ea(A): A>N, ¥ @ker(A—/L)ﬂS;é@ker(A—,u)ﬂS},

u>A u>A

i, = min{)\ co(A): @ker(A —p)NS = {0}}

B>

Una vez encontrados los autovalores de p (A, S) y usando la Proposicién 7.3.9, los autoespa-
cios de p (A, S) pueden escribirse del siguiente modo:

ker(p (A, S) —A;,) = @ ker(A—p)NS, y

B>,
ker(p(A,S) — \i,) = < @ ker(A — p) ﬂS) N < EB ker(A — ) ﬂS)lk‘ =1,...,p—1.
B> Ay, B2XNiy

En sintesis, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 7.3.10. Sea A € M,,(C)" y sea S un subespacio de C"™. Supongamos que o (A) =
{M, A <o+ < A) y sean iy, - -+ i, los subindices definidos por

i. \;, = min{\ € o (A) : ker(A — \I) £ St}

ii. Para k=2,...,p—1 definimos \;, como el menor autovalor de A tal que \;, > N, |, ¥

@ ker(A—pu)NS 2 EB ker(A—u)NS #0.

ifi. \; = min {)\ € o (A): Pler(A - ul)n S = {0} }

B>

Entonces,
a. o(p(A,S) ={ i, A, }

b. [[p(A,S)] =N, :min{/\ c€o(A): @ker(A—uI) NS = {0} }}

w>A
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c. Si P, es la proyeccion ortogonal sobre el subespacio

@ ker(A—pu)NS,

H2> i,
y P, (k=1,...,p—1) es la proyeccion ortogonal sobre el subespacio
1
< @ ker(A—,u)ﬂS) N ( @ ker(A—,u)ﬂS) :
=Xy, B2XNig
se tiene que:
p
p(A,S) =) N, P (7.10)
k=1

En el ejemplo 7.5.1 de la seccién 7.5 mostraremos como se usa el algoritmo antes descrito
para calcular la matriz p (4, S).

7.4 El caso dimS = 1.

Notacién: Supongamos que dimS =1y sea x € S un vector unitario. Dado A € L(H)™,
existe A\, u > 0 tal que p(A,S) = APs y p(A,S) = puPs. Denotaremos p(A,z) = Ay
Y (A ) = p.

Observacién 7.4.1. Sea S un subespacio generado por el vector unitario x € ‘H. Hay varias
maneras de calcular p (A, x) en términos de p(A,S), y andlogamente X (A, ) en términos
de ¥ (A,S). A continuacién mencionamos algunas de ellas:

1. Por el Teorema 7.3.8,
p(A,x) =mino (p (A, S))
—min{ €0 (A): PsRpyue(A)£0 Ve > o} (711)
=minqpu € o (A): Ny uo(A)z#0 Ve > O}.

2. Por la Proposiciéon 7.3.7
p(A,z) =max{\>0: (A", n) > \"|(x,n)|*, YneEN, neH}.

3. También p(A,z) = ||p(A,S)z| = (p(A,S)z,z). Férmulas similares valen para el
Y (A ).

4. Por la Proposicién 7.3.4, p(A,x) € 0 (A). Mas ain, por el Teorema 7.3.1 (o Teorema
7.3.8),

p(A x) =max{A € 0 (A): 2 € RRp)(4))}. (7.12)
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A

Proposicién 7.4.2. Sean A, B € L(H)". Entonces A= B si y sdlo si p(A,z) < p(B,x)
para todo v € 'H.

Demostracion. Una implicacién es consecuencia del Corolario 7.2.7. Por otro lado, suponga-
mos que p (A, z) < p(x, B) para todo vector unitario z € H. Dado A > 0 tal que R, oy (A) #
0, sea y € RN o0)(A)). Por la ecuacién (7.12), A < p(A,y). Como p(A,y) < p(B,y),
resulta que y € R(R «)(B)). Luego, para todo A > 0, R(R[y «)(A4)) € R(Rp00)(B)). Por el
Teorema 7.1.3, inferimos que A < B. |

Proposicién 7.4.3. Sea A € L(H)" y sea S el subespacio de H generado por el vector
unitario x. Si A es inversible, entonces para m € N,

) ($’A2m)1/2m _ HA—mxH—l/m _ <A72mx7$>71/2m, (713>
y
p(A,z) = lim [|[A""z|| Y™ = in%HA*mxH*l/m (7.14)
m— 00 me

Si R(A) es cerrado,

1. Six & R(A), entonces p (A, z) = 0.

2. Sixz e R(A) y B= AT, entonces

p(A.x) = lim [[B"a " = inf || Bm]
m—oo me

Demostracion. Usando el Teorema 7.3.8, el caso rango cerrado facilmente se reduce al in-
versible considerando A como un operador sobre su rango. Notemos que si R(A) es cerra-
do, entonces existe € > 0 tal que Njg.(A) = Py(a). Por lo tanto z ¢ R(A) implica que
PsRo)(A) # 0, y, por la observacién 7.4.1, se tiene que p (A4, x) = 0.

Supongamos entonces que A es inversible. Dado m € N, denotemos por medio de 7, =

A=™/2g. Fijemos m € N. Por el Teorema 2.2.3, si M,, = A~™/%(S), entonces ¥ (A™,S) =
Am/QPMmAm/Q’ y

S (A" 2) = |2 (A™,S) x| = [|A™2 Py, Az

Nétese que M,, es el subespacio generado por 7,,, en consecuencia Py, p = ||7m |l 720, D) i,
p € 'H. Entonces

2 (A", 2) = [|A™2 Py, A2 0| = (A2 (| 2(A™2 2,1 )|

=l 72z, 2) 2l =l 2.

Luego X (z, A?™) = ||A=™x|| 72, de modo que
» (x,AQm)1/2m _ ”Afmfol/m ., me N.

La ecuacién (7.14) es ahora consecuencia de la observacién 7.4.1 y la definicién de p (4, S).
|
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Observacién 7.4.4. La ecuacién (7.13) y por ende la Proposicién 7.4.3, pueden también
deducirse de la siguiente férmula: dado B € L(H)* inversible y © € H con ||z|| = 1,

Y (B,x) = (B 'z, 2) .

Esta formula es la version unidimensional de la caracterizacion del complemento de Schur
en términos de la representacion en bloques de la inversa de un operador (ver [91, Lema 4.7]
o para una versién matricial de este resultado ver [75]). A

Dados A, B € L(H)", consideremos los siguientes conjuntos:

o (A) = {p(4,2) : ||z =1},
o1 (A)={A €0 (A): 3 (tn)nen en o (A) con py > Xy p \, A}

= {/\ €0 (A):Ve>0, Ruae(A4) #0}
ou(A) = {A €0 (A): N(A— ) # {0}},

Notemos que o (A) estd constituido por aquellos puntos del o (A) que son limite por la
derecha de otros puntos del espectro de A, mientras que o,(A) es el espectro puntual de A.

Proposicién 7.4.5. Sea A € L(H)". Entonces
oo (A) =0 (A)Uop(A) ={A€a(A):Ve>0, Rp,(A) # 0}
En particular, o4, (A) es denso en o (A) y es exactamente o (A) si dimH < oo.

Demostracion. Sea X € 0 (A) v (fn)neny una sucesion en o (A) tal que p, \,_oo A Sea
A=p1+1ly\ = %(Mn+1 + ptn), n € N. Como fi,, € (A, Ap—1), entonces Ry, ) (A) # 0.
Tomemos, para cada n € N, un vector unitario z,, € R(R, x, ,)(A)), y consideremos el

vector
Tn
on
neN

Tr =

Por la férmula (7.12) y la construccién de x, es claro que p(z, A) = A, pues A = inf,, pu,, =
inf, A,. Si A € 0,4(A), basta tomar x € N(A — Al) y claramente p (A, z) = X (4,2) = A

Supongamos ahora que A € o (A) pero A ¢ o (A) Uo,(A). Esto significa que existe un
e > 0 tal que Xy x1¢)(A) = 0. Por lo tanto, para cada vector unitario x, es imposible que

A=max{p € o (A):x € RNp)(A4))},

pues si £ € R(R[yo0)(A)), entonces € R(Rpje,00)(A)). |

Observacién 7.4.6. Si A € L(H)' no es inversible, entonces 0 € o (A). Si el cero es
un punto aislado del espectro de A, entonces A tiene rango cerrado. En consecuencia,
N(A) # {0}. De no ser asi, X (A) # 0 para todo € > 0. Esto muestra que 0 € o, (A).
Maés generalmente, para A € L(H)™", se tiene que A\pin(A) = mino (A) € og, (4). Por otro
lado, por la Proposicién 7.4.5, | A|| € o, (A) siy s6lo si || Al es un autovalor de A.
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Observacién 7.4.7. Dado A € L(H)™, denotemos por medio de Ry(A) al subespacio

Ro(A) = | R(Rp 00y (A)).

Si R(A) es cerrado, entonces Ry(A) = R(A), pues el cero es un punto aislado del espectro de
A. Si R(A) no es cerrado, entonces Ro(A) estd propiamente incluido en R(A), pero denso
en R(A). Este subespacio resulta particularmente interesante pues, por la férmula (7.12), si
x € H es un vector unitario, entonces p (A, x) # 0 si y s6lo si x € Ry(A). A

7.4.1 Complejidad de Kolmogorov

Dada una matriz inversible A € M,,(C)* y un vector unitario x € C" | J. I. Fujii y M. Fujii
[60] definieron la complejidad de Kolmogorov del siguiente modo:

K (A, z) = lim log({A"2,2)) = log lim ( A"z, z)"". (7.15)

n—oo n n—oo

Usando la férmula (7.13), se puede ver que el limite es en realidad un supremo; y se tiene la
identidad

-1

K (A, x)=1logp (A’I/Q, x) g logp (A7, ) (7.16)
Usando las férmulas (7.11) y (7.12), obtenemos
expK (A,z) =min{A €0 (A):z€ RN_wy(4))}
(7.17)

= max{u co(A): Ny_cpy(A)x#0 Ve> O} :

Con estas identidades en mente, lo hecho hasta aqui nos permite generalizar la nocién de
complejidad de Kolmogorov en dos direcciones: la primer es a espacios de Hilbert de dimen-
sién infinita y /o subespacios no necesariemente unidimensionales; la segunda es a operadores
no necesariamente inversibles.

La extensiéon de la complejidad de Kolmogorov, para operadores inversibles, a subespa-
cios cerrados de dimensién mayor que uno puede realizarse a través de la ecuacion (7.16).
Notese que la misma nociéon de complemento de Schur espectral es, en cierto sentido, una
generalizaciéon de la complejidad de Kolmogorov a espacios cerrados (no necesariamente uni-
dimensionales) de un espacio de Hilbert H. Definida de esta forma, la extension hereda del
complemento de Schur espectral, mutatis mutandis, la mayoria de sus propiedades.

La extension para operadores no inversibles no es tan directa. Sin embargo, las técnicas
que pueden utilizarse son muy similares a las desarrolladas en la seccién anterior. A contin-
uaciéon definiremos la complejidad de Kolmogorov para operadores no inversibles y probare-
mos algunas de sus propiedades.
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Definicién 7.4.8. Dado z € Hy A € L(H)™, se define

k(A z) = lim (A", z)"/".

Observar que k (A, z) = exp K (A, x) si K (A, x) estd definido.
Observacién 7.4.9. Seaz € Hy A € L(H)*. Entonces:

/n

1. si ||z|| = 1, la sucesién ( A%z, z)"™ es creciente y lim ( A%z, z )™ existe para todo

x €H, o
2. k(A,z) =k (A, ax) para todo 0 # a € C,
3. k(A,z) =k (A, R o)(A)z) para todo A > 0 tal que Ny o) (A)z # 0.

En efecto, por la desigualdad de Holder para estados (también puede apelarse a la desigual-
dad de Jensen, ver [15]), si ||z||=1,p> 1y 1/p+ 1/q¢ = 1, entonces

(APz, 2 )P (I, )9 = ( APz, 2P > (Ax,z).
Aplicando esta desigualdad a A™ con p = (n + 1)/n, se obtiene que
(A'z,z )" < (A", >1/n+1 :

El segundo item es consecuencia de que ]a|2/ " —— 1. Finalmente, para demostrar el tercer

item, supongamos que ||z|| = 1 y sean z; = T&T;ooo)(A)x y 3 = x — x1. Entonces, como
N[x00)(A) conmuta con A, para todo n € N,
(A"zy,x1) < (A"xy,m0) + (Awg,20) = (A"z, 1)
<A, 2)) + A < (14 |2y 72) (A2, 21 )
Esto muestra que k (A, z) = k (4,&), pues (1 + ||&]|72) V7 — 1. A

Recordemos que, dado A € L(H)" Ry(A) = U, og R(Rpr00)(A)).

Proposicién 7.4.10. Sea A € L(H)" yx € H, © # 0. Entonces k(A,x) # 0 si y sdlo si

Pray © € Ro(A). Mds ain, la ecuacidn (7.17) vale en general:

k(A,z) =min{A€o(A):z€ RMN_oop(A4))}
= max {,u €o(A): Rycpy(A)z#0 Ve> 0} (7.18)

:Sup{/LEO'(A)i Ny 00) (A) 7&0}
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Demostracion. Sea A = sup {u € 0(A) 1 Noo(A)z # O}. Supongamos que p > A.

Entonces © € R(R(_« ,(A)), de modo que { A"z, x) < p*||z||* paran € N, y k (A, 2) < p.
Por otro lado, si p1 < A entonces N, «)(A)x = & # 0, y, por la observacién 7.4.9,

k(A x) = k(A &) > p, pues (A", €Y > p||€1]]* para todo n € N. Esto muestra que

k(A,z) = A. Las otras igualdades quedan a cargo del lector. [ |

Por la Proposicién 7.3.4, se tiene que oy, (A) C o (A) v, por lo tanto, si A es inversible,

{k(Az): lz #0} = {p(A o)t e =1} Co (47

Como veremos a continuacion, la otra inclusién no es cierta en general:

-1

=0 (A).

Proposicién 7.4.11. Si A € L(H)™" es inversible, entonces
{k(Az): |z #0} = o (A)Uou(A)
= {)\ € O'(A) : N()\_H_:’)\](A) 750 , Ve>0 },

donde o_(A) es el conjunto de puntos en o (A) que son limite por izquierda de alguna
sucesion de o (A)\ {\}. El conjunto {k(A,z): ||lz|| =1} es denso en o (A).

Demostracién. Es consecuencia de la Proposicién 7.4.5 (aplicada a A1) y de la identidad

{k(A,2): ||z #0} = {k(Az): |z =1} = {p (A" 2) " ||zl = 1}

Observaciones 7.4.12.

1. La proposicién 7.4.11 es cierta para un A € L(H)' cualquiera. La demostracién es
similar a la prueba de la Proposicién 7.4.5, usando la ecuacién (7.18) en vez de (7.12).

2. Sea H = (*(N) y {e, : n € N} la base canénica de H, y consideremos los operadores
diagonales e inversibles A, B € L(H)* definidos por

A(en):(Z—l—%)en : B(en):(Q—%)en, n € N.

Es fdcil ver, usando las proposiciones 7.4.5 y 7.4.11, que 2 ¢ {k (A, z) : ||z| = 1} vy

2¢ oy (B).
3. Si C € L(H)™, entonces ||C|| € {k(C,z) : [|z]| = 1} ¥y Anin(C) € 0w (C). Por
otro lado, si A y B son como en el ejemplo anterior, entonces |B|| = 2 ¢ o4, (B) v

Amin(A) =2 ¢ {k(A,z): [|lz] =1},

Observacién 7.4.13 (Operadores con rango cerrado). Supongamos que A € L(H)™"
es un operador con rango cerrado. Entonces, k(A,z) v p(A,x) pueden calcularse ex-
plicitamente en términos de p (AT, :v) Maés precisamente,
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1. Siz € R(A) es un vector unitario, entonces, por la Proposicién 7.4.3, podemos deducir
que k (A, x) =p (AT,J?)_l.

2. Sea x € H\(N(A) U R(A)). Por la Proposicién 7.4.3, p(A,z) = p (Af,z) = 0. Por
otro lado, si P = Pga), entonces P§ # 0y

1
k(A,z) = lim (A"Pz, P ”":k( ,ﬁ)z (Ati) 0
(Az) = Jirg, {A"Pe, Pa) reer) =\ ee) 7

7.5 Algunos ejemplos.

En primer lugar mostraremos un ejemplo donde p (A, S) es calculado explicitamente.

Ejemplo 7.5.1. Consideremos la matriz

6 —2 2
A= —2 10 —2 |,
2 -2 6

y el subespacio generado por los vectores (1,0,0) y (0,1,0). Los autovalores de A son 4, 6 y
12, y sus autovectores son (—1,0,1), (1,1,1) y (1, —2, 1) respectivamente.

Comencemos calculando el espectro de p(A,S). De acuerdo al Teorema 7.3.8 el menor
autovalor de p (A,S) es el minimo elemento del espectro de A tal que

ker(A — M) € S*.

Como puede ser facilmente chequeado, este valor es 4. Cémo se explicé en la subseccion
7.3.1 , el segundo autovalor de p (A, S) es el menor autovalor  de A que satisfaga

Sﬂ@ker(A— A) G Sﬂ@ker(A— A)=S.
A>p A>4

Este nimero es 6. Luego, por un argumento de dimensién, el espectro de p (A,S) es {4,6}.
Usaremos la parte (d) del Teorema 7.3.10 para calcular los autovectores asociados a cada
autovalor. Un autovector para el autovalor 6 es un vector no nulo en

SN Span{(1,1,1),(1,-2,1)},

por ejemplo, (0,1,0). Por otro lado, un autovector para el autovalor 4 puede encontrarse
buscando un vector en S ortogonal a (0,1,0), por ejemplo el (1,0,0). De este modo, obte-
nemos

4 0
p(A,S)=10 6
0 0

o O O

De acuerdo a la Proposicién 7.2.6, p (A, S) < A. En consecuencia, por el Teorema 7.1.5 existe
matrices intermedias Dy y D», tales que
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a. p(A,8)<Di<D; <Ay
b. p(A,S) D1 = D1 p(A,S), D1D2 == D2D1 y DQA = AD2

Siguiendo el algoritmo sugerido por la induccién usada para demostrar (2 = 3) en la Proposi-
cién 7.1.5 obtenemos

D, =

o o
oo o
s o o
“

S
|

— o ot
oo o
Sy

A

En los siguientes dos ejemplos, calculamos el espectro y las resoluciones espectrales de
p(A,S), en dos casos particulares:

Ejemplo 7.5.2. Sea M, € L(L*([0,1])) el operador definido por

y sea S el complemento ortogonal del subespacio de las funciones constantes. Aseguramos
que o (p(M,,S)) = [0,1]. Como por la Proposicién 7.3.4 o (p(M,,S)) C o (M,), es sufi-
ciente probar que (0,1) € o (p (M,,S)). Tomemos r € (0,1). Entonces, por el Teorema 7.3.1
se tiene que

RNy, 100)(p (M, 5))) = R(Rpr, 4o (Mo)) N S

1
~{rerwm: =0y [ foya-of
0
Luego, dado € > 0, si definimos f,.(t) = (t — 7)N[_c, r42)(t), entonces

fre € B(Rp e o (p (M) bt fre @ B(Rpie, 1oy (0 (M, 5))),

lo cual muestra, por la observacién 7.3.3, que r € o (p (M, S)). A

Ejemplo 7.5.3. Sea H = (* y {e, }nen su base ortonormal canénica. Siw = (1,271,272 ...),
sea S el complemento ortogonal del subespacio generado por w. En L(¢?)" consideremos el
operador compacto A definido del siguiente modo:

=1
A:;Een@)en

donde (z ® y)z = (z,y)x, para z,y,z € H. Obtendremos las descomposicién espectral
de p(A,S). Como o (p(A,S)) C o(A), el espectro de p(A,S) también es discreto. En
realidad, p (A, S) es compacto, lo cual puede deducirse facilmente de que p (A,S) < A. Sean
A1 > Ao > ... los autovalores de p (A, S) ordenados en forma decreciente.
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Por el Teorema 7.3.1, A\; < 1 pues e; ¢ S. Sin embargo, el subespacio 7 generado por e;
y ey interseca a S, pues dim S+ = 1. Por lo tanto, A\; = 1/2. Més atin, por el Teorema 7.3.1,

ker(p (4, 8) — % ) = [er(a - % Jelker(d-1)|ns=Tns.
Es facil ver que ker(p (A, S) — % ) es el subespacio generado por f; = e; — 2e5. Continuando
en forma similar, el subespacio generado por e, es y e3 interseca a S y la interseccién
tiene dimension dos. Esto implica que Ay = 1/3 con multiplicidad uno. Por otro lado, para
encontrar un autovector fo asociado a A\, basta buscar un vector generado por ey, es vy e3 que
sea ortogonal a f; y a w. Tomemos, por ejemplo, fo = e+ (1/2)e; — (21/2)e3. Continuando
del mismo modo, obtenemos que

o (p(A,8)) ={1/n: n =2} U{0},

cada autovalor tiene multiplicidad uno, y los correspondientes autovectores son:

h=0a, =2, 0 , .. )
fo = (1 ,1/2, =5, 0 , .. )
f5 = (1, 1/2 , 1/4 ,21/2 , 0 ., ... )
: :n_ e

foo= (U, 12, 14, o1/t @) )

A

Ahora exhibiremos algunos ejemplos que muestran que algunas hipétesis no pueden rela-
jarse. Tal es el caso de las hipotesis de la Proposicion 7.2.7, donde hemos probado que dado
un subespacio S de H y A, B en L(H)™ tales que A< B, entonces p (A,S) < p(B,S). Esta
proposiciéon puede fallar si pedimos A < B en vez de A< B, como lo muestra el siguiente
ejemplo:

Ejemplo 7.5.4. Sean

10 2 1
=0 0) y o= )
y consideremos el subespacio unidimensional S generado por el vector (1,0). Claramente,
3—+b
2\/_ Ps <

Ps. A

A < B; por otro lado, p (A,S) = Ps y algunos célculos muestran que p (B,S) =

En la Proposicion 7.2.8, la hipotesis de que la sucesion sea decreciente respecto al orden
espectral no puede reemplazarse por decreciente respecto al orden usual, como lo muestra el
siguiente ejemplo:
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Ejemplo 7.5.5. Consideremos la siguiente sucesion de matrices:

_(14+1/m 1/m
Am_< 1/m 1/m) € My(C), meN.
Es claro que, para todo m € N, 0 < A1 < A, ¥V Ain(Am) < (Apes,ea) = 1/m. Por
otro lado, A,, —— P, la proyeccién ortogonal sobre el subespacio generado por el vector
(1,0).

Sea § = R(P). Entonces, como S no reduce a las matrices A,, p (Amn,S) = Anin(An) P <

n—oo

1
— P, por lo que p (A,,,S) —— 0. Sin embargo, p (P,S) = P. A
m
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