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Introduccion

Sea H un espacio de Hilbert, (-, -) su producto interno y L(H) el algebra de operadores
lineales acotados definidos sobre H, y L(H)™ el cono de operadores semidefinidos positivos.
Entre los operadores de L(H), el conjunto de proyecciones, i.e. el conjunto de los operadores
Q € L(H) tales que Q% = @, ha sido extensamente estudidado desde los comienzos de
la teoria espectral. La aplicacién de las proyecciones en estadistica, teoria de marcos y
geometria compleja, entre otras areas de la matematica, mantiene el interés en esta clase
de operadores. Dentro del conjunto de proyecciones, se distingue el subconjunto de las
autoadjuntas, denominadas usualmente ortogonales debido a la descomposicién del espacio
‘H que inducen su rango y su ntcleo. Es claro que este subconjunto depende fuertemente del
producto interno, pues de este dependen las nociones de ortogonalidad y autoadjuncion. Si
A€ L(H)* es inversible y definimos:

<£L’, y>A: <A$? y>7

(-, -) 4 resulta ser un producto interno equivalente al original desde el punto de vista métrico
y topoldgico, pero la nocién de ortogonalidad varia. Un momento de reflexién muestra que
una proyeccién () es autoadjunta respecto a (-, -) 4 siy sélo si AQ = Q*A. Evidentemente,
que una proyeccion cumpla esta condicién no es equivalente a que sea autoadjunta, razén
por la cual el conjunto de proyecciones ortogonales respecto al producto interno (-, -),
no coincide con el de proyecciones ortogonales respecto al producto interno original. Sin
embargo, dado un subespacio cerrado S, existe una tnica proyeccién A-autoadjunta sobre S.
Dicha proyeccién estd asociada a la descomposicion H = S + A(S)+, donde, como facilmente
se puede comprobar, A(S)* es el subespacio formado por los vectores de H ortogonales a S
con respecto al producto interno (-, -) 4.

Cuando el operador positivo A no es inversible, la existencia de una proyeccion sobre un
subespacio cerrado S que sea autoadjunta respecto al ahora pseudo-producto interno (-, -) 4
es un problema maés sutil e interesante. Dado A € L(H)™ y un subespacio cerrado S de H,
el conjunto

P(A,S) ={Q € Q: R(Q) =S, AQ =Q"A},

puede contener un tnico elemento, infinitos o ninguno. Diremos que el par (A4,S) es com-
patible si P(A,S) no es vacio. Si el par es compatible, en el conjunto P(A,S) se distingue
una proyeccion, que denominaremos Py s, que es la asociada a la descomposicién

H=S+(AS) N (SnAS)H)").

v
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La nocion de compatibilidad, distintas caracterizaciones de la misma, como asi también
diversas férmulas para la proyeccion P4 s han sido estudiadas por Corach, Maestripieri y
Stojanoff en [44], [45] y [46]. En particular demostraron que la compatibilidad del par (A, S)
se puede determinar a partir del &ngulo de Dixmier entre los subespacios A(S) y S, o a partir
del dangulo de Friedrich entre N(A) y S si el operador A posee rango cerrado. Recordemos
que dados dos subespacios cerrados M y N del espacio de Hilbert H, el dangulo de Dixmier
entre estos subespacios es el dngulo en [0, 7] cuyo coseno estd definido por:

co[M, NT=sup{|(z, y)[: ze M, y e Ny |lzl| = [[yll = 1}.

mientras que el 4ngulo de Friedrich entre ellos, es el angulo en [0, 7] cuyo coseno esta definido
por:

cIM, N]=sup{|(z,y)|: reMeMNN), ye Ne(MnNN)
y [lz]] = [ly|l = 1},

Un estudio desde el punto de vista geométrico de la variedad de proyecciones es realizado en
[7]. Alli, entre otras cosas, se interpreta geométricamente el conjunto de operadores positivos
e inversibles A tales que una dada proyeccion @ resulta A-autoadjunta. Vale la pena recordar
que dicho conjunto es no vacio, pues siempre el operador A = Q*Q + (I — Q)*(I — Q) se
encuentra en dicho conjunto.

Las proyecciones estan intimamente relacionadas con las denominadas inversas generali-
zadas. Sean H; y Hs dos espacios de Hilbert y denotemos por medio de L(H1, Hs) al espacio
de todos los operadores lineales y acotados de H; en Hy. Dado T € L(H;,Hs), se dice que
B € L(Hz, Hy) es una inversa generalizada de T' si

T'BT'=T y BTB=B.

Es relativamente fécil ver, a partir de la definicién, que T'B es una proyeccién cuyo rango es
R(T) y BT es una proyeccién cuyo nucleo es N(T'). Aquella B para la cual tanto T'B como
BT son autoadjuntas se denomina inversa generalizada de Moore-Penrose, y suele denotarse
TT. Cémo T'B es una proyeccién sobre R(T), es una condicién necesaria para la existencia
de inversas generalizadas que T tenga rango cerrado. Se puede ver que también es suficiente
(ver seccién 1.3 Teorema 1.3.2). Es interesante notar que si P es una proyeccién sobre R(T)
y () es una proyeccién cuyo nucleo es N(T') entonces

B=QT'P (1)

es la inversa generalizada que cumple TB = Py BT = Q.

Resulta claro que, dado T' € L(H1, Hz), la inversa generalizada de Moore-Penrose depen-
dera de los (pseudo) productos internos que consideremos en los espacios H; y Hs. Consider-
emos en H; la forma sesquilineal semidefinida positiva inducida por un operador semidefinido
positivo A; € L(H;) y en Hz la forma sesquilineal semidefinida positiva inducida por un
operador semidefinido positivo Ay € L(H;). Luego, si los pares (A1, N(T')) y (A2, R(T')) son
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compatibles, entonces existe una unica inversa generalizada de 7', que denotaremos Tgl A
que satisface

TTIZl,AQ = PAz,R(T) y lehAQT =1- PAl,N(T)-

En efecto, de acuerdo a (1), Tjh’AQ =(I— PA1,N(T))TTPA2,R(T)-

Tanto las proyecciones como las inversas generalizadas han sido extensamente estudiadas
durante los tltimos 50 anos y aparecen en numerosos problemas de matematica: problemas
de cuadrados minimos, teoria de marcos, teoria de muestreo, teoria de circuitos, etc.

Como hemos notado, para utilizar las técnicas que involucran inversas generalizadas es
necesario que los operadores involucrados posean rangos cerrados. Por otro lado, si uno
quiere considerar una proyeccién sobre cierto subespacio, el mismo debe ser cerrado. Esto,
en espacios de dimensién infinita, puede resultar un problema técnico importante. Es bien
sabido que, en tales espacios, puede ocurrir que la suma de subespacios cerrados no sea un
subespacio cerrado o que el producto de operadores con rango cerrado no sea un operador con
rango cerrado. Esto hace que, en algunos casos, sea dificil generalizar a espacios de Hilbert
cualesquiera propiedades y/o conceptos desarrollados en espacios de dimensién finita, donde
todos los subespacios son cerrados. Sin embargo, obtener esta clase de generalizaciones
resulta conveniente cuando los datos involucrados en el problema que estamos estudiando
son arbitrariamente grandes en tamafio y/o dimensién.

Uno de los principales objetivos de este trabajo es mostrar una serie de casos donde la
compatibilidad y la nocién de angulo entre subespacios son la clave para extender ciertos
resultados clasicos del andlisis matricial a espacios de Hilbert infinito dimensionales. Estos
conceptos se hallan implicitos en espacios de dimensién finita, donde todo par (A,S) es
compatible y todo par de subespacios cerrados (S, 7) posee angulo de Friedrich no nulo. Es
por esta razén que muchas veces pasan desapercibidos. Sin embargo, como veremos a lo largo
de este trabajo, la extension de ciertos resultados se basa en una correcta formulacién de las
condiciones de compatibilidad y de angulos entre los subespacios intervinientes. Tal es el caso
de conocido teorema de Ben-Tal Teboulle, que establece que las soluciones de los problemas
de cuadrados minimos escaleados se encuentran en la cédpsula convexa de las soluciones
de algunos subsistemas cuadrados no singulares del sistema sin escalear. Bajo hipdtesis
adecuadas de compatibilidad y de angulos entre subespacios, en el capitulo 4 extenderemos
este resultado a espacios de Hilbert de dimensién infinita. Como veremos, dicha extension se
relaciona con objetos que aparecen en la teoria de marcos y ciertos problemas de momentos.
Por otro lado, una formulacion correcta de las condiciones de compatibilidad nos permitira
extender la nocién de complemento de Schur de matrices a operadores acotados entre espacios
de Hilbert H; y Hs, y sendos subespacios cerrados S C H; v 7 C Hy (ver capitulo 6).
Extensiones de este tipo s6lo habian sido hechas, para operadores positivos y un tnico
subespacio por Anderson y Trapp [5]. La nocién que nosotros definimos, bajo condiciones de
compatibilidad que en espacios de dimensién finita se verifican automaticamente, extiende y
unifica las antes mencionadas, y posee las mismas propiedades que el complemento de Schur
de matrices. También introducimos la nocién de complemento de Schur espectral, donde las
proyecciones, a traves de las denominadas resoluciones espectrales, también juegan un papel
relevante.
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El segundo de los objetivos que perseguimos en este trabajo es mostrar que, en algunos
casos, las técnicas desarrolladas en torno a las proyecciones A-autoadjuntas, inversas gen-
eralizadas y las nociones de angulo entre subespacios permiten un enfoque mas sencillo de
algunos problemas. Tal es el caso de ciertos modelos de muestreo y reconstruccion lineal de
senales. En el capitulo 5 veremos como un enfoque basado en la técnicas antes mencionados
nos permite mejorar ciertas estimaciones del error producido en el proceso de reconstruccion,
como asi también responder un interrogante planteado por Smale y Zhou en [111]. Un re-
sumen mas detallado de los resultados originales de este trabajo se encuentra en la segunda
parte de esta introduccién.

El trabajo se encuentra organizado del siguiente modo: en los capitulos 1, 2 y 3 se
desarrollan los preliminares necesarios para los desarrollos posteriores mientras que en los
capitulos 4, 5, 6 y 7 se concentran principalmente los resultados originales. A continuacion
decribiremos brevemente como se hallan distrubiudos los resultados preliminares. El capitulo
1 empieza con las definiciones y resultados basicos de la teoria de operadores en espacios
de Hilbert, continuando con la definicién y propiedades elementales de la nocién de dngulos
entre subespacios, inversas generalizadas y modulo minimo reducido. El capitulo 2 comienza
con el teorema de factorizacién de Douglas, que constituye una herramienta importantisima
que en varios casos sustituye el uso de inversas generalizadas. Posteriormente introducimos
la nocién de complemento de Schur, proyecciones A-autoadjuntas y compatibilidad recor-
dando los resultados méas importantes. Dicho capitulo concluye con una seccién destinada
a mostrar la forma en que la compatibilidad se relaciona con el complemento de Schur en
el caso de operadores positivos, lo cual constituye la principal motivacion para la general-
izacién del complemento de Schur a espacios de Hilbert que realizaremos en el capitulo 6.
Finalmente, en el capitulo 3 recordamos las definiciones bésicas relacionadas con la teoria de
marcos en espacios de Hilbert. En general no incluimos las demostraciones de los resultados
mencionados en las secciones preliminares, salvo que las demostraciones sean novedosas. Tal
es el caso de las secciones 1.2, 1.3, 1.4, 2.1, 2.2 y por su puesto la seccion 3.4 donde también
hay resultados nuevos.

Descripcion de los resultados originales del trabajo.

Los resultados originales de este trabajo se encuentran en la seccion 3.4 y en los capitulos 4,
5, 6 y 7. Los mismos estdn basados en los trabajos [8], [9], [10], [11], [12], [13] v [14].

Resumen de los resultados de la seccion 3.4

En esta seccion se trata de caracterizar aquellos marcos F = {f, }nen de cierto espacio de
Hilbert tales que existe una extension K O H, una base ortonormal {e,},eny de £ y una
proyeccién @ € L(K) (no necesariamente autoadjunta) tal que:

fn=Q en. (2)
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Recordemos que dado un espacio de Hilbert (separable) H, una sucesion F = {f,}nen €s
un marco para H, o méas generalmente, para cierto subespacio cerrado W de H, si existen
constantes A, B > 0 tales que, para todo f € W:

AP <D I FO P < Bl (3)

neN

Las cotas 6ptimas A, B para la ecuacién (3) se denominan cotas del marco F. El marco se
denomina ajustado si A = B, y se dice que se trata de un marco de Parseval si A = B = 1.
El operador de sintesis asociado a F es el operador T : > — H definido por T'(e,) = fn,
donde {e, }nen denota la base canénica de ¢2. El exceso de F es el nimero cardinal e(F) =
dim N(T).

Un conocido teorema de Han y Larson [65] establece que una sucesion F = {f, }nen en
H es una marco de Parseval para H si y sélo si existe una base ortonormal B = {e,}nen
en una extensién K O H tal que f, = Py by, n € N, donde Py, € L(K) es la proyeccién
ortogonal sobre H. El principal resultado de esta seccién extiende el teorema de Han y
Larson del siguiente modo: un marco F = {f, }nen en H con cotas 1 < A < B proviene de
un sistema ortonormal, no necesariamente completo, en una extensiéon K O H, a través de un
proyeccion no necesariamente ortogonal de I sobre H. Si el exceso de F es infinito, el sistema
ortonormal puede elegirse completo. Para marcos con exceso finito y cotas 1 < A < B, el
sistema ortonormal puede elegirse completo si y sélo si dim R(TT* — I) < e(F). Este
resultado, en particular, completa un trabajo previo de Casazza, Han y Larson [34].

Resumen de los resultados del capitulo 4

En este capitulo se estudian las denominadas proyecciones e inversas generalizadas es-
caleadas, las cuales son utilizadas en problemas de optimizacion, estadistica y procesamiento
de senales.

Frecuentemente, si A es una matriz de m x n real o compleja cuyas columnas son lin-
ealmente independientes y D es una matriz diagonal, entonces las inversas generalizadas
escaleadas adoptan las formas (ADAY)TAD, (ADAY)TAD, (ADA*)"*AD or (ADA*)TAD,
de acuerdo al cuerpo asociado al problema y a las diferentes hipdtesis de inversibilidad.
Formulas anédlogas valen para las proyecciones escaleadas. En general D es una matriz pos-
itiva e inversible y A es una matriz de m X n (m > n) cuyas columnas son linealmente
independientes.

En una serie de trabajos, Stewart [113], O’'Leary [100], Ben-Tal y Taboulle [20], Hanke
y Neumann [66], Forsgren [56], Gonzaga y Lara [62], Forsgren and Sporre [57], Wei [121],
[120], [119], [118] han estudiado y calculado cantidades del tipo

sup [[v(D, A,

Del

donde I" denota cierto subconjunto de matrices positivas inversibles y (D, A) es alguna de
las inversas generalizadas escaleadas menciandas anteriormente. En los trabajos de Forsgren
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y Sporre [56], [57], el lector encontrard abundante informacién sobre la historia y los motivos
por los cuales se desea estimar esta clase de supremos.

No obstante, debemos decir que las referencias antes citadas sélo consideran el caso finito
dimensional. Es por ello que, a lo largo del capitulo 4, nos propondremos extender estos
resultados a espacios de Hilbert de dimension infinita. Para ello, exhibiremos un enfoque
diferente de esta teoria, valido atin en el contexto finito dimensional, basado en las técnicas y
resultados sobre proyecciones A-autoadjuntas. El estudio de las proyecciones escaleadas des-
de el punto de vista de las proyecciones A-autoadjuntas nos permite obtener demostraciones
mas sencillas de algunos resultados ya conocidos; por otro lado, posee la ventaja de que
estas demostraciones pueden ser facilmente extendidas a contextos mas generales, también
importantes en las aplicaciones.

Un conocido resultado de Ben-Tal y Teboulle establece que las soluciones de los problemas
de cuadrados minimos escaleados se encuentran en la capsula convexa de las soluciones de
algunos subsistemas cuadrados no singulares. Remitimos al lector a los trabajos de Ben-Tal
y Teboulle [20], o [56], [121] donde encontrard la siguiente formulacién de este resultado. Sea
A una matriz de m x n (m > n) cuyas columnas son linealmente independientes. Denotemos
por medio de J(A) al conjunto de todas las proyecciones ortogonales diagonales de m x m
tales que QA : C" — R(Q) es biyectiva. Entonces, para cada matriz diagonal de m x m
positiva e inversible D,

T det(Dg)| det(Ag)|* -1
AADATAD = QgA) (ZPEJ(A) det(Dp)| det(AP)P) AQ4TC W

donde Ag (resp. Dg) es QA (resp. QD) considerada como una submatriz cuadrada de A
(resp. D).

En la seccién 4.1 mostramos que, para cada matriz diagonal, positiva e inversible D y
Q€ J(A),si S = R(A), entonces:

AA'DA)T'A'D=Pps y AQA)TQ="Pys.

Recordemos que Pp s v Pp, s denotan, respectivamente, las proyecciones D-autoadjuntas y
@-autoadjuntas distinguidas, cuyo rango es S. Luego, la formula de Ben-Tal y Teboulle’s
(4) puede reescribirse del siguiente modo: si R(A) = S, para toda matriz diagonal, positiva
e inversible D,

PD75 S CO{PQ’S : Q € J(A)}

Esto implica, en particular, que sup ||Pp s| < max [Py s||. La misma desigualdad fue
DeD; QeJ(A)

demostrada independientemente por O’Leary en [100], mientras la desigualdad inversa fue

inicialmente demostrada por Stewart [113]. Una pequena generalizacién del resultado de

Stewart se demuestra en esta seccién. Tambien aqui, usando técnicas de proyecciones A-

autoadjuntas, damos una demostracién sencilla y conceptual de un resultado de Gonzaga

and Lara [62] sobre proyecciones escaleadas.
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En la seccién 4.2, extendemos la nocién de compatibilidad de un subespacio cerrado, con
respecto a ciertos subconjuntos de L(H)". Dado I' C L(H)" y un subespacio cerrado S,
decimos que S es compatible con I" si (D, S) es compatible para todo D € T' y se satisface
la condicion de Stewart:

sup || Pp,s|| < oo.
Del

Fijada una base ortonormal B = {e, },,en de H, D denota el dlgebra de operadores diagonales
con respecto a B, i.e. D € D si existe una sucesién acotada (A,) de nimeros complejos tal
que De,, = \,e, (n € N). Consideremos:

1. D7, el conjunto de elementos positivos e inversibles en D (i.e. todos los A\, > ¢, para
algin € > 0),

2. P(D), el conjunto de las proyecciones en D (i.e. A, =00 1),
3. Po(D), el conjunto de elementos en P(D) con rango finito,
4. P, s1(D), el conjunto de elementos Q € Po(D) tales que R(Q) NSt = {0},

demostramos que un subespacio cerrado S es compatible con todos estos conjuntos o no lo es
con ninguno. En el primer caso, diremos que S es compatible con la base B (o B-compatible).

Damos una caracterizacién completa de los subespacios compatibles con BB en terminos del
angulo de Friedrichs, y obtenemos generalizaciones de los resultados de Ben-Tal y Teboulle
y de Stewart y O’Leary.

A continuacion resumimos los principales resultados de esta seccién. Para ello, es nece-
sario fijar algo de notacion: sea & un subespacio cerrado de H. Dado J C N, por medio de
H; denotamos el subespacio cerrado generado por el conjunto {e, : n € J} y por medio de
Pj a la proyeccién ortogonal sobre H;. Si J ={1,...,n}, usaremos H, y P, en vez de H
y P;. Entonces:

1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i S es compatible con DT;
ii. sup{c[S, H,]:J C N} <1;
iii. sup{c[S, Hs]:J C Ny J es finito } < 1;
iv. Todos los pares (P;,S) son compatibles y sup{||Pp, s|| : J C N} < o0;

En este caso, dado D € DT resulta

Pps € co{Pos:QEPD)].

donde la clausura se toma respecto a la topologia fuerte de operadores. En particular

s {IPosll: D €D} =sup {1Pp, sl 7 N = (1= sup e[S Q1)
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2. S es compatible con B si y sdlo si

i. SZU’VLEN SﬂHny

ii. para todo n € N, el subespacio § N 'H,, es compatible con B y existe M > 0 tal
que sup{||Pp, s, || : J € N} < M para todo n € N.

3. Sidim S < oo, entonces S es compatible con B si y sélo si existe n € N tal que S C 'H,,.

La nocion de compatibilidad con una base ortonormal B es bastante restrictiva. Sin
embargo, la clase de subespacios que son compatibles con una base dada tiene interés pro-
pio. En efecto, como veremos en la seccion 4.3, los subespacios de codimensiéon infinita
B-compatibles son los niticleos de los operadores de sintesis de los denominados marcos de
Riesz (ver Capitulo 3 para las definiciones y [29], [30], [33], [36], [39] o [43] para mé&s in-
formacién y aplicaciones de los marcos de Riesz). En esta seccién también estudiamos los
denominados marcos de Riesz condicionados y la relacién entre los marcos de Riesz y cierta
clase de marcos duales.

Resumen de los resultados del capitulo 5

En este capitulo aplicamos las técnicas de proyecciones A-autoadjuntas a los problemas
de muestreo y reconstrucciéon de una senal. Basicamente, la teoria de muestreo estudia la
posibilidad de reconstruir una funcién (senal) a partir de los valores que esta toma en cierta
sucesion contenida en el dominio de la funcién. Si la funcién en cuestion h es un elemento
de un espacio de Hilbert H, el proceso de muestreo puede pensarse como el resultado de
considerar el producto interno de h con cierta sucesion F = { f, }nen de vectores de H. La
sucesion {(h, fn)}nen que de este modo se obtiene constituye la informacién que brinda el
muestreo de la senal, a partir de la cual, se intenta reconstruir .

Puede decirse que la teoria moderna de muestreo comienza con el articulo de Claude
Shannon Communication int he presence of noise publicado en 1949, en donde aparece el
siguiente resultado (ver [110]):

... Siuna senal f(t) no contiene frecuencias mayores que w ciclos por sequndo, entonces f(t)
estd completamente determinada por sus valores f(n/2w), n € Z, y puede ser reconstruida
a partir de estos valores del siguiente modo:

fit) = ji f (%) senm (2wt — n)) (5)

(2wt — n)

Cuando Shannon publico este resulta era consciente de que existian versiones equivalentes al
mismo ya publicadas (él menciona esto en su articulo). Una de tales versiones aparecié en un
trabajo de Whittaker sobre funciones cardinales [122]. Por otro lado, en la literatura rusa,
este resultado fue introducido en la teorfa de comunicaciones por Kotel'nikov (ver [82] [83]).
Es por esto que hoy en dia se lo conoce como el teorema de Whittaker-Shannon-Kotel nikov

El hecho de que f(t) no contenga frecuencias mayores que w ciclos por segundo puede
reformularse diciendo que la transformada de Fourier de f posee soporte en [—27w, 27w]. Se
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puede ver que el conjunto de tales funciones, que denotaremos PW., resulta un subespacio
cerrado de L?(R). M4ds atin, como posteriormente notara G. H. Hardy, el conjunto de las
sent (2wt — n))
(2wt — n)
posee la siguiente interesante propiedad:

funciones , n € Z, es una base ortonormal del subespacio PV. Dicha base

“+00

f (ﬁ) - N 110 w dt — <f, sent (2w(-) — n) > (6)

2w (2wt —n m(2w(-) —n)

Luego, en el teorema de Shannon, el espacio de Hilbert es el espacio PW, denominado
espacio de Paley-Wiener, y la sucesion respecto a la cual se realiza el muestreo es una base
ortonormal.

Con el desarrollo del andlisis no arménico, las bases ortonormales, en algunos casos,
fueron reemplazadas por los denominados marcos. Esto, entre otras cosas, llevo a que se
realizaran nuevos modelos de muestreo. Recientemente, S. Li y H. Ogawa [85], Y. Eldar
[53], y Y. Eldar y T. Werther [54], entre otros, consideraron el siguiente esquema abstracto
de muestreo (lineal): sean W y M dos subespacios cerrados de cierto espacio de Hilbert
(separable) H, y supongamos que H = W + M+, donde + significa que la suma es directa.
Para M consideramos un marco G = {g, }nen con respecto al cual se muestrean los elementos
de H y para W se toma un marco F = {f,}nen con respecto al cual se realiza el proceso
de reconstruccion. Llamemos F'y G a los operadores de sintesis de F y G respectivamente.
Bajo estas hipdtesis, se puede probar que dado h € H existe un unico hyy € W que satisface
para todo n € N el siguiente requerimiento de consistencia:

<ha gn>:<hWa gn> . (7)

Més atin, en [40] Christensen y Eldar demostraron que hyy = F(G*F)'G* f

Recientemente Smale y Zhou [111] propusieron cémo medir si los datos obtenidos al
muestrear una senal con los elementos de G son “suficientes” para reconstruirla con los
elementos de F. De acuerdo a esta medida, G provee suficiente informacion con respecto a
F si

inf { |G*F(2)||: z€ N(F)* |z|| =1} > 0.

La condicién de que G provea suficiente informacién con respecto a F es mas débil que
pedir que H = W+ M. Esto plantea el problema de que no exista f € W que cumpla el
requerimiento de consistencia (7). No obstante, si d = {d, }neny = G*(h), se puede probar
que el vector hyy, antes definido, resuelve el siguiente problema de minimos cuadrados:

. — 2

Mirado desde este punto de vista, el problema de reconstruccién puede verse como un proble-
ma de interpolacién donde hyy es el vector (funcién) que mejor ajusta al vector (a la funcion)
h entre todos los vectores (funciones) de W.
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Un modelo un poco més general del proceso de recontruccién, consiste en tomar o > 0
y una sucesion {w},en de nimeros positivos acotados superiormente. Luego, se pide que
el vector que se obtenga tras la reconstruccién hyy o, minimice el siguiente problema de
cuadrados minimos:

oo
. 2 2
%(;mh, gu) = dul? + al| ), (9)
En este modelo, los datos obtenidos en el proceso de muestreo son ponderados por medio
de los w, mientras que el término al/h||* introduce una regularizacién del problema. Este
problema fue estudiado por Smale y Zhou en [111] utilizando técnicas variacionales. Basados
en estos métodos, cuando A € W, Smale y Zhou encontraron una estimacion del error que
introduce la regularizacion, dejando planteado problema de encontrar una estimaciéon de la
misma indole cuando h ¢ W.

En este trabajo, nosotros elegimos un enfoque del problema que utiliza las técnicas de las
inversas generalizadas y las proyecciones A-autoadjuntas. Esto nos permite dar una posible
respuesta al interrogante planteado por Smale y Zhou (Proposicién 5.2.11), que mejora la
obtenida en [111] en el caso en que h € W.

Por otro lado, nuestro enfoque permite vincular el modelo de Eldar y Werter con el de
Smale y Zhou. Es un hecho interesante que el operador F(G*F)G*, encontrado por Eldar y
Werter, resulte ser la proyecciéon Peg+w vy que (G*F)G* = F IT o« Por otra parte, son estos
mismos operadores los que estan vinculados con el el problema 8 bajo la hipotesis de que G
provee suficiente informacién respecto a F (ver Proposiciones 5.2.6 y 5.2.8). Respecto a esta
nocion, en la Proposicion 5.2.4, demostramos que las siguientes condiciones son equivalentes:

1. G provee suficiente informacion respecto a F.
2. G*F posee rango cerrado y W N M+ = {0}.
3¢ [W, M) <1

4oe[WH M]<1lyWwt+M=mH.

Esto por un lado nos permite concluir que la medida de suficiente informacion de Smale y
Zhou relaja las hipétesis de que H = W+ M+ de Christensen y Eldar en el siguiente sentido:
si bien WNM* = {0} se permite que la suma de los mismos pueda ser un subespacio cerrado
propio de H. Por otro lado, de los items 3 y 4 resulta claro que la condiciéon de suficiente
informacion no depende de los marcos F y G elegidos, sino que s6lo depende de una cuestion
de angulos entre los subespacios W y M.

Dado que los procesos de muestreo suelen modelarse en los denominados espacios de
Hilbert reproductivos, al comienzo del capitulo damos un brevisimo resumen de la teoria
de estos espacios y en la seccién 5.3 reescribimos los resultados antes mencionados en el
contexto de estos espacios.

El capitulo concluye con el estudio del siguiente problema de momentos: dado un marco
F ={fn}nen para H y {ay }nen C £3(N), nos preguntamos si existe g € H tal que:

<gv fn>:an VneN.
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Siguiendo la terminologia introducida en [123], a la sucesién {( g, f, ) }nen la denominaremos
sucesiéon de momentos de g, mientras que al espacio de todas las sucesiones de momentos
lo denominaremos espacio de momentos. La sucesién {a,}n,en puede provenir del muestreo
de una funcién, o bien ser los datos a partir de los cuales se quiere ajustar una funcion.
Luego, este problema esta directamente relacionados con los problemas de reconstruccién e
interpolacién antes discutidos.

Esta claro que el problema momentos en general no siempre tiene soluciéon. En efecto,
basta notar que el espacio de momentos coincide con ¢2 si y sélo si F es una base de Riesz.
De no ser asi, para que el problema posea solucién, la dependencia entre los vectores de F
también debe manifestarse en los coeficients a,, . Cuando dicha solucién no existe, se busca
la més préxima en algin sentido. Por ejemplo, con respecto a la distancia usual de £2, i.e.
se busca g € 'H tal que:

> (g fi)l —mln2| (hs fi)

keN

Pero también, si D € L(¢*(N)) es un operador positivo e inversible tal que De,, = w,e,,, pode-
mos buscar la soluciéon mas proxima con respecto a la distancia que se obtiene al reescalear
el producto interno de ¢?(N) con D, es decir, buscar g, tal que

Sl (g, fi) —mmzm (hy i) 2

keN

Sea J(F) el conjunto formado por los subconjuntos finitos I de N tales que los vectores
{fi : i € I} son linealmente independiente, y sea g, el unico vector de {f; : @ € I} que
satisface

(g1, fi)=a; Viel,

Entonces, el principal resultado de esta tultima seccion es una aplicacion de los resultados
obtenidos en el capitulo anterior, y muestra que si el marco F es un marco de Riesz, o equiv-
alentemente, si el espacio de momentos es compatible con la base canénica de ¢2, entonces

gp €colg;: € J(]:)}WH

Resumen de los resultados del capitulo 6

El capitulo 6 estd dedicado a generalizar dos operaciones, relacionadas con la teoria de
circuitos: la suma paralela de matrices y el complemento de Schur de matrices (o matriz cor-
tocircuito). En [1], W. N. Anderson Jr. y R. J. Duffin definieron, para matrices semidefinidas
positivas A y B la suma paralela A : B = A(A + B)'B. La motivacién para estudiar esta
operacién, y su nombre, provienen del siguiente hecho: si dos n-puertos puramente resistivos,
con matrices de impedancia A y B, son conectados en paralelo (ver figura 1), entonces A : B
es la matriz de impedancia de la conexién en paralelo. Deber mencionarse que la matriz de
impedancia de un puerto puramente resistivo es semidefinida positiva. Por otro lado, en [4]
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Anderson definié, para una matriz de n X n positiva A y un subespacio S de C", la matriz
cortocircuito de A por S, que nosotros denotaremos ¥ (A,S). Supongamos que A es una
A Ag
Ag1 A
(n—k)x (n—k). Si S es el subespacio generado por los primeros k vectores de la base
candnica, entonces

matriz de bloques ), donde A;; es un bloque de k x k y Ay es un bloque de

_ t
z(A,3)=<A” A52A22A21 8)

donde recordemos que t denota la inversa generalizada de Moore-Penrose. (Algunos autores
definen ¥ (A, S) como la transformacion lineal de S en S omitiendo los ceros). El nombre
cortocircuito proviene del hecho de que esta operacion produce la impedancia de un n-puerto
resistivo cuando algunas de sus entradas son cortocircuitadas a tierra (ver figura 2).

Aqui A es la impedancia del puerto original y ¥ (A4,S) es la impedancia del mismo luego
de haber cortocircuitado algunas de sus entradas. Ambas operaciones han sido estudiadas,
para operadores (semidefinidos) positivos, en el contexto de espacios de Hilbert (ver la nota
histérica al comienzo del capitulo 6).

En este capitulo extendemos la nociéon de complemento de Schur a operadores acotados
entre dos espacios de Hilbert diferentes, dado un subespacio cerrado fijo en cada uno de
ellos. La solucién que obtenemos, que denominamos complemento de Schur bilateral, utiliza
la nocién de complementabilidad débil, que es un refinamiento de un concepto definido por
T. Ando [6] en dimensién finita y generalizada por D. Carlson y E. V. Haynworth [28]. El
complemento de Schur bilateral ha sido estudiado en dimensién finita por S. K. Mitra y M. L.
Puri [97] (ver también los trabajos de H. Goller [61] y Mitra y Prasad [95], quienes refinaron
algunos resultados de [97]). Sin embargo, sus métodos dependen fuertemente de la existencia
de inversas generalizadas, razén por la cual no pueden ser utilizadas para operadores que no
poseen rango cerrado.

El segundo objetivo es extender la nociéon suma paralela a pares de operadores lineales
acotados entre espacios de Hilbert H; v Hs. En espacios de dimensién finita esto ha sido
estudiado por C. R. Rao y S. K. Mitra [99], y Mitra y K. M. Prasad [95]. No obstante,
nuevamente las inversas generalizadas son la principal herramienta que ellos utilizan.

El capitulo esta organizado del siguiente modo: en la seccion 6.1 recordamos la defini-
cion de complementabilidad, damos diversas caracterizaciones de las misma, algunas de las
cuales son originales atin en dimension finita, y concluimos introduciendo la nocién de com-
plementabilidad débil. A partir de la complementabilidad débil, en la seccién 6.2 definimos el
complemento de Schur bilateral, definicién que extiende y unifica las actualmente conocidas,
y demostramos las propiedades usuales. La seccion 6.3 esta destinada al estudio de la suma
y diferencia paralelas. Una de la principales ventajas de nuestro enfoque es que la diferencia
paralela se puede expresar en términos de la suma paralela, razén por la cual, hereda todas
sus propiedades autométicamente y no es necesario, como usualmente se hacia, demostrar
cada una de ellas nuevamente. Finalmente, en la seccién 6.4 exhibimos algunas férmulas del
complemento de Schur en términos de la suma y diferencia paralela.
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Figura 1: Esquema de la conexion en paralelo de dos n-puertos.
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Resumen de los resultados del capitulo 7

Finalmente, y continuando con el estudio del complemento de Schur, dado un operador
A € L(H)" y un subespacio cerrado S de H, si 3 (A,S) denota el complemento de Schur
de A con respecto a S, entonces, la aplicacion t — E(At,S)l/t, definida para t > 0, es
decreciente respecto al orden usual. Por lo tanto, existe el limite cuando t — oo, al cual

denotaremos p (A, S) y llamaremos complemento de Schur espectral. Este operador sera el
objeto de estudio de este capitulo.

Las propiedades del complemento de Schur espectral estan intimamente relacionadas
con el denominado orden espectral. Recordemos que dados A, B € L(H)™", se dice que A
es menor que B respecto al orden espectral, lo cual denotaremos por medio de A< B, si
A™ < B™ para todo m € N. El orden espectral fue extensamente estudiado por M. P.
Olson en [101], donde demostrd, entre otras, la siguiente caracterizaciéon del mismo: dados
A,B € L(H)*, entonces A<B si y sélo si f(A) < f(B) para toda funcién continua y
creciente f : [0,4+00) — R.

En la primera seccién del capitulo 7 recordamos esta y otras caracterizaciones del orden
espectral. En particular, si el espacio H tiene dimension finita, exhibimos una nueva car-
acterizacién del orden espectral que se basa en la siguiente observacién: si A, B € L(H),
A < By AB = BA entonces A=< B. Nuestra caracterizacion asegura que si A, B son
matrices de n x n semidefinidas positivas, entonces A < B si y sélo si existen k € N, k < n
y una sucesién de matrices semidefinidas positivas {D;}o<i<k tales que, Dy = A, Dy = B,
D; <Dit1y DiDipy = DiyD; (i =0,--- ,k—1).

En la seccién 7.2 demostramos las propiedades bésicas del p (A, S). Por ejemplo, demos-
tramos que para todo ¢t > 0,

p(ALS) =p(A,S)". (10)

Esta propiedad, que no es compartida por el complemento de Schur ¥ (A,S), es una de las
principales razones para estudiar el operador p (4, S).

Por otro lado, el orden espectral permite obtener una caracterizacion del complemento de
Schur espectral que se vincula con la definicién de Krein, Anderson y Trapp del complemento
de Schur: p(A,S) es el mayor elemento D € L(H)* ( con respecto a ambos 6rdenes <y <)
tal que D<Ay R(D) C S (ver Teorema 7.2.6). Esto nos permite obtener, entre otros, los
siguientes resultados: dados A, B € L(H)" y dos subespacios cerrados S y 7 de H,

1. Si § C 7 entonces p(A,S)=p(A,T).
2. Si A=< B entonces p (A4,S) <p(B,S).
3. p(ASNT)=p(p(4,S).T).

Por otro lado, estudiamos las propiedades espectrales del operador p (A, S) (seccién 7.3).
El principal resultado da una caracterizacién completa de p (A, S) en términos de la resolu-
cion espectral a izquierda de A: para todo A > 0

N[)\,oo) (p (A’ S)) = N[)\,oo)(A) N Ps, (11)
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donde si P y @ son dos proyecciones ortogonales, entonces P A () denota la proyeccién a
la inteseccion de los rangos de P y ). En particular, a partir de esta identidad podemos
deducir los siguientes resultados (en ellos consideramos a p (A, S) actuando sobre S):

1. o(p(A,S)) Co(A).

2. f(p(A,S)) =p(f(A),S), para toda funcién f definida en [0, +00) creciente, positiva
y continua a derecha.

3. Amin(A)Ps < p(A,S), donde A\ (C) = mino (C), para C € L(H)™.
4. Apmin(p (A, S)) =min{p € 0 (A) : Ps N 40 (A) #0 Ve > 0}

Por otro lado, (11) nos permite elaborar, para matrices, un algoritmo (finito) que a partir
de la descomposicion espectral de A obtiene la de p (A, S).

El caso dimS = 1 es particularmente interesante y es por eso que dedicamos la secciéon
7.4 a estudiarlo. Si § es el subespacio generado por el vector unitario z, denotamos por
medio de p (x, A) al tinico nimero no negativo tal que p (A, S) = p(z, A) Ps. A continuacién
resumimos algunos de los resultados obtenidos:

1. Si A€ L(H)" y x € H es un vector unitario, entonces
p(z,A) = min{u €o(A): Ry pa(A)z#0 Ve > 0}.

2. p(xz,A) =max{A € 0 (A) : x € R(Ry «)(4))}.

’—1/m |—1/m'

3. Si A es inversible, entonces p (z, A) = lim ||A™"z| = in%I |A™ " x|
m—00 me

4. Si R(A) es cerrado y € R(A), entonces, p(z, A) = lim,, .o |[|[(AN)™z|7Y/™, donde
A" denota la inversa generalizada de Moore-Penrose de A. Si x ¢ R(A), entonces
p(x,A)=0.

5. Siog (A) ={p(z,A):|z| =1}, entonces
oon (A) =0 (A)Uop(A) ={A€a(A):Ve>0, Njye(A) # 0},

donde 0,:(A) denota el espectro puntual de A, i.e el conjunto de autovalores de A y
o4 (A) es el conjunto de puntos en o (A) que son limite por derecha de alguna sucesién
de o (A) \ {\}. Esto muestra que oy, (A) es denso en o (A), pero oy, (A) # o (A) en
general.

6. p(x,A) #0 siysélosize Ry(A): =g RRpooy(A4)) € R(A).

En [60], J. I. Fujii and M. Fujii definieron la complejidad de Kolmogorov:

K (A, z) = lim log({ A"z, 2)) = log lim ( A"z, z)"". (12)

n—oo n n—oo
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para una matriz positiva e inversible A y un vector unitario x, y demostraron varias propie-
dades de K. Se puede probar que, si S es el subespacio generado por x, entonces

K (A,z) =logp (, A*l)_1 :

Esto muestra que el complemento de Schur espectral puede utilizarse para generalizar el con-
cepto de complejidad de Kolmogorov en dos sentidos: por un lado, a operadores (inversibles)
sobre espacios de dimensién infinita; por otro lado, a subespacios & no necesariamente unidi-
mensionales. En ambos casos, la extension de la complejidad de Kolmogorov hereda, mutatis
mutandis, las propiedades del complemento de Schur espectral.

Finalmente, se analiza qué ocurre con la complejidad de Kolmogorov si el operador
A € L(H)* no es inversible. En tal caso, dado z € H 'y A € L(H)™, denotamos por

k(A z) = lim (A", z)"",
de modo que, k(A,x) = exp K (A,z) si K (A,z) estd definido como en la ecuacién (12).

Nuestra definicién no utiliza logaritmos para evitar el valor —oo.
Sizx e Hy A€ L(H)*, demostramos:

1. Si [|z|| = 1, entonces la sucesién (A"x,x)l/" es creciente. Por lo tanto, para todo
z € H, existe lim ( A"z, z)""
n—oo

k(A ,z) =k (A, ax) para todo 0 # a € C.
k(A z) =k (A, Np ) (A)z) para todo A > 0 tal que Ry oo)(A)z # 0.
k(A z) #0 (Le. K (A x)# —00) siy solosi Prry @ € Ro(A) \ {0}.

= W N

5. Six # 0, entonces k (A, z) € 0 (A). Mas aun,
{k(Az):2#£0} ={X €0 (A): Rpgen(A) #0, Ve>01,

que es denso en o (A).
k(A,z) =min{A€o(A):z€ RN (A))}
= max {,u co(A): Nyepy(Ad)z#0 Ve > O}
= sup {,LL €o(A): Ny o)(A)x # O} :

7. Siel R(A) es cerrado, entonces

i. Siz € R(A) entonces k (A, z) = p (z, AT)_I.
ii. Siz ¢ R(A), pero Pz # 0, donde P = Pp(a), entonces

Px -
k;(A,a:):k(A,Px):p(HPIH,AT) :



Capitulo 1

Operadores definidos en espacios de
Hilbert.

1.1 Nociones basicas de la teoria de operadores

En esta seccion expondremos algunos resultados basicos sobre espacios de Hilbert y el dlgebra
de operadores acotados sobre dicho espacio, aprovechando esto para introducir la notacién
bésica necesaria para discutir los temas de esta tesis.

A lo largo de este trabajo H denotarda un espacio de Hilbert complejo cuyo producto
interno simbolizaremos por medio de (-, -). El algebra de operadores (lineales) acotados
serd denotada por L(H), la subalgebra (real) de operadores autoadjuntos por Lg,(H), el
grupo de operadores inversibles por GL(H) y el cono de operadores positivos por L(H)™.
Dado A € L(H), R(A) denota el rango o imagen de A, N(A) el nicleo de A, A* el adjunto
de A, 0 (A) el espectro de A, p(A) el radio espectral de A y ||Al| la norma espectral de A. Si
A€ Ly(H), Mnin(A) = mino(A) = infjz =1 (Az, x). Por otro lado, dados dos operadores
autoadjuntos Ay B, A< Bsi B— A€ L(H)*". De aqui en adelante, cuando nos refiramos
al orden usual nos estaremos refiriendo a este orden inducido por el cono de operadores
positivos.

Dado un subespacio cerrado S de H, Ps denotara la proyeccién ortogonal(i.e. autoad-
junta) sobre §. Si Py ) son proyecciones ortogonales, P A () denota la proyeccién ortogonal
sobre R(P) N R(Q). Si B € L(H) satisface que PsBPs = B, consideraremos la compresion
de B a S, (i.e. la restriccion de B a S como un operador lineal de § en §), y diremos que
pensamos a B actuando sobre §. Usualmente haremos esto cuando querramos sonsiderar el
espectro de B sélo en término de su accién sobre S. Por ejemplo, si B > APs para cierto
A > 0, entonces 0 ¢ o(B), si pensamos a B actuando en S§. Por otro lado, usaremos el
hecho de que todo par de subespacios cerrados (S, 7 ) de H induce una representacion de los
elementos de L(H) por matrices de 2 x 2 en bloques, del siguiente modo

T (Ars Ars\ S )
T+ \ A s Ap o) St '

de modo tal que si P y @ son las proyecciones ortogonales sobre S y 7 respectivamente

1
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Ars=QAP:S8 - T, Ars. = QA(1 — P): S+ — T, etc. Cuando recurramos a este tipo
de representaciéon matricial, nos referiremos a la descomposicién que induce el par (S,7),
o simplemente la descomposicién inducida por S cuando & = 7. Reciprocamente, dados
operadores A7 sS — T, Arsi : 8t — T, etc., es posible definir un operador A € L(H), al
cual denotaremos en forma matricial como en (1.1). En forma andloga, cuando los operadores
estén definidos de un espacio de Hilbert H; en otro Hs, construiremos operadores en H; B Ho
a los cuales representaremos en forma matricial. Notar que cuando & = 7 (resp. Hy = Ha)

(G Grh)

es la matriz que representa a A*.
En general, usaremos letras maytsculas para los operadores, letras mintsculas para los
vectores y letras griegas mintsculas para los escalares.

1.1.1 Tres topologias localmente convexas

Recordemos rapidamente algunos aspectos elementales sobre las topologias localmente con-
vexas en espacios vectoriales. En primer lugar recordemos que una seminorma en un espacio
vectorial (complejo) V es una funcién p : V — [0, +00) tal que:

e p(Az) = |Ap(z) para todo A € C y todo x € V.

e p(z +y) < p(z) + p(y) para todo z,y € V.

Sea {p; : i € I} una familia de seminormas definidas en V. La topologia en V inducidas por
estas seminormas es la menor topologia con respecto a la cual cada una de ellas es continua
en el origen; en esta topologia, una red {z,}.ca de vectores de V converge a = € V si y sélo
si po(r — z,) — 0 para cada i € I. Las topologias inducidas por seminormas se denominan
topologias localmente convexas, mientras que el espacio vectorial dotado de una tal
topologia se denomina espacio localmente convexo.

Observacién 1.1.1. Usualmente se suele pedir también que N;e{z € V : p;(z) =0} = {0}
con el objetivo de que la topologia en cuestion resulte Hausdorff. A
Topologia débil en H

Definicién 1.1.2. La topologia débil en H es la topologia localmente convexa definida por
la familia de seminormas {p, : = € H}, donde para todo z € H

pa(y) = (z, y)| VyeHr.

71 w
Es claro que una red {z,}aea converge a z € H débilmente, lo cual notaremos z, — =,
(6%

si para todo y € H se verifica que

(Tar y) — (2, y).
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En particular si la red {z,}aea converge a x € H en norma, entonces también lo hace
respecto a la topologia débil (por ello la denominacién débil). Por otro lado, se tiene el
siguiente resultado:

Proposicién 1.1.3. Sea T' € L(H), {Zo}aca una red de vectores de H y x € H. Luego, si

w w
To — « entonces Tx, — Tx.
« (6%

Un conocido resultado de Alaoglu establece que la bola unitaria del espacio dual de
un espacio de Banach es compacta con la topologia débil estrella. En el caso de espacios
reflexivos, como por ejemplo los espacios de Hilbert, dicho resultado se extiende a la topologia
débil.

Teorema 1.1.4. Sea 'H un espacio de Hilbert. FEntonces, la bola unitaria cerrada, 1i.e.
{r e H: ||z|| < 1}, resulta compacta respecto a la topologia débil.

Finalmente, notemos que si el espacio de Hilbert H es separable, i.e posee una base
ortonormal numerable, la topologia débil es metrizable en subconjuntos acotados de H. En
efecto, dado R > 0, sea {2, }neny un conjunto numerable denso en la bola cerrada de radio
R. Entonces d : H x H — [0, +00) definida por

d(z,y) =Y 27" [((&—y).za) |,
n=1
es una métrica, la cual define en {x € H : |jz|| < R} un topologia que coincide con la

inducida por la topologia débil del espacio H.

Topologias débil y fuerte de operadores

Definicién 1.1.5. Sea H un espacio de Hilbert. La topologia débil de operadores es
la topologia localmente convexa definida sobre L(H) por las seminormas {p,, : =,y € H},
donde p, ,(A) = | (Az, y) | paratodo A € L(H). La topologia fuerte de operadores es la
topologia definida en L(H) por la familia de seminormas {p, : = € H}, donde p,(A4) = ||Az||
para todo A € L(H).

Al igual que la topologia débil en H, las topologias débil y fuerte de operadores son
metrizables en conjuntos acotados si el espacio ‘H es separable. También es facil ver que una
red {A,}aca de operadores de L(H) converge a un operador A € L(H) en la topologia débil

de operadores, lo cual denotaremos A, ——% A, si y sélo si, para todo z,y € H
(Agz, y) — (Az, y).

Andlogamente, se puede ver que {4, }aea converge al operador A en la topologia fuerte de
SOT . , .
operadores, lo cual denotaremos A, — A, si y sélo si, para todo = € 'H
X

[Aaz|| —— || Az].

La siguiente proposicion relaciona las convergencias antes mencionadas con el orden usual
de operadores.
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Proposicién 1.1.6. Sea {1, },en una sucesion creciente (resp. decreciente) de operadores
autoadjuntos acotados superiormente (resp. inferiormente). Entonces, existe T € L(H) tal
que T, — T en la topologia fuerte de operadores.

Como mencionamos anteriormente, el teorema de Alaoglu establece que la bola unitaria
del dual de un espacio de Banach es débil estrella compacta. En el caso de L(H), su predual
resulta ser el espacio de los operadores traza. Luego, por un argumento de densidad, se puede
ver que en subconjuntos acotados de L(H) la convergencia débil estrella basta testearla con
los operadores de rango uno. A partir de esta observacién, no es dificil verificar que, en lo
subconjuntos acotados, la topologia débil estrella inducida por lo operadores traza coincide
con la topologia débil de operadores. De aqui el siguiente resultado:

Teorema 1.1.7. Sea H un espacio de Hilbert. Entonces, la bola unitaria cerrada de L(H),
i.e. {T € L(H): ||T]| <1}, resulta compacta respecto a la topologia débil de operadores.

1.1.2 Teorema espectral

Probablemente uno de los teoremas mas importantes en la teoria de espacios de Hilbert es
el teorema espectral para operadores autoadjuntos. Dado un conjunto localmente compacto
X, por medio de B(X) denotaremos al conjunto de funciones definidas en X, medibles Borel
y acotadas.

Teorema 1.1.8 (Calculo funcional). Dado A € Ly, (H), existe una unica aplicacion
¢ B(R) — L(H) tal que:

1. ¢ es un x —morfismo (i.e. ¢ es una morfismo de dlgebras tal que ¢(f) = ¢(f)*).
2. 10O < | flloo, en particular ¢ es continua.

3. Si f(t) =t para todo t € R, entonces ¢(f) = A.

4. Si f, —— [ puntualmente y la sucesion { f,}nen estd acotada, entonces ¢(fy,) T,
n—oo

o(f): o
5. Si Az = Az entonces ¢(f)x = f(N)x.

6. Si f >0 entonces ¢(f) > 0.
7. Si AB = BA, para toda f € B(R), ¢(f)B = Bo(f).

Con el objeto de simplificar la notacién escribiremos f(A) en vez de ¢(f). Otra manera
de formular el teorema espectral tiene que ver con la denominadas medidas espectrales que
definimos a continuacion:

Definicién 1.1.9. Sea X un conjunto, X una o-algebra de subconjuntos de X y H un
espacio de Hilbert. Una medida espectral es una funciéon F : X — L(H) tal que:
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Para cada A € X, E(A) es una proyeccién ortogonal.

e E(@)=0y E(X) =1

E(A1NAy) = E(A))E(Ay) para todo Ay, Ay € X.

Si {A, }nen son subconjuntos de X dos a dos disjuntos, entonces

E (U An> = E(A,),
n=1 n=1
donde la convergencia de la serie es respecto a la topologia fuerte de operadores.

Notemos que en particular, si definimos £, : X — C como
Ery(B) = (E(A)z, y),

entonces E, , resulta una medida compleja de variacion total menor o igual a ||z|||y/|-

A partir del Teorema 1.1.8, es facil ver que dado A € Ly, (H), se puede definir una medida
espectral sobre los borelianos de la recta del siguiente modo:

E(A) = Ra(A),

donde N denota la funcion caracteristica del conjunto A. La reciproca también vale, y ese
es el contenido de la siguiente version del teorema espectral.

Teorema 1.1.10 (Medidas espectrales). Dada una medida espectral E definida en los
borelianos de la recta y con soporte compacto, existe un unico operador A € Ly, (H) tal que

E4(A) = Na(A).

Una notacién muy utilizada que vincula ambos teoremas es la siguiente: sea A € Ly, (H), E
su medida espectral y f : 0 (A) — R una funcién medible borel y acotada, entonces:

fA)= [ fdE.

o(A)

Esta notacion esta motivada por el hecho de que para cada x,y € H se tiene:

(f(z, y)= [ [ dEwy.
o(A)

Asociadas a las medidas espectrales se encuentran las resoluciones espectrales.

Definicién 1.1.11. Dada una funcién f : R — L(H), diremos que f es una resolucién
espectral a derecha (resp. a izquierda) si
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1. Existen m, M € R tales que f(A\) =0siA<my f(A)=1siA\>M (resp. f(\) =1
para A <my f(\) =0 para A > M).

2. f(A) es una proyeccién ortogonal (i.e. autoadjunta), para cada A € R.
3. Si A < pentonces f(A) < f(p) (resp. f(A) > f(p)) respecto al orden usual.
4. f es continua a derecha (resp. a izquierda).

Las resoluciones espectrales son algo asi como el correlato no conmutativo de las funciones
de acumulacién. Un resultado clésico de la teoria espectral, similar al teorema 1.1.10, asegura
que dada una resolucién espectral f, existe un tinico operador A € L, (H) tal que f es su
resolucion espectral, lo cual significa que

fA) = Ea( (=00,A]) = R (4) (1.2)

(resp. f(A) = Ea( [A,00) ) = Ry00)(A)). Reciprocamente, si A € Ly (H), la funcién f
definida por la ecuacién (1.2) es una resolucién espectral a derecha (resp. a izquierda).

La relacién entre resoluciones espectrales a izquierda y a derecha esta dada por la siguiente
identidad: si A € Ly, (H), entonces Ea( [\, 00) ) = E_4( (=00, A]). Por otro lado, si f es
una resolucién espectral a izquierda, entonces g(A\) = f(—A\) es una resolucién espectral a
derecha. Luego, si A es el operador asociado a g, entonces —A es el operador asociado a f.

Cabe mencionar que si dim H < oo los teoremas espectrales antes mencionados se reducen
al conocido teorema espetral para matrices autoadjuntas de algebra lineal. En tal caso,
recordemos que o (A) = 0, (A), donde o, (A) denota el conjunto de autovalores de A también
conocido con el nombre de especto puntual de A. El lector interesado en mas detalles sobre
la teoria espectral de operadores autoadjuntos en espacios de Hilbert, como asi también en
otros célculos funcionales es remitido a los excelentes libros de Kadison y Ringrose [78] y
Pedersen [104].

Teniendo a mano el teorema espectral, podemos mencionar el siguiente resultado que
serd de gran utilidad. El lector interesado encontrarda una demostracion del mismo en [103]
(Proposicién 2.3.2).

Proposicién 1.1.12. Sea f : R — R wuna funcién continua tal que f(0) = 0 y |f(t)] <
alt| + B para ciertas constantes positivas « y 3. Entonces, si {Ax}aen €s una red en Ly, (H)
tal que Ay iig A € Ly(H), se tiene que f(Ay) =5 f(A), ie. f : Ly(H) — Le(H)

es continua respecto a la topologia SOT. En particular f(t) = t" para 0 < r < 1 es SOT-
continua en L(H)".

1.2 Angulo entre subespacios cerrados

A continuacién consideraremos dos nociones de angulo entre subespacios de un espacio de
Hilbert H. Sugerimos al lector interesado referirse al trabajo de Deutsch [48] como asi



1.2. Angulo entre subespacios cerrados 7

también a los libros de Kato [79] y Havin and Joricke [69] para mds detalles. A lo largo
de esta seccion M y N serdn dos subespacios cerrados fijos de H. Por medio de M y N
denotaremos a los subespacios definidos del siguiente modo:

M=McMNN) and N=N&MnNN).

Por otro lado, M; = {{ € M : ||{]| = 1}.

Definicion 1.2.1 (Friedrichs). El dngulo de Friedrichs entre M y N es el dnglulo en
[0, 7/2] cuyo coseno esta definido por

c[M, N]=sup{[(&n)]: £€M, neNand ] =n] =1}.

El seno de este dngulo se define de la forma usual como s [M, N'] = (1 —c[ M, N'])V/2.

Definicién 1.2.2 (Dixmier). El dngulo de Dixmier entre M y A es el dnglulo en [0, 7/2]
cuyo coseno esta definido por

co [M, NT=sup{[(&, n)]: £ €M, neNand ||| =|nl| =1}

Proposicion 1.2.3.

1. 0<c¢c[M,N]<c¢[M,N]<1

2. C[M,N}:Co [M,N] = Cp |:M,./\~/-:| = Cp [M,N]

8. c[M, N]=¢c[N, M| =c|[M*+ N*]

4. co[M, N'| = [|PrmPyl| = [|PraPr Pl 2.

5. c[M, N1 =[|PuPyll = |1PmPx — Poview | = PP ooy - |-
Demostracion. La mayoria de estos resultados sobre angulos son consecuencia inmediata-
mente de la definicién. La tnica excepcion es la identidad ¢[M, N'] = ¢ [ M+, N+, 1a
cual serd demostrada mas adelante cuando hayamos definido ciertas nociones que nos per-
mitirdn dar una demostracién corta y conceptual (ver Proposicién 1.4.4). |

Proposicién 1.2.4. El seno entre los subespacios M y N puede caracterizarse del siquiente
modo:

s[M, N] = d(Ml,N> - d(/\71, M).
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Demostracién. Por la Proposicién 1.2.3, podemos suponer que M NN = {0}, i.e., M = M.
Por la definicién del seno y la Proposicién 1.2.3, s [M, N']*> = 1 — || Py Py||?. Por otro lado,

d(My, N)* =if{|Pyrz|?: 2 € My} =inf{l — ||Pyz|?:z € M}
1= sup{|| Pl s € My} = 1— PPl = 1~ | PucPy?,
puesto que d (z, N') = || Py-r z||, para cada z € H. |

Observacién 1.2.5. Sea M un subespacio cerrado y N un subespacio tal que dim N < oo
y N ¢ M. Entonces N es compacta (y # 0)), y por lo tanto 0 < d (./\71, M) =s[M, N],

o sea que ¢[ M, N'| < 1. Sin embargo, si ambos subespacios tienen dimension infinita, bien
puede pasar que M y N tengan “4ngulo nulo” aunque M NN = {0}. Agregar ejemplo y
comentario sobre cémo son todos los ejemplos de pares de subespacios con angulo malo.

Corolario 1.2.6. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. M+ N es cerrado.

2. ¢[M,N]<1.

3. Euiste co > 0 tal que, para € € M yn e N, ||€+ 1 > coll€]|.
Mads aiin, la mejor constante para (3) es co = s [ M, N].

Demostracion. Podemos suponer que M NN = {0}, pues M + N = M @& N. Cuentas no
muy complicadas muestran que

co=sup{c=0:[|E+nl =], ¥ E€M, neN} =d(M, N)=s[M N].

Supongamos que ¢y > 0. Dada una sucesién &, +n, € M + N que converge a p, entonces
an - me < 061H§n + 0 — & — an ——— 0. Por lo tanto, §{, —— e My n, —

n,m—oo n—oo

p—& € N. Luego, p € M+N. Reciprocamente,si M@N es cerrado, entonces la proyeccién
Q de M @& N sobre M definida por Q(£ + 1) = £ es acotada. En consecuencia, podemos
tomar cq = ||Q[| 7! > 0. [ |

Corolario 1.2.7 (Ljance-Ptak). Supongamos que M BN =H y sea Q € L(H) la proyec-
cion sobre M con nucleo N'. Entonces

—-1/2

Q= (1= 1Pubel?) = (1—elm M) =S (1)

Demostracion. La férmula (1.3) se deduce de la ultima parte de la prueba anterior. |

Dadas dos proyecciones ortogonales P y (), muchas veces estamos tentados a pensar que
la proyeccién sobre R(P) N R(Q) es simplemente PQ. Lamentablemente esto sélo es cierto
cuando P y () conmuntan. En general, lo que se puede decir es lo siguiente:
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Proposicién 1.2.8 (Kayalar-Weinert [80]; ver también [48]). Sean P y Q) dos proyec-
ciones ortogonales definidas sobre H. Entonces,

I(PQ)* — PAQ| =c[R(P), R@Q)]*

donde, como ya hemos mencionado anteriormente, P N\ () denota la proyeccion ortogonal

sobre R(P) N R(Q).
Demostracion. Sean P = P1-PAQ)y Q= Q(1— P AQ). Luego,
I(PQ) = PAQIP = [(PQ* (1= PAQ)I° = I(PQ*I*
= [[(Q@P)*(PQ)*|| = [(QPQ)* || = [QPQI**.

Por otro lado, usando la Proposicién 1.2.3, se tiene que ||QPQ|| = ¢[R(P), R(Q)]>. Por lo
tanto

I(PQ)* — P AQ|* = c[R(P), R(Q)**",

lo cual concluye la demostracion. ]

1.3 Inversas generalizadas.

Definicién 1.3.1. Dados A, B € L(H), decimos que B es una inversa generalizada de A si
ABA=A y BAB=B.
Al conjunto de inversas generalizadas de A lo denotaremos por medio de GI (A). A
Teorema 1.3.2. Sea A € L(H).
1. Si B € GI(A), entonces

i AB es un proyector (oblicuo) con R(AB) = R(A).
it BA es un proyector (oblicuo) con N(BA) = N(A).

2. A tiene rango cerrado si y sdlo si GI (A) # 0.

3. En tal caso, para cada par P,Q € L(H) de proyectores oblicuos tales que R(P) = R(A)
y N(Q) = N(A), existe un unico B € GI (A) tal que AB=P y BA=Q.

Demostracion.
1. Sea B € GI(A). Entonces
(BA)? = BABA=BA y (AB)*= ABAB = AB.

Es claro que R(AB) C R(A). Pero también R(A) = R(ABA) C R(AB). Por otra
parte, N(A) C N(BA) C N(ABA) = N(A).



10 Capitulo 1. Operadores sobre espacios de Hilbert

2. Si B € GI(A), entonces R(A) = R(AB), que es cerrado al ser la imagen de un
proyector. La reciproca se deducird del item 3, aplicado a los proyectores PP = Pra) y
Q=1 Py .

3. Supongamos que R(A) es cerrado, y sean P,() € L(H) proyectores oblicuos tales
que R(P) = R(A) y N(Q) = N(A). Llamemos S = N(P) y 7 = R(Q). Luego
N(A)® T =H, y por ende A‘T : T — R(A) es inversible. Llamemos By : R(A) — T

a su inversa, y definamos
B-H=S®R(A) - NA T =H por Blxdy =By, €S8, ycR(A).

Como By es acotado, por el teorema de la imagen abierta, se deduce que B € L(H).
En efecto, ||B]| < [|Bol| || P||, porque B(z) = Bo(Pz), z € H. Por otra parte, calculos
elementales muestran que B € GI (A), AB=Py BA=Q.

Definicién 1.3.3. Dado A € L(H) con rango cerrado, se llama AT al dnico elemento de
G1I (A) tal que ATA y AAT son proyectores autoadjuntos.

Corolario 1.3.4. Dado A € L(H), R(A) es cerrado siy sélo si R(A*) es cerrado. Més atin,
SI(A*)={B*: B € SI(A)}. En particular (A*)l = (AT)*.

Demostracion. La igualdad SI(A*) = {B* : B € SI(A)} se deduce directamente de la
definicion de inversa generalizada. Luego la primera parte es consequencia del Teorema
1.3.2. La ultima, del hecho de que (AT)* verifica las condiciones de la definicién de (A*)T. B

Corolario 1.3.5. Sea A € L(H) un operador con rango cerrado, P una proyeccion cuyo
rango es R(A) y Q un proyeccion cuyo nicleo es N(A). Entonces B = QAP es la tinica
inversa generalizada tal que AB =P y BA=Q

Demostracion. En efecto, por un lado
y por otro

(AB)* = P*A"Q*A* = P*A*TA* = P*Ppay = (PreayP)" = P*.

Ejemplos 1.3.6.
1. Si A € GL(H), entonces GI (A) = {A'}. En particular, AT = A1

2. Si U € L(H) es una isometria parcial (i.e., U es isométrico en N(U)t), entonces
Ut =U-.



1.4. Moédulo minimo reducido 11

3. Si A es normal y R(A) es cerrado, entonces A conmuta con AT.
4. Si A € L(H) tiene R(A) cerrado, y S € GL(H), entonces
GI (SAS™) ={SBS™": Be GI (A)},
pero no es facil averiguar quién es (SAS™1)T.
5. Si A € L(H) tiene R(A) cerrado, y V,W € U(n), entonces (VAW)T = W*ATV*.

6. Si A € M,(C) es una matriz diagonal A = diag(z) para cierto x € C", entonces
AT = diag (xT), donde zf € C" esta dado por

+ vt osix; £0
x,L: .
0 siz; =0.

7. Sea A € M,,(C) con rk(A) = k. Si V,W € U(n) verifican A = W*¥E(A)V, entonces,
AT = V*E(A)'W = V*diag (s1(A) ', sk(A) L0, 0) WL

La siguiente, es un caso particular de una identidad demostrada por Stewart en [114].

Proposicién 1.3.7. Sean A, B € Ly,(H) operadores con rango cerrado. Entonces:
BY — A" = —BY(B — A)A" 4 (I — B'B)(B — A)(A")? + (B"*(B — A)(I — AAY).
En particular, si R(B) C R(A),

B' — A" = —BY(B — A)A" + (I — B'B)(B — A)(A").
1.4 Modbdulo minimo reducido

Definicién 1.4.1. El mdédulo minimo reducido «(T) de un operador T" € L(H) se define
como

WT) = inf{[| 7] : 2l =1, = € N(T)"} (1.4)
A
Proposicién 1.4.2. Sea T' € L(H) (no nulo). Entonces:
1. T tiene rango cerrado si y solo si y(T) > 0.

2. y(T) = ~(T*). Mds ain, si T tiene rango cerrado, entonces y(T) = ||TT||~*.
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Demostracion.

1. Si T tiene rango cerrado, por el teorema del grafico cerrado, T': N(T)* — R(T) es
inversible y la inversa es acotada. Claramente la norma de la inversa coincide con
(7(T))~t, razén por la cual v(T') > 0. Reciprocamente si v(T') > 0, T y(rys es acotado
inferiormente. Por lo tanto R (TlN(T)i> es cerrado. Como R <T|N(T)i> = R(T) la

reciproca queda demostrada.

2. Si T fuera inversible, TT = T~! (que es la tinica inversa generalizada de T') y, por otra
parte,

]
7]

A1) = inf {ly]l « |7y =1} = int { A0} =T

: : L : : L
Si R(T) es cerrado, TWR(T) : R(T) — N(T)~+ es la inversa de T‘N(T)i’ N(T)~ — R(T).
Por lo tanto, razonando como en el caso anterior, se obtiene que (1) = || T7]|~! (se
usa que N(T7) = R(T)*, por lo que HTT’R(T)H = ||T"]| ). Ademds, como (T*)" = (T1)*,

se tiene que
AHT*) = (TH = 1@~ = 1TH7 = (D).

[ |

Proposicién 1.4.3. Sean M y N subespacios cerrados de H. Entonces

V(PrePy) = s[M, N]
Demostracion. Sea R = M*. Dado que N(PgrPy) = Nt @& (N N M), se tiene
N(PrPy)r =NNWN M) =N.
Luego, por la Proposiciéon 1.2.3,
YPrPy) = inf ||Pral] = inf d(z, M) =d (A5, M) =5 [M, N] .
zeN zeN]

|

Proposicién 1.4.4. Sean M y N subespacios cerrados de H. Entonces
(M, N]=c|[M", N"].

Demostracion. Recordemos que para todo 1" € L(H), v(T') = ~v(T*). Entonces, por la
Proposicién 1.4.3,

S[ML,./V‘J'] :’Y(PMPNL):’Y(PNLPM) :S[/\/’,M] :S[M,N].

En consecuencia, ¢[ M, N'] =c[ M+, N+]. [ |
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Proposicién 1.4.5. Sean A, B € L(H) operadores con rango cerrado. Entonces,
V(AN (B) s[N(A), R(B)] <~v(AB) < [[A||[|B]| s [N(A), R(B)] (1.5)

Dividiremos la demostracion de esta Proposiciéon en varias partes. En primer lugar, enun-
ciaremos una consecuencia simple de (1.4):

Lema 1.4.6. Sea T' € L(H) un operador con rango cerrado y S un operador inversible.
Entonces,

ISTHTA(T) < A(ST) < (ISIN(T).

Mds aiin, la misma formula vale si reemplazamos S~ por ST, si pedimos que R(S) sea
cerrado y que R(T) C N(S)*.

A continuacién, demostraremos un caso particular de la Proposicion 1.4.5.
Lema 1.4.7. Sean U,V € L(H) isometrias parciales. Entonces, y(UV) = s[N(U), R(V)]
Demostracion. Sea M = R(V) y N = N(U)*. Por un lado,
YUV =AUVVU) = y(UPMU") = Y(PmUUPm) = Y(PrPrxPu).-

Por otro lado, N(PyPyxPum) = N(PyPu) = M* @& (N- N M). Por lo tanto, obtenemos
que

Y(UV)? = ~(PaPyPag) = inf {H(PMPNPM)xH zll=1, ze Mo NN M)} .

Pero, si consideramos PMPNPM‘ MEWLAM)? la cadena de igualdades precedente nos dice

que v(UV)? = mino (PyPyPuy). En consecuencia, por la Proposicién 1.2.3, resulta que
YUV)=s[Nt, M] =s[NU), R(V)]. u

Demostracion de la Proposicion 1.4.5. Sean A* = U*|A*| y B = V|B]| las descomposiciones
polares de A* y B respectivamente. Como, |A*| y | B| poseen rango cerrado, R(U) = R(|A*|),
y R(V*) = R(|B|), y usando el Lema 1.4.6 se tiene que

V(AB) =~(|AT[ UV [B]) < [[|A*[ |[v(UVB]) = [ Alr([BV*U) < [[AIBIA(UV),
y analogamente
V(AB) = y(|A* UV [B]) Z 1(|A") y(UV|B]) = v (A (IBIV*U") Z v (A7 (B)y(UV).
Finalmente, por el Lema 1.4.7, v(UV) = s [ N(U), R(V)] = s[N(A), R(B)], y por ende
1(A)y(B) s[N(A), R(B)] < v(AB) < [[A] || B]| s [N(A), R(B)].
|

Corolario 1.4.8. Sean A, B € L(H) operadores con rango cerrado. Entonces, AB tiene
rango cerrado si y solo si c[R(B), N(A)] < 1.
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Capitulo 1. Operadores sobre espacios de Hilbert




Capitulo 2

Proyecciones oblicuas y complemento
de Schur

2.1 Teorema de factorizacion de Douglas.

Teorema 2.1.1 (Douglas). Sean A € L(H1,Hs) y B € L(H2, Hs). Entonces son equiva-
lentes:

1. R(A) C R(B)
2. AA* < ABB* para algin X\ > 0
3. A = BC para cierto operador acotado C.

Mas ain, exite un unico operador C tal que R(C) C R(B*). A dicho operador nos referire-
mos como la solucion reducida de la ecuacion A = BX. Dicha solucion reducida satisface
ademas las siguentes propiedades:

it kerC' = ker A
i |C|?min{)\: AA* < \BB*}
Demostracion.
3= 1) Es claro.
3= 2) Como todo D € L(Hj3)" verifica que D < ||D||I, se tiene que
AA* = BCC*B* < ||CC*||BB*
2= 3) La condiciéon AA* < ABB* es equivalente a que || A*z|| < A/?||B*z|| para todo 2 € Hs.

En particular, ker(B*) C ker(A*). Por lo tanto, es posible definir 7' : R(B*) — R(A*)

del siguiente modo:
T(B*x) = A"z .

15



16 Capitulo 2. Proyecciones oblicuas y complemento de Schur

Es claro que T esta bien definido y es lineal. Como [|A*z| < AY2||B*z| para todo
x € Hz, deducimos que T es acotado (|| Ty|| < AY?||y|l, y € R(B*)). Extendemos T
(manteniendo su nombre) a R(B*) por continuidad y luego a todo Hs como cero en
R(B*)*. Queda que T' € L(Ha,H1), con ||T|| < A2, Es claro que A* = TB*, lo cual
muestra que el operador que estamos buscando es C' = T* € L(H;,Hs). Notar que
R(C) CkerT + C R(B*) =ker B+,

1= 3) La condicién R(A) C R(B) permite asegurar que para todo = € H; existe un tnico
y € ker B+ tal que Az = By. Definamos C' : ‘H; — Hy como Cx = y. Para ver
que C' € L(Hy, Hs) basta verificar que su grafico es cerrado. Sea (z,,¥,) (n € N) una
sucesion de puntos en el grafico de C' tal que z, —oTeYy —— Y, luego

Axr = lim Az, = lim By, = By

n—oo

es decir (x,y) pertenece al grafico de C.

Es claro que la inclusién R(C') C R(B*) = ker B+ identifica unfvocamente al operador C,
puesto que BC = A y B es inyectivo en ker B+. Observar que tanto el C' construido en
(1 = 3) como el construido en (2 = 3) cumplen esa inclusién, y por ende coinciden.
Verifiquemos ahora este C satisface (i) y (ii). Como, A = BC, vemos que ker C' C ker A.
Por otro lado, si x € ker A, entonces el tinico y € ker B+ tal que By = Ax = 0 es y = 0,
por lo que Cx = 0. Esto muestra que ker A C ker C'. Por otro lado, vimos en (2 = 3) que
IC|| = ||IT|| € A\Y2, para todo A tal que AA* < ABB*. La otra desigualdad es clara, puesto
que AA* = BCC*B* < ||C||*BB*. |

Corolario 2.1.2. Sea A € L(H)*. Entonces R((AA*)'/?) = R(A).

Demostracién. Dado que AA* = (AA*)Y2((AA*)Y?)", usando la equivalencia entre (1) y
(2) del Teorema de Douglas se tiene que R((AA*)'/2) = R(A). ]

Corolario 2.1.3. Sean A, B € L(H) Entonces R(A) + R(B) = R((AA* + BB*)'/?)

Demostracion. Consideremos en L(H; & Hy, Hz) el operador

A B
(29
Es facil ver que R(T) = R(A) + R(B) y que R((TT*)'/?) = R((AA* + BB*)Y/?). Luego,
usando el corolario 2.1.2, se tiene que R(A) + R(B) = R((AA* + BB*)'/?). [ |

Proposicién 2.1.4. Sean A € L(H)" cuya descomposicion matricial respecto a un subes-
>. Entonces R(As: s) C R((Ass s1)'?).

As,s As,sL

acto cerrado S estd dada por
b p (ASL,S As{sL
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Demostracion. Como

0 < Is 0 As s  As st Is —(Ass+1s) 'Asse
- —ASL’S(AS,S—F[)_I Is: ASJ.7S ASJ.’SJ. 0 Is:

_ A‘g,g + Is 0
0 Asrsr — Ast s(Ass+ 1s) " Agsr )’

resulta que
Ast s(Ass+1s) ' As st < Age i

Por la tanto, usando el teorema de Douglas obtenemos
R(Ast s(Ass +1s) %) S R(AY ¢.).

Finalmente, como R(Ass + Is) = S, se tiene que R(As: 5) S R((Ags: s1)'?). |

2.2 Complemento de Schur en espacios de Hilbert.

Comenzaremos con el siguiente resultado obtenido por Krein en 1947 y redescubierto por
Anderson-Trapp en 1975, el cual dard origen a la definicién de Shorted de un operador.

Teorema 2.2.1 (Krein [81], Anderson and Trapp [4], [5]). Sea A € L(H)" y S un
subespacio cerrado. Entonces

M(A,S)={D: 0<D<A R(D)CS}
posee un elemento maxrimo.

Demostracion. Sea M = A7V2(S) y A;s = AY?PyAY/2. Claramente A/s € M(A,S). Por
otra parte, si D € M(A,S), en particular D < A, y por el teorema de Douglas existe una
contraccién C tal que DV? = AY2C. Dado que rango de dicha contraccién estéd contenido
en M, CC* < Py, pero entonces

D = Al/QCC*Al/Q < AI/QPMAI/Q — A/Sa

lo cual muestra que A5 = max M(A,S). |

Definicién 2.2.2. Sean A € L(H)" y S un subespacio cerrado de H. Llamaremos shorted
de A al subespacio S, y lo notaremos ¥ (4, S), al méximo del conjunto M(A,S).

En la siguiente proposicion, recopilamos una serie de resultados mas o menos inmediatos
de la definicion y la demostracién del Teorema 2.2.1.

Proposicién 2.2.3. Sea A € L(H)t y S un subespacio cerrado de H. Entonces:
1. Si M = A7Y2(S), entonces, ¥ (A, S) = AYV2Py A2,



18 Capitulo 2. Proyecciones oblicuas y complemento de Schur

2. % (A,S) < A.

3. ¥ (aA,S) = aX (4,S).

1 S(2(A,S),S) =% (4,S).

5. Si S C T, entonces, 5 (A,S) < (A, T).
6. Si A< B, entonces, £ (A,S) < X (B,S).

Demostracion. El item 1 se deduce la de demostracion del Teorema 2.2.1, mientras que los
otros items son consecuencias inmediatas de la definicién. [ ]

Proposicion 2.2.4. Sean A € L(H)" y S un subespacio cerrado. Entonces, 3 (A% S) <
(A, 8)°

Demostracién. Sean M = A=1/2(S), My = A-1(S), y denotemos por medio de Py y Py,
a las proyecciones ortogonales sobre M y M respectivamente.
Observar que AY2(M;) C M. Por lo tanto, se tiene que (I — Py )AY2Py, = 0y
adjuntando
Pu, AY2(I — Py) = 0.

En consecuencia, fijado h € H, vemos que
(A2 P, AV2R,BY - = || Ppg, AYPR1? = || Prg, A2 Pah||?
< [|AYV2Pph|* = (PmAPMb, B

lo cual implica que AY2Py, AY? < Py APy Conjugando ambos miembros con A'/? queda
demostrada la Proposicion. |

Proposicién 2.2.5. Si A € L(H)T y S, T son subespacios cerrados de H, entonces
Y(X(AS),T)=2(A8NT)

Demostracion. Consideremos los conjuntos

M(A,SNT)={D: 0<D<A RD)CSNT}
M(E(A,T),8)={D: 0<D<X(AT) R(D)CS)}.

Probaremos que estos conjuntos son iguales y por ende sus méaximos también lo son. Sea
D € M(A,S§NT), entonces por un lado R(D) € 7 y D < A lo cual implica que D <
¥ (A,T), pero también R(D) & S, en consecuencia D € M(A,7,S). Reciprocamente, si
D e M(X(A,T),S) entonces D < A7, lo cual muestra que R(D) & 7 y en consecuencia
R(D) S SNT. Pero como D <X (A,7) < A se tiene que D € M(A,SNT). |
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Rango y nucleo del complemento de Schur

Proposicién 2.2.6. Dado A € L(H)" y S un subespacio cerrado de H, entonces
R(Z(A,8)%) = R(AY?*) N S.
Demostracion. Sea M = A~Y/2(S). Observar que
R(AV?) NS = AV2(AV2(S)) = R(AY2Py).
Luego, por el Corollary 2.1.2,
R(A?)NS = R(A'?Py) = R(|PuA"?)
= R((AY2PyPAYV?)2) = R(A)s %)
como queriamos demostrar. |

Corolario 2.2.7. Dado A € L(H)" y S un subespacio cerrado de H, entonces, R(A)NS C
R(Z (A, S)).

Demostracién. Como X (A% S) < ¥ (A,S)?, por el teorema de Douglas, R(X (A2,8)1/2) -
R((2(A,S)). Pero, R(Z(A2,8)"%) = R(A) N S. u

Proposicién 2.2.8. Sean A € L(H)" S un subespacio cerrado y M = A=1/2(S). Entonces
1. N(A)+ S C N(Z(A,8)) = A V2(M1)
2. N(X(A,8)) = N(A) + St siy solo si AY?(S*) es cerrado en R(AY?).
Demostracion.
1. Por un lado usando la Proposiciéon 2.2.6 se tiene

N(Z(A,S)) = (R(AY*)NS) D N(A) + St

Por otro lado, como ¥ (A4,S) = AY2Py A2,

N(Z(A,S)) = N(AYV2PyAY?) = N(PyAY?) = A7V2 (M),

1 -
2. Dado que (Al/z(Sl)> = A712(8) = M, se tiene AY/2(S+) = M. Luego, es claro

que AY2(S1) es cerrado en R(AY?) siy sélo si M+ N R(AY?) = AY2(S4), lo cual es
equivalente a A7YV2(ML) = A7V2(AYV2(S1)) = ker A + S+
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Convergencia

Proposicién 2.2.9. Sea {A,} una sucesion de operadores positivos tales que A, s A Yy
{S,} una familia de subespacios cerrados de 'H tales que S,+1 C S,. Entonces,

E (An7 Sn) lsot E (A7 S) .
donde S = (., Sn-

Demostracion. Como la sucesion {X (A,,S,)} es decreciente, posee un limite en la topologia
fuerte de operadores, al cual denotaremos S(A). Dado que ¥ (A,S) < ¥ (A,,S,) < A para
todo n > 1, es claro que X (A4,S) < S(A) < A. Luego, basta verificar que R(S(A)) C S,
pues en tal caso S(A) € M(A,S), y como ¥ (A,S) = max M(A,S), S(A) tiene que ser
igual a 3 (A,S).

Para mostrar que R(S(A)) C S, basta notar que para todo n > 1, por el Teorema de
Douglas 2.1.1, como S(A4) < ¥ (4,,S,)

-

R(S(4)) € R(S(A)Y) € R( (A8 ) € 8,

en consecuencia R(S(A)) C ﬂ S, =S8. [ |

n=1
Ahora buscaremos condiciones suficientes para garantizar la convergencia en norma.

Lema 2.2.10. Sea A € GL(H)" y S un subespacio cerrado de H. Entonces
S(A+el,S) ”—0“+> 2(4,S) .

Demostracién. Notar que I < ||[A7Y|A. Dado € > 0 llamemos \. = (1 +||A7Y|). Luego se
cumple que A+ el < A\ Ay por ende X (A+¢eIl,S) < A\.X(A,S). Por lo tanto,

S(A,S) <T(A+elS) < A2 (4,8 Ll yas)

e—07t
por lo que X (A +¢I,S) converge a X (A, S). [
Teorema 2.2.11. Sean A € GL(H)" y (An)nen una sucesion en GL(H)* tal que

An&A y A,>A paratodo neN.

n—oo

Entonces, para todo subespacio cerrado S de 'H, se cumple que

2 (A, S) 1 wa,8) .

n—oo

Demostracion. Observar que A, = A+ (A, — A) < A+ ||A, — A|| I para todo n € N. Si
abreviamos €, = ||A, — A||, por el Lema anterior se tiene que

como queriamos demostrar. [ |
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Otras caracterizaciones del complemento de Schur.

Teorema 2.2.12 (Lebesgue). Sean A € L(H)" y S un subespacio cerrado de H. Entonces
existen unicos F' y G € L(H)* tales que:

A=F+G, R(F'/*)cS y RGY)NS (2.1)
Mas aun, FF =% (A,S).

Demostracion. Sea F = % (A,S). Claramente se satisface que R(F/? C S. Por otro lado,
sea v € R((A—X(A,8)Y?) NS y P la proyeccién ortogonal al subespacio generado por
z. Como R(P) C R((A — X (A,S8))Y?), por el Teorema de Douglas, existe A > 0 tal que
AP < A-¥ (A,S). Pero entonces, \P+% (A,S) < A. Como también R(AP+X(A,S)) C S,
se tiene que AP 4+ X (A,S) < X (A,S), por lo que debe verificarse que = = 0.

Supongamos ahora que nos dan un par F'y G € L(H)" satisfacen las condiciones de
(2.1). Entonces, como R(F) C R(F'/?) C Sy F < A, deducimos que F < ¥ (A,S). Por
otro lado, dado que G = (A - X (A,S)) + (2(A,S) — F) > (X (A,S) — F) > 0, usando el
Teorema de Douglas se tiene que

R((Z(A,S) — F)Y?) C R(G"?).

Pero R((X(A,S) — F)/?) C Sy R(GY?)NS = {0}. En consecuencia, ¥ (4,S)=F. N

Teorema 2.2.13. Sea S un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H, y A € L(H)™ el
cual posee una representacion matricial

As,s As,sL )

Asl,s As{sl
respecto de S. Entonces, si C es la solucion reducida de la ecuacion As: s = (Asr s2)'?X
se tiene que:

As s —C*C 0
E(A’S):< o 0>'

Demostracion. Dado que

- As s —C*C 0 0 c* 0 0 B
A= ( 0 O) + (0 (ASL,5L>1/2> (C (Asi,sL)l/z) =F+G@,

basta ver que F' y GG estan en las condiciones del Teorema anterior. Claramente G > 0, y
como consecuencia del Corolario 2.1.2,

RG) =R ((8 (Asiﬂ/?)) |
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. . {0 Cc* Ty [z 1/2 o
Ahora bien, si (O (ASL’SL)l/z) (y) = (0) , entonces A/ .,y = 0. Pero el hecho de que

N((As: s1)Y?) C N(C*) (que se verifica porque C' es la solucién reducida), implica que
C*y = 0. En consecuencia, R(G'/?)NS = {0}

Por otro lado, claramente R(F) C S. Por lo tanto, sélo resta ver que F' > 0. Supongamos
que existe un x € H tal que ((As s — C*C)z, v) = —0 para algin 6 > 0. Como R(C) C

R(A3Y), existe y € S+ de modo que [|Cz + (Asr s )2y < 6Y/2. Pero entonces
6 G- () 6)-6))
y)  \y 0 0/ \y) " \y
+ 0 C* 0 0 x x
0 (ASL,SL)I/2 C (ASL,si)lﬂ y)’ \y

= ((Ass —C*C)z, x) + {Cx + (Asr s:)Py, Cx+ (Asr s)?y) <0

contradiciendo la positividad de A. |
Corolario 2.2.14. Sea S un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H, y A € L(H)*

tal que
A= As,s As,si
Asl,s ASL,SL
Si Ast s+ posee rango cerrado, entonces:

Ass — As st (Ase s2)TAgi s 0
Z(A’S):(S,S S, S (OS,S) S, S O)

Demostracion. Basta notar que la solucién reducida de la ecuacién Ag: s = (Agr s:)¥2X
1/2

cS D - ((ASL’SL)T> / ASJ‘,S‘ .

Proposicién 2.2.15. Sea A € L(H)", S un subespacio cerrado de H y x un vector en S.

e <E(A,S) (ﬁ) , (g) > = inf{<A (g) ’ (;) > Y€ SL}'

Demostracion. Dado que X (A,S) < A, <2 (4,8) <3(l)7> , (x

O) > resulta una cota inferior.

Si A es inversible, tomando y = — A5, As; 7, se tiene que

(09 (3). ()= (4 0)- ()

y por lo tanto <Z (A,S) <g) , (g) > es el minimo del conjunto. Si A no es inversible, sea

« el infimo en cuestion. Como para todo n € N verifica se tiene que

el { (0 20) (0). () e ves} = ((a+20) () G))
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tomando limite y usando la Proposicion 2.2.9 se obtiene que o < <Z (A,S) (z) , (g) >
[

Teorema 2.2.16. Dado A € L(H)" y S un subespacio cerrado de H, sea N'(A,S) el con-
gunto de operadores definido por

N(A,S) ={QAQ": @*=Q y R(Q)=S}.
Entonces, ¥ (A,S) = inf N(A, S).
Demostracion. Llamemos Ps = {Q € L(H) : Q* = Q y R(Q)

= S}. Si Q € Ps, como
PsQ = @, deducimos que existe X € L(S+,S) tal que Q = ( é i)(

) gi . Luego, dados

r€Sez€St setiene que

(e () () - (() (&) e

I X
0 0
los valores X*z recorren todo S*. Usando la Proposition 2.2.15 y la formula (2.2) deducimos

Observar que cualquier operador X € L(S+,8) produce un Q = ( ) € Ps. Luego

que
e (2)(2)) = ma(5)-(0))
- (=9 (3)-(5))
- (=9 (2)(1))-
En consecuencia, ¥ (4, S) = inf N'(A4, S). n

2.3 Proyecciones A-autoadjuntas y compatibilidad

Todo operador positivo (semidefinido) A € L(H) define una forma sesquilineal acotada
(posiblemente degenerada) del siguiente modo: (z, y), = (Az, y), z, y € H. Respecto a
esta forma, es facil ver que un operador C' € L('H) resulta autoadjunto si satisface la identidad
if AC' = C* Ay que el ortogonal de un subespacio S estd dado por S+4 = A71(S1) = A(S)*.

Si el operador A en cuestion es inversible, la forma (-, -), induce en H una estructura
de espacio de Hilbert equivalente a la anterior en el sentido métrico y por ende topoldgico.
Sin embargo, otras cuestiones cambian. Por ejemplo, las nocién de ortogonalidad. Esto trae
como consecuencia que la proyeccién A-ortogonal, que existe y es Unica, no necesariamente
coincida con la ortogonal respecto a la estructura de Hilbert original.



24 Capitulo 2. Proyecciones oblicuas y complemento de Schur

En el caso en que A no es inversible, no sélo se pierden las equivalencias antes men-
cionadas, sino que también puede suceder que no exista una proyeccién A-autoadjunta sobre
un subespacio dado. Como veremos en esta seccién, en el caso general, puede ocurrir que no
exista, exista una unica proyeccién A-autoadjunto, o bien infinitas. A lo largo de la misma
S sera un subespacio cerrado de H y A un operador positivo sobre H cuya representacion

As,s As,sL )

matricial respecto a S es
ASJ‘,S ASJ‘,SJ‘

Con el objeto de estudiar este fenémeno, Corach, Maestripieri y Stojanoff introdujeron
en [44] la siguiente nocién de compatibilidad:

Definicién 2.3.1. Diremos que el par (A, S) es compatible o bien que S es A-compatible,
si el conjunto

P(A,S)={Q e Q:R(Q)=S5,AQ = Q"A}.

es no vacio. En otras palabras, el par (A4, S) es compatible si existe al menos una proyeccién
sobre § A-autoadjunta.

A lo largo de una serie de tres articulos [44], [45] y [46], se demostraron las siguientes
caracterizaciones de la condicion de compatibilidad.

Teorema 2.3.2. Dada un proyeccion (oblicua) @ sobre S, las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. Qe P(AS)
2. N(Q) € R(@Q)*.
3. Q es A-contractivo, es decir, (Qz, Qr), <(x, ), =€ H.

Teorema 2.3.3. Sea P la proyeccion ortogonal sobre §. FEntonces, las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

1. El par (A,S) es compatible.
2. Eziste un proyector oblicuo Q sobre S tal que N(Q) C R(Q)*4.

3. Existe un proyector oblicuo ) sobre S que es A-contractivo, es decir
(Qz, Q) <(z, z), z€H.

4. R(PA) = R(PAP).

5. R(As.s+) € R(As,s)

6. La ecuacion R(As s+) = R(As s)X tiene solucion.
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Observacién 2.3.4. Dado un operador B € L(H)™, cuyo rango no es cerrado, es relativa-
mente sencillo demostrar que R(B) ¢ R(B?). Sin embargo, R(B?) no es “mucho mas
grande” que R(B), dado que este 1ltimo es denso en R(B'/?). Esta sutil diferencia es la que
estd detras de la nociéon de compatibilidad. Como hemos visto en la Proposicién 2.1.4, dados
A € L(H)" y un subespacio cerrado S de H, siempre se cumple que R(As s:) C R((As.s)'/?),
sélo cuando R(As s:) € R(As.s) el par (A,S) es compatible. En particular, notar que si
dim S < oo, entonces el par (A, S) resulta compatible. En efecto, como dim R(As 5) < o0,
se tiene que R(As s) = R((As.s)Y?) = R(As.s). A

Es relativamente sencillo notar que dada una proyeccion oblicua () sobre S, su descom-
posicién matricial respecto de S tiene la siguiente forma:

Q:(é ;0<)

Luego, a partir del teorema anterior, resulta natural la siguiente definiciéon:

Definicién 2.3.5. Sea E la solucién reducida de la ecuacion R(Ags:1) = R(Ass)X. Por
medio de P, s indicaremos a la proyeccién (oblicua en general) sobre S definida por:

I E
puo= (1 )

Observacién 2.3.6. Si Agss tiene rango cerrado, entonces E = (Ass)Assi. Sea P es
la proyeccion ortogonal sobre S. Usando el hecho de que, con cierto abuso de notacion,
Ass =PAPy Ass. = PA(I — P), obtenemos la siguiente fémula para la proyeccion Py s:

Pas =P+ (PAP)'(PA(I — P)).
A

A continuacién enumeramos una serie de propiedades de esta proyeccién extraidas de
[44], [45] y [46].

Teorema 2.3.7. Si el par (A,S) es compatible y N = N(A) NS, entonces

1. La proyeccion Py s € P(A,S). Mds ain, Py s es la proyeccion sobre S cuyo nicleo es

ATH(SH e N.
2. Para todo Q € P(A,S) existe Z € L(S*,N) tal que

10 D\ SeN
Q=Pis+2Z=|01 2 | N : (2.3)
000 /) &

En particular, notar que P(A,S) posee un inico elemento (el cual serd Py s) si y solo

siN =N(A)NS = {0}.
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3. |[Pasll = min{ Q[ : @ € P(A,85)}.

Cuando el operador A tiene rango cerrado, como veremos en el siguiente resultado, depende
solamente de que ¢[N(A), S| < 1.

Teorema 2.3.8. 5i A tiene rango cerrado y P es la proyeccion ortogonal sobre S, entonces
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. El par (A,S) es compatible.

2. El subespacio S + N(A) es cerrado.
3. ¢[N(A4),S] < 1.

4. El subespacio S* + R(A) es cerrado.
5. El rango de PA es cerrado.

6. El rango de PAP es cerrado.

7. El rango de AP = A(S) es cerrado.

Un caso particular de operadores con rango cerrado son la proyecciones. En tal caso, la
formula de Lance-Ptak adopta la siguiente forma:

Proposiciéon 2.3.9. Sea Q) una proyeccion ortogonal y S un subespacio cerrado tal que el
par (Q,S) es compatible. Entonces

1P sl = (1—c[N(Q), ST)* =5[N@),S]".
Demostracion. Falta demostracion [ ]

Para finalizar, demostraremos el siguiente resultado técnico que sera de utilidad mas ade-
lante.

Proposicién 2.3.10. Supongamos que el par (A,S) es compatible y que S estd incluido en
cierto subespacio cerrado T que reduce al operador A, es decir PrA = APr. Entonces, si

A= <AT 0 ) 7 el par (A;,S) es compatible y

0 ATL TJ_’
P 0 T
PA"S:( T° o) Lo

donde a Pa, s lo consideramos actuando en T .
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Demostracion. Sea

B C 0 S
A=C* D 0 TS donde AT:<

B C) S

C* D) TeS"

Por un lado, notemos que la solucién reducida de la ecuacién BX = (C,0) posee la forma
(E,0) € L((’T oS)a T, S), puesto que tiene el mismo ntcleo que (C,0). Entonces

1 E 0 S
Pys=10 0 0 TS .
0 0 0 T+
Por otro lado, es facil ver que E es la solucién reducida de la ecuacion AX = C, razén por
la cual no sélo el par (A, S) es compatible, sino que también se tiene que

1 D
s ().

Luego, comparando las expresiones para P4 s y para P4, s se puede observar que en efec-

tivamente Py s = ( PAS’T 8 )

2.4 Compatibilidad y el complemento de Schur.

La compatibilidad se encuentra intimamente relacionada con el complemento de Schur. En
esta seccion daremos un breve resumen de como estas dos nociones se relacionan. También se
puede considerar esta seccion como una motivacién para las cuestiones que desarrollaremos
en el capitulo 6. Al igual que en la seccion precedente, S sera un subespacio cerrado y A un
operador positivo de L(H).

Comencemos con la siguiente proposicion que relaciona directamente el complemento de
Schur con las distintas proyecciones del conjunto PAS.

Proposicién 2.4.1. Sea (A, S) un par compatible. Si E € P(A,8%) yQ =1 — E entonces:
Y (AS)=Q"A=AQ.

Demostracion. Por un lado, como R(Q*) = R(E)t = S, claramente R(QA) € S. Por otro
lado, la Proposicién 2.3.2 implica que 0 < Q*A = Q*AQ < A. Finalmente, sea X € L(H)™"
tal que X < Ay R(X) C S. Entonces

X =Q'XQ <Q"AQ = AQ,
y por ende AQ =X (A,S). |
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Cémo hemos visto en la Proposicién 2.2.16
Y (A,S) =inf {QAQ* L Q*=Q y RQ) = 8} , (2.4)

donde el infimo se toma respecto al orden usual. La siguiente proposicién muestra que
relacion existe entre esta caracterizacion del complemento de Schur y la compatibilidad.

Proposicion 2.4.2. Las siguientes afirmaciones son equivalente:
1. El par (A,S) es compatible.

2. El infimo en (2.4) se alcanza, es decir
£(4.8) = min {QAQ" : Q*=Q y R(Q) =5}

Mas ain, una proyeccion E realiza el minimo si y sdlo si pertenece al conjunto P(A,S).

Otra cuestién que hemos considerado respecto al complemento de Schur es su rango. En
la Proposicién 2.2.6 vimos que es posible decir exactamente cual es el rango de ¥ (A, S) 12,
Sin embargo, en general, s6lo es conocida una estimacién del rango de ¥ (A, S) (Corolario
2.2.7). Las siguientes Proposiciones muestran que también existe una estrecha relacion entre
la compatibilidad del par (A,S) y el rango del 3 (A4, S).

Proposicién 2.4.3. Son equivalentes:
1. El par (A,S) es compatible.
2. R(X(A,S))=R(A)NS.
3. N(X(A,S)) =N(A) + S+
Proposicion 2.4.4. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. R(X(A,S8)) C R(A).
2. El par (A, N(X(A,S))) es compatible.

Otras cuestiones referentes a la relacién entre complementos de Schur y la compatibilidad
seran estudiadas en un marco mas general en el capitulo 6.



Capitulo 3

Marcos en espacios de Hilbert

A través de este capitulo recordaremos las definiciones y propiedades bésicas de la teoria
de marcos desde el punto de vista de la teoria de operadores. El lector interesado en una
completa descripcién de esta teoria y sus aplicaciones puede consultar el excelente trabajo
Heil and Walnut [71] o bién los libros de Christensen [41] y Young [123]. Asumiremos que
el lector estd familiarizado con los espacios £ = (?(N), L*([0,1]) y L*(R), como asi también
con las cuestiones elementales de bases ortonormales en espacios de Hilbert.

3.1 Definiciones basicas
Sea H un espacio de Hilbert separable!, y W un subespacio cerrado de H.

Definicién 3.1.1. Una sucesion F = {f, }nen de vectores de WW. se denomina marco para
el subespacio W si existen constantes A, B > 0 tales que, para todo f € W,

AIFIN Y ICE f) 12 < BIFIP (3.1)

neN

Las cotas A, B éptimas para (3.1) se denominan cotas del marco F. Si A = B entonces
el marco se denomina ajustado, mientras que si A = B = 1 se dice que es un marco de
Parseval.

Asociado con el marco F existe un operador acotado T : ¢2 — H definido por
T(en) = f ny
donde {e,}nen denota la base candnica de ¢?. Este operador es conocido con el nombre

de operador de sintesis. En el caso de marcos con finitos elementos, asumiremos que el
dominio del operador de sintesis es C"™ donde m es el nimero de vectores que posee el marco.

1'Un espacio de Hilbert se dice separable si admite una base ortonormal a lo sumo numerable.

29
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El adjunto de dicho operador se denomina operador de analisis y para cada x € H esta
dado por la siguiente expresion

T*<I) = Z<l‘, fn>€n

neN

Otro operador que usualmente se asocia a un marco es el denominado operador de marco,
el cual se define como S = TT™. Es facil ver que

Sf=> {fifadfa  fEM (3.2)

neN

De (3.1) surge que A.P,, < S < BP,,, razén por la cual S|,,, resulta inversible. A partir de
esto, podemos inferir facilmente que R(T)) = W y que T, es inyectivo.

En términos de los operadores recientemente definidos, las cotas de un marco pueden
caracterizarse como

B=|T|P=|S||=p(S) and A=~(T)*=~(S)=min{\: € a(S) X#0}. (3.3)

Definicién 3.1.2. Dado un marco F = { f,, }nen para un subespacio cerrado W de ‘H, defini-
mos el exceso del marco F, que denotaremos e(F), como el niimero cardinal correspondiente
a la dimension del nicleo del operador de sintesis, es decir

e(F) = dim {(cn)neN cr*: Z Cnfn = 0},

neN

Definicién 3.1.3. Un marco F se denomina base de Riesz si e(F) = 0, i.e., si el operador
de sintesis es un isomorfimo.

Holub [74] y Balan, Casazza, Heil y Landau [18] han probado el siguiente resultado que
justifica el nombre de exceso:

Proposicion 3.1.4. Dado un subespacio cerrado VW de un espacio de Hilbert H y un marco
{fn}nen para W, entonces

e(F)=sup{ |I|: I C Ny {futngr sigue siendo un marco para W}.

Desde el punto de vista de las aplicaciones, si el vector f representa una senal y { f,, }nen €s
cierta sucesion de vectores, es deseable que el conjunto de datos contenidos en los coeficientes
(f, fa), n € N, sea suficiente para reconstruir la senial f. Si la sucesién F = {f, }nen s un
marco para cierto subespacio cerrado YW de H 'y f € W, entonces, de (3.2) se puede deducir
por un lado

=881 = (S fu) o= (F.8fu) fu.



3.1. Definiciones bésicas 31

y por otro
F=S180)=> (f fa)ST(fn):
n=1

Luego, si definimos g,, = ST, se tiene que para todo f € W

F=Y {fig0) far=>_(f.fa) Gn:
n=1 n=1

Este hecho motiva la siguiente definicién:

Definicién 3.1.5. Sea F = {f,}nen un marco para el subespacio cerrado VW de H y sea
M C 'H otro subespacio cerrado tal que H = W + M*. Un marco dual oblicuo de F en
M es un marco G = {g, nen para M que satisface:

oo

F=> Al gu)fa  VFfEW (34)

El marco dual {g, }nen definido por g, = STf, se denomina marco dual canénico. En
este caso W = M y se tiene que F, a su vez, es el marco dual candnico de G.
Se dice que un marco dual oblicuo posee la propiedad de norma minima si para todo f €
W los coeficientes {( f, gn)},cy POseen norma (¢*) minima. Christensen y Eldar probaron
en [40] que el marco dual con la propiedad de norma minima tienen la forma

{gntnen = {B(T"B)e,}, ., (3.5)

donde {e, }nen denota la base candnica de ¢2, y B es un operador acotado cuyo rango es M.
Por otro lado, sea D(¢?) el conjunto de todos los D € GI(¢?)" diagonales con respecto a
la base candnica {e, },en. Los marcos que poseen la propiedad de norma minima respecto
a las diferentes normas escaleadas || - [|p, D € D(£?), serdn denominados marcos duales
escaleados. En el capitulo 4 daremos férmulas explicitas para esta clase de marcos.

Los marcos duales guardan una estrecha relacién con las inversas generalizadas. El si-
guiente resultado, demostrado por Christensen y Eldar en [42], expresa en forma maés precisa
dicha relacion:

Proposicién 3.1.6. Sea F = {f,}nen un marco para el subespacio cerrado W C 'H, F su
operador de sintesis y M C H otro subespacio cerrado tal que H = W+ M*. Un marco
G = {9gn}nen para M con operador de sintesis G es una marco dual oblicuo para F si y
solo si FG* es la proyeccion sobre W paralela a M=*. Mds aiin, el 1inico marco dual oblicuo
en M con la propiedad de norma minima es aquel cuyo operador de andlisis es la inversa

generalizada de T' asociada a la proyeccion antes mencionada y a la proyeccion ortogonal
sobre N(T)*.
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Observacién 3.1.7. En particular, el operador de anélisis del marco dual canénico es la
inversa generalizada de Moore-Penrose. Por otro lado, el operador de anélisis del marco dual
escaleado en M, que posee la propiedad de norma minima respecto a || - | p, es la inversa
generalizada de T correspondiente a la proyeccién sobre W paralela a M+ y a la proyeccién

1-— PD,N(T)-

Corolario 3.1.8. Sea W un subespacio cerrado de H, { fn}nen un marco para W y {gn fnen
su marco dual candnico. Entonces, dado f € W, la sucesion de coeficientes {{ f,gn )} posee
minima norma en (* respecto de todos las sucesiones de coeficientes {a,,} que satisfacen

f - Z Cann-
n=1

3.2 Marcos de Riesz y marcos de Riesz condicionados

Dado un marco F = {fx}renm para cierto espacio de Hilbert H finito dimensional (aqui
M ={1,... ,N} o bien M = N), se puede demostrar que existen constantes A y B tales
que, para cualquier subconjunto I C M, {fx}res resulta un marco para el subespacio que
genera, con cotas (no necesariamente 6ptimas) A y B. Cuando dimH = oo, esto deja de ser
cierto, basta considerar el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.2.1. Sea {e, },en una base ortonormal del espacio de Hilbert H, y consideremos
el marco F = {f, }nen definido por:

f= ek+%61 sin =2k
" e sin=2k—1

Este marco no puede ser un marco de Riesz. En efecto, dado k € N, { for_1, for} es un marco
para el espacio generado por {ej, ex} cuya cota inferior es 1/k2. A

Esto motiva la siguiente definicién

Definicién 3.2.2. Sea F = { fi }ren un marco para cierto subespacio YW de un espacio de
Hilbert H. Diremos que F es un marcos de Riesz si existen constantes A y B tales que
para cualquier subconjunto I C M, = { fi }xes resulta un marco con cotas (no necesariamente
las 6ptimas) A y B para el subespacio que estos vectores generan.

Esta clase de marcos fue introducida por O. Christensen en [39]. Entre las propiedades
mas interesantes que poseen estos marcos se encuentra la siguiente, demostrada en [39] por

el propio Christensen:

Proposicién 3.2.3. Todo marco de Riesz contiene una base de Riesz.
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Una de las principales causas que indujeron a estudiar esta clase de marcos fue la dificul-
tad practica que implica el calculo de los coeficientes {< f,S7f, >}n€N de la descomposicién

F=Y (LS ) fu

Con el objeto de hacer uso de las ventajas que poseen las bases de Riesz en este aspecto,
Christensen habia introducido en [36] el denominado método proyectivo, el cual aproxima
los operadores S y S~! por medio de operadores de rango finito, los cuales actiian en ciertos
espacios finitos dimensionales cuya unién es densa en ‘H. Los marcos de Riesz se ajustaban
bién a este método. Més tarde (ver [39]), Christensen caracterizé exactamente que marcos
de adaptan bién al método antes mencionado. A estos marcos los denominé marcos de Riesz
condicionados, por su estrecha conexién con los de Riesz.

Definicién 3.2.4. Sea {I,},en una sucesién creciente de subconjuntos finitos de N tales
que su unién da todo N. Diremos que F = {f,}nen €s un marco de Riesz condicionado con
respecto a {I, }nen si existen constantes A y B tales que cada familias {f;};cz, es un marco
para el subespacio que genera con cotas uniformes A y B (no necesariamente éptimas).

El lector interesado en més detalles sobre marcos de Riesz y marcos de Riesz condiciona-
dos puede ver los articulos citados a lo largo de esta seccién, como asi también [30], [31] y
[32]). Por otro lado, en el capitulo 4 daremos una caracterizacién alternativa de estos marcos
en términos de ciertas propiedades geométricas que posee el niicleo sus operadores de sintesis
y de los marcos duales escaleados.

3.3 Marcos de Gabor.

Comencemos motivando la definicién de esta clase de marcos, tan importantes en las apli-
caciones. Dada una senial f(t), donde la variable t es interpretada como el tiempo, su
transformada de Fourier f(w) nos brinda informacién sobre las oscilaciones para cada fre-
cuencia w. Uno de los problemas que surgen en la practica es que la transformada de Fourier
no nos dice que frecuencias aparecen en un determinado tiempo ty. El modo de superar
esta dificultad es mirar la senal en un intervalo pequeno de tiempo y transformar Fourier
alli. Matematicamente hablando, esto significa multiplicar f(¢) por una funcién g(t) que es
constante en un intervalo pequeno y luego decae rapidamente a cero. Dicha funcién g(t)
suele denominarse funcién de ventana. Si bien este proceso tiene sus limitaciones, nos
brinda una idea de las frecuencias que aparecen en un entorno de cierto ty. Para obtener
esta informacion sobre f en todo el eje temporal repetimos el proceso trasladando la funcion
de ventana. Esto conduce a la siguiente definicion

Definicién 3.3.1. Sea g € L*(R) no nula. La transformada de Fourier de tiempo corto
de una funcién f € L?(R) con respecto a la funcién de ventana g se define del siguiente modo:

v,(f)e) = [ T F@)eE e dr yweR.
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La definicién anterior puede reformularse en términos de los denominados operadores
de traslacién y de modulacién. Recordemos que, dado y € R, el operador de translacion
T, : L*(R) — L*(R) se define como

(Tyf)(x) = f(z —y).
Por otro lado, dado w € R, el operador de modulacién E,, : L*(R) — L?(R) se define como

(Eof)(z) = e f(x)

Es un hecho bién conocido que estos operadores resultan unitarios, y si bien no conmutan
guardan la siguiente relacién:

E,T,=e "™ T,E, (3.6)

En términos de estos operadores, V,(f)(y,w) = ( f, E,T,q).
Al igual que para la transformada de Fourier, existe una férmula de inversién. Dadas
funciones g1, g» € L*(R) tales que (g, go) # 0, entonces, para toda f € L*(R)

/ / (f, E.Tyg1) ELT,g2dwdy,
gla 92

donde la integral debe interpretarse en cierto sentido débil que no precisaremos. En esta
instancia, uno podria preguntarse si es necesario tener como informacién U, (f)(y,w) para
todo (y,w) € R% o si basta conocer los valores que esta toma en, por ejemplo, cierto
reticulado de la forma aZ x bZ con a,b € Rt no nulos. De esta pregunta surge la definicién
de los marcos de Gabor.

Definicién 3.3.2. Un marco de Gabor (regular) para L?*(R) es un marco de la forma
{EvsTrag}nmez, donde a,b >0y g € L*(R) es una funcién fija.

Estos marcos suelen llamarse también marcos de Weyl-Heisenberg debido a que el sub-
grupo de unitarios que generan Fj, v T, es una representacion del grupo que lleva ese nombre.
Por otro lado, cabe mencionar que los parametros de los operadores de traslaciéon y modu-
lacién no tiene por que ser las coordenadas de un reticulado de la forma aZ x bZ. Mas
generalmente, uno puede buscar marcos de la forma {E,, T, 9}nmez con an, b, € R, los
cuales son denominados marcos de Gabor irregulares. Dado que en este trabajo no con-
sideraremos tales marcos, cuando nos refiramos a marcos de Gabor, implicitamente nos
estaremos refiriendo a marcos de Gabor regulares.

Los marcos de Gabor han sido extensamente estudiados. En este trabajo nos interesa
solamente su relacién con los marcos de Riesz. Es por eso que, de la innumerable cantidad
de resultados sobre marcos de Gabor, nos limitaremos a citar el siguiente teorema extraido
de un trabajo de Linnell [89].

Teorema 3.3.3. Sea g € L*(R) no nula y aZ x bZ un reticulado de R? donde a,b > 0.
Entonces, para todo conjunto finito A C aZ x bZ el conjunto {EqTsg},pyen es linealmente
independiente.

Recomendamos al lector interesado en los marcos de Gabor leer los trabajos de Heil
y Walnut [71] y de Daubechies, Grossman y Meyer [47], como asi también los libros de
Grochenig [63] y de Christensen [38].
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3.4 Marcos con operador de sintesis idempotente

Los marcos y las proyecciones estan relacionados de varias maneras. En esta seccion estudi-
aremos el teorema de extensién de Han and Larson [65] y una generalizacion del mismo.
En [65], Han and Larson caracterizaron los marcos de Parseval del siguiente modo:

Teorema 3.4.1 (Han and Larson). Una sucesion F = { f,}nen en un espacio de Hilbert
H es un marco de Parseval si y solo si existe un espacio de Hilbert I O H y una base
ortonormal B = {e, }nen de K tal que

fn:PHeny RGN,

donde Py € L(K) es la proyeccion ortogonal sobre 'H.

A lo largo de esta seccion usaremos constantemente el siguiente hecho: si IC es un espacio
de Hilbert, {e,}nen una base ortonormal de K y T € L(K,H) tal que Te, = f, para todo
n € N, entonces las cotas del marco pueden caracterizarse como ~v(T)? y || T||*>. Mds ain, el
exceso de F coincide con la dimension del nicleo de T.

A continuacién estudiaremos la siguiente pregunta: dado un marco F = {f,}nen en H,
jexiste una extensién K de H, una base ortonormal {e, },en de K y una proyeccién oblicua
(i.e., no necesariamente ortogonal) @ € L(K) tal que Qe,, = f,, n € N?

Es claro que en general esto no va a ser cierto, pues existen al menos dos obstrucciones:

i. Toda proyeccién oblicua satisface v(Q) > 1, ya que

QQ" > QPr)Q" = Prg), R(QQ") = R(Q) vy v(Pre) =1

Por lo tanto, si existe una tal representacién de F, entonces las cotas del marco deben
satisfacer 1 < A < B.

ii. Aun si las cotas del marco F satisfacen que 1 < A < B, la representacion puede no
existir si e(F) es finito. Por ejemplo, supongamos que F es una base de Riesz basis
y que f, = Qe, para cierta proyeccién oblicua ) € L(K) y cierta base ortonormal
B = {en}neny de K O H. Entonces, por lo antes dicho dim N(Q) = e(F) = 0. En
consecuencia K = H, Q = [ y F = B. Esto significa que las bases ortonormales son la
unicas bases de Riesz que admiten este tipo de representacion.

El siguiente teorema completa, en algtin sentido, los resultados de Casazza, Han y Larson
expuestos en [34, seccién 3.

Teorema 3.4.2. Sea F = {f,}nen un marco para cierto espacio de Hilbert de dimension
infinita H, con cotas 1 < A < B. Denotemos K = H @ (?. Entonces existe una proyeccion
oblicua @ € L(K) con R(Q) = H @& {0} y un sistema ortonormal {b,}nen in K, tal que

fn@OZan, neN.

dS CMZ’I?/ Si (& = 0, entonces La sucesién ueae suponerse una ovase oritonorma
M , F . ent l by Ynen pued b ¢ l

de K.
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Demostracién. Sea T el operador de sintesis de F y V € L(¢%,’H) un isomorfismo isométrico
entre los subespacios ¢2 y H . Por hipétesis, TT* > AI > I. Sea X = (TT* — I)'/?V ¢
L(¢*,H). Identificaremos H con H @ {0}, i.e., . identificaremos f, ~ f, ® 0 € K. Sea
T :'H — K el operador definido por Tz = Tx & 0. Entonces TT* ~ ( T(I; 8 ) € L(K).

Sea
L, X
QZ((;{ O)geL(lC).

Entonces, es claro que () es una proyeccién con rango H ¢ 0. Mas atn,

. [ Ly XX* 0
QQz(”O 0):TT,

ie., |Q* = |T*.

Consideremos la descomposicién polar (a derecha) T' = |T*|U; U € L(H) es una isometria
partial espacio inicial N(T)* y espacio final R(T) = H. Definamos U : H — K por medio
de

Uz = UPy(ryrr ® Py, x € H. (3.7)

Entonces, U es una isometria y T = |T*|U . La isometria parcial de la descomposicién polar
a derecha de @) puede extenderse a un operador unitario W sobre K, pues dim(N(Q)) =
dim(R(Q)*). Més atin, esto puede hacerse de modo que Q = |Q*|W. Entonces

T=|T*|U = |Q*|U = Q W*U.
Luego, si B = {e, }nen,
fo=Ten~Te,®0=Te, =Q(W*Ue,) =Qb,, neN,

donde {b, }neny = {W*U en}nen, €l cual es claramente un sistema ortonormal en K.

Supongamos ahora que e(F) = dim N (T') = co. Mostraremos que la isometria U definida
en la ecuacién (3.7) puede cambiarse por un operador unitario de H sobre K, que sigue
satisfaciendo que T = |T*|U. Para ello, tomemos

Ur = UPyiqyrx @Y Pymz, x€H,

donde Y € L(¢*,H) es la isometria parcial con espacio inicial N(T') y espacio final H. Se
tiene que U mapea isométricamente N (T')* sobre H @ {0} y N(T) sobre {0} & H. Luego,
la sucesion b, = W*Ue,, n € N, resulta ser una base ortonormal de K. |

Observacién 3.4.3. Usando la notaciéon del Teorema 3.4.2, si Ky = gen{b,} v Qo =
Q| K, entonces pareceria que es posible considerar bases ortonormales en vez de sistemas
ortonormales. No obstante, el Teorema 3.4.4 muestra que este argumento falla en general:
en efecto, 'H no estd necesariamente contenido en Ky, en cuyo caso (Jg no es una proyeccion.
A
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Si e(F) < oo, se tiene el siguiente teorema:

Teorema 3.4.4. Sea F = {f,}nen un marco en H con cotas 1 < A < B, y supongamos que
e(F) < oo. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:

1. Existe un espacio de Hilbert KC tal que H C K, una proyeccion Q € L(K), y una base
ortonormal B = {b,},, de K tal que f, = Qb, para todo n € N.

2. SiT es el operador de sintesis de F, entonces dim R(TT* — 1) < e(F).

Demostracion. Sila primer condicién se satisface, entonces e(F) = dim N(T') = dim N(Q) =
dim(K © 'H). Identificaremos K © H con N(T), y por lo tanto K con H @ N(T'). También
identificaremos ‘H con ‘H @ {0}, en particular, f, ~ f, ®0 € K. Sea T': H — K, dado por

T = T & 0. Entonces T ~ ( o ) Nry € LK) Sea X € LIN(D), 1) tal que

Iy X\ H [ )
Q-( 0 O) N(T) Es facil ver que:

. In+XX* 0
TT:QQ:(HO 0).

En consecuencia, TT* — I;; = X X*, mientras que dim R(X X*) < dim R(X) < dim N(T).

Reciprocamente, si dim R(TT* —I) < dim N(7'), consideremos, como en la demostracién
del Teorema 3.4.2, X = (TT* — I)"/? € L(H)*. Notemos que dim N(X)* = dim R(X) <
dim N(T'). Entonces existe una isometria parcial V' : N(T') — H con VV™* = Py(x)r. Como
antes, usamos el espacio de Hilbert K = H @ N(T'), y el operador T' € L(H,K), dado por
Ter=Tz®0. SeaY =XV € L(N(T),H), y

Qz([gf }5) %(T) € L(K).

Entonces Q*> = Q, R(Q) = H® {0} y |Q*| = |T*|, pues YY* = XVV*X* = XPyx)r X* =
XX, luego
. I+YY* 0 I+XX* 0 ~
QQ:( 0 o):( 0 0>:TT'

El resto de la demostracion sigue las mismas ideas que la primer parte de la demostracion
del Teorema 3.4.2; pero tomando K = H @& N(T'). Notemos que, en este caso, la isometria
U definida en la ecuacién (3.7) resulta un operador unitario de H sobre K. Por lo tanto, si
W es el operador unitario considerado en la primer parte de la demostracion del Teorema
3.4.2, la sucesién b, = W*Ue,, n € N, resulta ser una base ortonormal de K. |

Observacién 3.4.5. El Teorema 3.4.1 puede también ser generalizado reemplazando la
base ortonormal B = {ex}ren por una base de Riesz en K; de este modo, obtenemos mar-
cos arbitrarios (i.e., no necesariamente de Parseval). Un resultado equivalente a este fue
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demostrado por Han and Larson en [65] (Proposition 1.6). Desde nuestro punto de vista,
dicha generalizacion puede enunciarse del siguiente modo:

Una sucesion F = { f,}nen en un espacio de Hilbert H es un marco si y sélo si existe un
espacio de Hilbert £ O H y una base de Riesz {x}r>1 de K tal que f,, = Py x,, n € N.
Mas atn, la base de Riesz puede elegirse de modo que posea la misma cota inferior que F,
y que la sucesion (I — Py)x,, n € N sea un marco ajustado para K © H.

Por una cuestién de completitud, incluimos una demostracion alternativa de este resulta-
do: Supongamos que F es un marco. Sea T el operador de sintesis de F y sea K = HON(T).
Identificaremos H con ‘H @ {0} C K, escribiendo & ~ x & 0, para x € H. Sea V : (? — K
definido por:

Vz=Tzr®aPyrz =TPyrqyx®aPyrr, x€H,

donde a € [y(T),||T||]. Como T(N(T)*) = R(T) = H, se tiene que V es acotado, lineal
y biyectivo. Por ende, si B = {e, }nen es la base canénica de ¢* | entonces x, = Ve, es
una base de Riesz en K. Notemos que f, ~ f, &0 = Pyx,, n € N. Por el Teorema 3.4.1,
la sucesién (I — Py)x, = Pyn(ryen, n € N es un marco de Parseval para N(7) = K © H.
Finalmente, v(V) = v(T) y ||V|| = max{1, ||T"||}. Por lo tanto, la cota inferior de {z, }nen
es la misma que la de F. La reciproca es clara. A



Capitulo 4

Proyecciones A-autoadjuntas y marcos
de Riesz

En este capitulo estudiaremos cantidades de la forma:

sup || Pp, ||
Der

donde T es cierto subconjunto de L(H)*. Estas cantidades estdn estrechamente vinculadas
con problemas de cuadrados minimos y con cuestiones de programacion numerica. Si bien
en estos casos los espacios de Hilbert involucrados son finito dimensionales, extensiones
a espacios mas generales no solo pueden resultar ttiles cuando el conjunto de datos es
muy numeroso y/o la dimensién de los mismos no esta acotada, sino que también, permite
crear un nuevo punto de contacto entre las proyecciones oblicuas y la teoria de marcos.
Las herramientas claves que utilizaremos para realizar tales extensiones son la nocion de
compatibilidad, las proyecciones A-autoadjuntas y la nociéon de angulo entre subespacios.

4.1 Problemas de cuadrados minimos y proyecciones
A-autoadjuntas.

Sea A una matriz de m x n (m > n) cuyas columnas son linealmente independientes, y
consideremos el sistema lineal

Az = b.

Por las caracteristicas de la matriz A, este sistema resulta sobredeterminado y si b ¢ R(A)
claramente no tiene solucién. En este ultimo caso, se suele eligir un z de tal forma que
Ax este “cerca” de b, en algiin sentido. Usualmente, esa nocién de cercania se escribe del
siguiente modo:

|4z — bl = min [|Az — b[J*, (4.1)

39
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Sin embargo, muchas veces es necesario reescalear el producto escalar, de modo que las
coordenadas de un vector dado respecto a la base candnica de C™ posean distintos pesos.
Este proceso se lleva a cabo perturbando el producto escalar por medio de un matriz diagonal
respecto a la base candnica D, positiva e inversible. El nuevo producto interno se define del
siguiente modo

<15 y>D ::<l)$, y>'

Respecto a la norma que induce este producto interno, el problema de minimizacién (4.1) se
reescribe de la siguiente forma:

| DA, — B)]| = min | DY2(Az — )| (4.2)

Se puede incluso perturbar el producto interno con matrices diagonales semidefinidas posi-
tivas, aunque en este caso pueden existir mas de una solucién del problema (4.2).

Un notable teorema de Ben-Tal y Teboulle establece que las soluciones x, se hallan todas
en la capsula convexa de ciertas soluciones singulares x;. Para enunciar precisamente este
resultado, necesitamos introducir cierta notacién.

Definicién 4.1.1. Sea A una matriz de m x n (m > n). Dado un conjunto de indices
I'={ay,...,a,} (g <...<a,), por medio de A; representaremos a la submatriz de n xn

de A dada por:
Ar = (Aaij)iy

Andlogamente, el vector b; denotard el vector de C" dado por by = (bay,.-- ,ba, ). Al
conjunto de indices I tales que la matriz A; resulta inversible lo denotaremos por medio de

J(A).

Usando estas definiciones, el teorema de Ben-Tal y Teboulle puede escribirse del siguiente
modo:

Teorema 4.1.2. Sea A una matriz de m X n (m > n) cuyas columnas son linealmente
independientes y sea D una matriz de m x m diagonal respecto a la base canonica de C™,
positiva e inversible. Entonces, la solucion x, del problema de cuadrados minimos

min || DY2(Az —b)||%.

zeCn

estd dada por:

det(Dy)|det(Af)|?
Tp = -
= (s asta)

donde x;, es la solucion del sistema (no singular) reducido A;x = by.
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Por otra parte, de la teoria de inversas generalizadas, es bien sabido que la solucion del
problema (4.2) estd dada por

zp, = (A*DA) T A*Db = (D2 A)T DY?p,
mientras que la solucion del sistema reducido A; x = by puede escribirse del siguiente modo:

Ty = (QIA)TQIba

donde (); denota la proyeccién ortogonal al subespacios generado por los e; con ¢ € I. Es
facil ver que las matrices

A(A'DA)'A'D y  AQrA)'Q,

corresponden a proyecciones sobre el rango de la matriz A. En relacién con la proyeccion
Pp = A(A*DA)"'A*D, un afio antes que apareciera el trabajo de Ben-Tal y Teboulle,
Stewart [113] demostrd que:

My = sup{||A(A*DA)'A*D|| : D € D}} < oo. (4.3)

donde D! representa el conjunto de todas la matrices positivas, inversibles y diagonales
respecto a la base candnica. Este resultado, a partir del Teorema 4.1.2, resulta muy sencillo
de probar. En efecto, una mirada cuidadosa al Teorema de Ben-Tal y Teboulle revela que
los coeficientes que aparecen en la la combinacién convexa no dependen del vector b, sino
que solo depende de las matrices D y A. Luego, uno puede deducir el siguiente resultado:

Proposicién 4.1.3. Sea A una matriz de m X n (m > n) cuyas columnas son linealmente
independientes y sea D una matriz de m x m diagonal respecto a la base canonica de C™,
positiva e inversible. Entonces,

det(Dq)| det(Ag)|?
2 pea det(Dp)| det(Ap)|

En particular, Pp € co{A(QA)‘lQ Qe J(A)}.

A(A*DA)'A'D = > ( 2) AQA)'Q.
QReJ(4)

Corolario 4.1.4. Bajo las hipdtesis de la Proposicion anterior,

< -t :
My < max [A(QA) Q| < o

El resto de esta seccion estara destinada a reescribir estos resultados en términos de
proyecciones A-autoadjuntas y complementar los resultados antes mencionados. El principal
objetivo de esto es enmarcar estos resultados en un contexto que pueda generalizarse a
espacios de dimension infinita, lo cual se hard en la siguiente seccion. A lo largo de esta
seccién D, denotard el algebra abeliana de matrices diagonales (respecto a la base canénica),
P(D,,) el conjunto de proyecciones en D,, y recordemos que por medio de D, denotdbamos
al cono de matrices positivas de D,,, y que dado I € J(A), por medio de Q; denotamos a la
proyeccion de P(D,,) tal que (Qr); = 1 siy sélo sii € I. Recordemos también la siguiente
definicion:
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Definicién 4.1.5 ( Dixmier [49]). Dos subespacios S 7 de un espacio de Hilbert H estan
en posicién P’ si 72 NS =7 NSt = {0}. En tal caso, escribiremos S Y 7.

Proposicién 4.1.6. Sea A una matriz de m x n (m > n) cuyas columnas son linealmente
independientes, D € D} y sea Q € P(D,,). Entonces:

1. Pp ray=A(A*DA)'A*D.

2. 1€ J(A) siysdlosi R(Qr) Y R(A).

3. Si R(Q) Y R(A) entonces Py piay = A(QA)™Q.
Demostracion.

1. Basta notar que D(A(A*DA) 1 A*D) es autoadjunto, pues al ser D inversible, existe
una tUnica proyecciéon D-autoadjunta.

2. Por definicién de J(A), I € J(A) siy s6lo si QA : C* — R(Q) es biyectivo, lo cual
es equivalente a que tanto QA : C* — R(Q) como A*Q : R(Q)) — C" sean inyectivos.
Pero QA : C" — R(Q) es inyectivo si y sélo si R(A) N N(Q) = {0}, y andlogamente,
A*Q : R(Q) — C™ es inyectivo si y sélo si R(Q) N R(A)* = R(Q) N N(A*) = {0}. En
consecuencia, I € J(A) siy solamente si R(Q)) Y R(A).

3. Claramente, A(QA)'Q es una proyeccién cuyo rango es R(A) y cuyo nticleo es N(Q).
Por otro lado, por definicién R(Py r(a)) = R(A), y por el Teorema 2.3.7

N(Po, reay) = Q7 (R(A)1) © (N(Q) N R(A)) = N(Q).
Luego A(QA)™'Q = Py ra).-

[ |
Usando la Proposicién 4.1.6, la Proposicion 4.1.3 puede reescribirse del siguiente modo:
Teorema 4.1.7. Sea S un subespacio de C™ y sea D € D;.. Entonces
Ppse€co{Pys:QecP(Dn) y RQ)VS} (4.4)
En particular,
sup || Pp,s|| < max{||Po,s]l : Q € P(Dy) : R(Q)VS}. (4.5)

DeD;

Observacién 4.1.8. La desigualdad (4.5) es en realidad una igualdad. Este hecho fue
demostrado por el mismo Stewart y también es una consecuencia de la siguiente Proposicion.
Es importante destacar que si uno no se restringe a matrices diagonales, el supremo de las
normas de los P4 s no estd acotado, ain cuando A sea inversible. De aqui la importancia
del resultado obtenido por Stewart. A
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+

Proposicion 4.1.9. Sea S un subespacio de C™ y denotemos por medio de Dy,

de matrices diagonales, semidefinidas positivas de m X m. Entonces

al conjunto

sup [[Pp.sll = sup [|Pp,s]| (4.6)
DeD, DeDy .,
Demostracién. Sea D € D, y consideremos la sucesién de matrices positivas e inversibles
{Dy}k>1 definidas por:

1
D,=D+ — I.
k +k:
Si N =S8N N(D), entonces
A 0 B\ SN A++I 0 B SeN
p={(0 00| W and  Dy=| 0 ir 0 N
B* 0 C St B* 0 C+ I St

1
donde A, y por lo tanto A + EI son inversibles. Luego, por el Teorema 2.3.7,

I 0 (A+ %I)_lB I 0 A™'B
Pp,.s=10 1 0 and Prs=1[0 I 0
0 0 0 0 0 0
En consecuencia obtenemos
|1 Pp,sll = lim [[Pp, sl < sup [[Pp sl
k=0 D'eD,
lo cual prueba una desigualdad. La otra es consecuencia de (4.5). n
Corolario 4.1.10. Sea S un subespacio de C™. Entonces
sup || Pp,sl| = max { | Po.sll - Q € P(D,) : RQ)VS}. (4.7)

DeD;

Observacién 4.1.11. En su trabajo, Stewart observo que si U es una matriz de m x n
cuyas columnas forman una base ortonormal del R(A) y m; denota el menor valor singular
de la submatriz Uy, entonces:

M* <min{m;: IC{l,...,m} y |I|=n}. (4.8)

Maés atn, Stewart conjeturé que valia la igualdad en (4.8), lo cual fue demostrado pos-
teriormente por O’Leary. Veamos como esta igualdad se deduce a partir de los resulta-
dos anteriores. Comencemos notando que por el Teorema 4.1.9, el maximo en (4.7) puede
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tomarse tanto sobre todas las proyecciones en posiciéon P’ con S(= R(A)) como sobre todas
la proyecciones diagonales cuyo rango tiene dimensiéon n. Luego,

My = sup | Pp,s|l =max {|Po,sll: 1S{1L,...,m} y |[[=n}
DeD;t

Fijemos I C {1,...,n} tal que |I| = n. Por la Proposicién 2.3.9 y el Lema el Lema 1.4.7

1Pg,. s = s[S, N(@Q1)] =~(Q:1U)

Pero, m; = y(Q;U). En consecuencia, ||Pg, s||”* = my, y por lo tanto
M7l = min{np@,s\rl CIC{l,...,m}y |I|= n}
:min{mI: IC{1,...,m} y |I| :n}.
A

Para finalizar, demostraremos un resultado de Gonzaga y Lara [62] usando las técnicas
de proyecciones A-autoadjuntas.

Proposicién 4.1.12. Sea A una matriz de m x n cuyas columnas forman una base de un
subespacio propio S de C™ y sea Z otra matriz de m X (m —n) cuyas columnas forman una
base de S*+. Entonces,

My = sup{||A(A*DA)'A*D||: D € D)} =sup{||Z(Z*DZ)"'Z*D| : D€ D}} = My

Demostracidén. Fijemos D € D; y recordemos que Pp s = A(A*DA)"'A*D. Como Pp_ s es
D-autoadjunta, DPp s = (Pp,s)*D. Luego, es facil ver que I — (Pp,s)* es D~ '-autoadjunta.
Mis atin, R(I — (Pp.s)*) =S8ty N(I—(Pp.s)*) = N(Pp.s)*t = (D(S)*)* = D(S), que son
precisamente el rango y el nicleo de Z(Z*DZ)~'Z*D, como facilmente se puede comprobar.
En consecuencia, I — (Pp s)* = Z(Z*DZ)~'Z*D, y por lo tanto

| A(A"DA) A D|| = || Pp.s|| = I = (Pp.s)"ll = 12(2"DZ) " 2" D||.

Finalmente, como la inversién es una biyeccién de D;. en si mismo, la proposicién queda
demostrada. [}

4.2 Proyecciones escaleadas en espacios de dimension
infinita.

Sea H un espacio de Hilbert separable. A lo largo de de esta seccion, estudiaremos cantidades
del tipo

sup || Pp, al,
Der
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donde T" denota algiin subconjunto de L(H)*. Més precisamente, fijemos una base ortonor-
mal B = {e, },en del espacio de Hilbert H, y sea D el dlgebra abeliana de todos los op-
eradores diagonales con respecto a B, i.e. C' € L(H) pertenece a D si existe una sucesién
acotada de nimeros complejos {c, }nen tal que Ce,, = cpe, (n € N). Los subconjuntos I' que
consideraremos seran los siguientes:

1. DT, el conjunto de elementos positivos e inversibles en D (i.e. todos los A\, > ¢, para
algin ¢ > 0),

2. P(D), el conjunto de las proyecciones en D (i.e. A, =00 1),
3. Po(D), el conjunto de elementos en P(D) con rango finito,
4. Py s1(D), el conjunto de elementos @ € Po(D) tales que R(Q) NSt = {0},

A diferencia de lo que ocurre en espacios de dimensién finita estos supremos pueden no
ser finitos, aun cuando el subespacio S sea finito dimensional. En tal sentido, el siguiente
ejemplo es contundente:

[e.9]

Ejemplo 4.2.1. Sea S el subespacio generado por x = Z 272, Luego, es facil ver que

n=1

1

Pps(-) = W<

o Dx)z = z ® Dzx).

1
ZEEE

En efecto, una cuenta bastante simple muestra que el operador de la derecha es idempotente;
por otro lado, D (x ® Dx) = Dz ® Dz es un miltiplo de la proyeccién ortonormal sobre el
subespacio generado por Dz. Fijado n > 1, tomemos una sucesiéon de operadores { Dy }ren
en DT tales que sus autovalores convergen uniformemente a cero, salvo el correspondiente al
autovector e, que se mantiene constantemente igual a uno. No es dificil ver que en tal caso

sup || Pp,, s = 2",
keN

lo cual muestra que suppcp+ || Pp,s|| = 0. A
Esto motiva la siguiente definicion:

Definicién 4.2.2. Un subespacio § de H se dice compatible con respecto a B (o B-
compatible) si es cerrado y se verifica la siguiente desigualdad:

sup ||Pp s|| < oo. (4.9)
DeD+

En esta seccién mostraremos que la B-compatibilidad de un subespacio S es equivalente
a que supper || Pp,s|| sea finito, donde I' denota alguno de los subconjuntos de operadores
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diagonales mencionados anteriormente. Comenzaremos demostrando que un subespacio S
es B-compatible si y sélo si el par (Q,S) es compatible para cada Q € P(D) y ademés

sup || Pg, 4| < oo.
QeP(D)

Esto nos ayudara a obtener caracterizaciones alternativas de la B-compatibilidad en términos
de angulos entre subespacios y de propiedades de aproximacién finita que estos subespacios
poseen. Luego, daremos una version del teorema de Ben-Tal y Teboule para subespacios
B-compatibles, que finalmente nos permitird demostrar que un subespacio es B-compatible
si y sélo si SUPQep, .. (D) | P, s|| es finito.

A lo largo de esta seccién B = {e,}nen denotard una base ortonormal de H, mientras
que S denotara un subespacio cerrado de dicho espacio de Hilbert. Para cada I C N,
H; = gen{e; : i € I} y @ denotard la proyeccién ortogonal sobre H;. En particular, si
n € N, H, = gen{ey,...,e,} y @, es la proyeccién ortogonal sobre H,. Por otro lado
Sr=8NH; (resp. S, = SNH,). Comencemos con la siguiente definicién:

Definicién 4.2.3. Si S es compatible con toda proyecciéon diagonal, entoces definimos la
cantidad K|S, D] del siguiente modo:

K[S,D]= sup ||Py.s] -
QeEP(D)

En caso de que el par (Q,S) no sea compatible para alguna proyecciéon @) € P(D) definimos
KI[S,D] = .

A continuacion demostraremos la equivalencia entre la B-compatibilidad de § y la condi-
cién K[S,D] < co. Més aun, demostraremos que

K|S, Dl = sup |[|Pgsll = sup [[Pp s
QeP(D) DeD+

Comenzaremos por la parte més sencilla:

Proposicién 4.2.4. Supongamos que S es B-compatible. Entonces (Q,S) es compatible
para todo () € P(D) y ademds:

K|S, D] = sup |[|[Fosll < sup [|Pp s
Q€eP(D) DeD+

Demostracion. Sélo demostraremos que dada @ € P (D), entonces el par (Q),S) es compati-
ble. El resto de la demostracién sigue esencialmente las mismas lineas que la demostracion
de la Proposicién 4.1.9. Fijemos @ € P(D) y definamos la sucesion { Dy }r>1 de operadores
positivos e inversibles del siguiente modo: Dy = @+ %[ . Como Dy, es invertible, la proyeccion
Pp, . s estd bien definida. Més aun, por hipdtesis, sabemos que

sup || Pp,, s|| < oo.
k>1
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Por lo tanto, la sucesion {Pp, s} posee un punto limite P respecto a la topologia débil
de operadores, pues la bola unitaria de L(H) es compacta respecto a la topologia débil de
operadores (ver Teorema 1.1.7). Ademads, como el espacio H es separable, la mencionada
topologia es metrizable en la bola. Luego, podemos suponer que Pp, s %, P. De no ser

n—oo

asi, existe una subsucesién de {Pp, s}ren la cual converge, y utilizamos dicha subsucesion.
Demostraremos que P € P(Q, S), es decir, P? = P, R(P) = Sy QP = P*Q. Las
primeras dos condiciones surgen de hecho de que para todo k € N,

1 X S 1 X\ S
PDk,S:(O Ok) SL oo luego P:(O 0) SL o

donde X es el limite débil de la sucesion X, = PsDy(1 — Ps). Por otro lado, para cada
keN,

DyPp, s = P, sDy -

Un simple argumente del tipo /2 muestra que DyPp, s %, QP, por ende, tomando
n—oo

limite en la identidad recientemente mencionada y usando el hecho de que la involucion es
continua respecto a la topologia débil de operadores, resulta que QP = P*(Q. [ |

Para demostrar la reciproca, es necesario probar antes algunos lemas.

Lema 4.2.5. Sea {I,},en una sucesion creciente de subconjuntos de N tales que su union
es todo el conjunto de numeros naturales. Supongamos que S satisface

c = sup {c[S, H;,]:neN} <1, (4.10)
entonces U Sy, es densa en S.
n=1

Demostracion. Comencemos notando que es equivalente demostrar que:

SOT

PsANQr, / Ps.

n—oo
3
Sea z € H un vector unitario y sea ¢ > 0. Tomemos k € N tal que ¢*! < 3 Por la
Proposicién 1.2.8, para todo n > 1
k 9
H(PSQIn> —PsAQn| =5
Por otro lado, como Q;, Ps —— Ps y la funcién f(z) = 2" es continua respecto a la
n—oo

topologia fuerte de operadores en conjuntos acotados por la Proposicién 1.1.12, existe ng > 1
tal que, para todo n > ng,

[l(@. o) = po o <5
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Entonces, para n > ny,

I(Ps = Ps A Q1) all < ||[Ps = (Ps@u,)"] al| + | ((Ps@u) = Psn@r,) af <.

Lema 4.2.6. Si S estd incluido en algun H,, entonces S es B-compatible. Mds aun
{Pps:DeD'} Ccof{Pys:QePD), Q<Qny RQ)YS}
En particular,

sup |[Pp s|| < sup{[[Posll: Q € P(D), @ <Qny R(Q)YS}=K[S, DJ.

DeD+

Demostracion. Dado D € D, D > 0, el subespacio H,, reduce a D. Luego, la descomposicion
matricial de D inducida por H,, tiene la siguiente forma:

(D 0\ H,
D‘(o D2>H;'

Mas aun, por la Proposicién 2.3.10,

P 0\ H,
PD,SZ( Dy, S ) T (4.11)

donde Pp, s estd siendo considerado como un operador de L(H,,). Como dim H,, < oo, S es

B-compatible. El resto de las afirmaciones son consecuencias de la Proposicién 4.1.7. [

Lema 4.2.7. Dado n € N, entonces:

K[S,, D] = sup |[Pys,| < suwp |[[FPosll = K[S,D]
QEP(D) QEP(D)

Demostracion. Usando el Lema 4.2.6 se tiene que:

K [S,, D] = sup{||Pg,s, [l : @ € P(D), @ < Qnand R(Q ) Sn}-
n Yy

Luego, basta probar la desigualdad para cada @ € P(D) tal que R(Q )

Q@ < Qn. Sea
una Q asf, y consideremos Q = Q + (1 — @,,) € P(D). Entonces N(Q) = (Q) R(Q

) ¥

c[N(Q), Sal=sup{[(z, y)|: € N@Q), y €S, ylz| =Ilyl| =1}
=sup{ | (2, y)|: 2 € N(Q)NR(Q.), y €S, vy |zl = |lyll = 1}
<sup{|(z, y)|: € N(QNR(Q,), y€S vy |zl = |yl = 1}
=sup{|(z,y)|: 2 € N(Q), y €Sy ||zl| = lyl = 1}
:c[N(@,s]

Por lo tanto, usando la Proposicion 2.3.9, obtenemos

1Pos.ll = s[N(@Q). 8,17 < s[N(@Q), 817 = s [N(@). 8] = 1P,

tal como queriamos demostrar. [
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Observacion 4.2.8. Por la Proposicién 2.3.9, sabemos que | Py s| = (1—¢[N(Q), S]*)~/2.
Luego, como @) — (1 — @) establece una biyeccién en el conjunto P(D), se tiene que:

K[S,,D] < sup (1—c[N(Q),S])? = sup (1—c[R(Q), S]*)V~
QEeP(D) QeP(D)

Maés atin, el supremo de puede tomar sélo sobre las proyecciones del conjunto Py(D). En
efecto, una cuidadosa inspeccion de la demostracion del lema anterior muestra que, con la
notacién alli empleada, basta considerar las proyecciones £ =1 — Q). A

Ahora si estamos en condiciones de probar la reciproca:

Proposicién 4.2.9. Si K[S,D] < oo, entonces, S es B-compatible. Mds ain

sup || Pp,sl| = sup |[Pg s| = KIS, D.
QEP(D)

DeD+
Demostracion. Sea D € Dt. Recordemos que || - ||p denota la norma definida por z —
|DY2z|. Como D es inversible, || - ||p es equivalente a || - ||; por ende, la unién de los
subespacios S,, es densa en S con respecto a ambas normas || - [|[p v || - ||. Como Pp s (resp.

Pp s,) es la proyeccion D-ortogonal sobre el subespacio S (resp. S,,), entonces, para todo
vector unitario x € 'H

|(Pp,s, — Pp,s) z||p —— 0.

n—oo

Usando nuevamente la equivalencia entre las normas || - [[p v || - ||, obtenemos que:
H(PD,Sn - PD,S) ZL‘H — 0. (412)
n—oo

Ahora bien, fijemos un vector unitario + € H. Juntando el Lema 4.2.7 y el Lema 4.2.6,
resulta que:

1Pp,s, zll < || Pp,s,|| < K[S,, D] < K|S, D].
Luego,

1Pp,s @] = lim |[Pps, | < KI[S,D],

lo cual implica que ||Pp s|| < K[S,D]. Finalmente, como D es arbitario, la proposicién
queda demostrada. [ |

Caracterizaciones alternativas de la B-compatibilidad

Como consecuencia de las Proposiciones 4.2.4 y 4.2.9 y de los lemas utilizados para demostrar
esta ultima, obtenemos las siguientes caracterizaciones de la B-compatibilidad. La primera
de ellas es en términos de angulos entre subespacios.
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Proposicién 4.2.10. Son equivalentes:
1. S is B-compatible;
2. sup{c[S, R(Q)]: Qe P(D)} <1
3. sup{c[S, R(Q)]: Q€ Py(D)} < 1;
4. sup{c[S, R(Q)]: Q € Po(D) y R(Q)NS ={0} } <1.

Demostracion. Por las Proposiciones 4.2.4 y 4.2.9, sabemos S es B-compatible si y sélo si
K[S,D] < oo. Recordemos, por otra parte, que la Proposicién 2.3.9 establece la siguiente
identidad:

—-1/2

1Po,sll = (1 =[N (@), ST")
Luego, claramente K[S,D] < oo siy sélo si sup {¢[S, R(Q)]: Q € P(D)} < 1.

Para probar las otras equivalencias, llamemos

C= sup ¢[S,R(Q)], Co= sup ¢[S,RQ)] v Cos= sup c[S, R(Q)].
QeP(D) QEPo(D) Q€Py, s(D)

Demostraremos que C' = Cy = C, 5. Claramente C;, s < Cy < C'. Para probar que Cy < C, s,
sea P la proyeccién ortogonal sobre S*. Dada Q € Py(D) existe E € P, s(D) tal que £ < Q
y R(TQ) = R(TE). Luego, usando la Proposicién 1.4.7, resulta

s[S, R(E)]* = 4(PE)? = y(PEP*) < v(PQP*) = v(PQ)? = s[S, R(Q)]*.

Por lo tanto ¢[S, R(Q)] < ¢[S, R(E)], y en consecuencia Cy < Cj 5.

Supongamos ahora que Cy < 1 (si Cp = 1 no hay nada que probar). Como hemos notado
en la observacion 4.2.8,

sup |[Po.s, | <(1-C2)1? <00 VneN.
QeP(D)

o0
Por otro lado, dado que se cumplen sus hipotesis, el Lema 4.2.5 nos asegura que U S, es

n=1
densa en S. Luego, siguiendo la demostracién de la Proposicion 4.2.9 resulta que

sup ||[Pp sl < (1—C3)"2
DeD+

Finalmente, de la Proposicién 4.2.4 y la identidad [|Pg s| = (1 — ¢[N(Q), 8]2)_1/2, se
obtiene que C' < (. [ |
Proposicion 4.2.11. Son equivalentes:

1. S is B-compatible;
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0
a. U S,, es denso en S;

2.
n=1
b. Eziste M >0 tal que K [S,, D] = sup ||Py.s,|| <M para todo n € N.
QeP(D)

Demostracion.

1 = 2. Por la proposicién anterior sup {¢[S, R(Q)] : @ € P(D)} < 1. Luego, esta impli-
cacion es una consecuencia de los Lemas 4.2.5 y 4.2.7.

2 = 1. Fijemos D € D*. El argumento utilizado en la Proposicién 4.2.9 permite demostrar

que || Pp sl < M. [

Corolario 4.2.12. Sea S un subespacio de dimension finita. Entonces, S es B-compatible
si y solo si existe n € N tal que S C 'H,.

Observaciones 4.2.13.

1.

Como ¢[S,T]=c [SL, TL] para todo par de subespacios cerrados S y 7, entonces
un subespacio S es B-compatible si y solamente si St es B-compatible. M4ds atin,
K[S,D] = K[S*,D] (Comparar esto con la Proposicién 4.1.12).

. El hecho de que la compatiblidad de S con B implique que la unién de los S,, es densa en

S, de algiin modo, muestra que la condicion de B-compatibilidad es bastante restrictiva.
No obstante, como veremos en la siguiente seccion, estos subespacios aparecen en las
aplicaciones. A

Teorema de Ben-Tal y Teboulle en espacios de dimension infinita

A continuacion demostraremos una version del teorema de Ben-Tal y Teboulle en espacios de
Hilbert para subespacios B-compatibles. Dado que la demostracién de la misma es larga y
bastante técnica, la divideremos en una serie de lemas. De aqui hasta el final de esta seccion
supondremos que S es un subespacio (cerrado) B-compatible.

Teorema 4.2.14. Dado D € D+, entonces

Pp,s € co{Py,s: Q € Py s (D)},

donde la clausura es respecto a la topologia fuerte de operadores.

Lema 4.2.15. Si P es la proyeccion ortogonal sobre S y P, la proyeccion ortogonal sobre
S,, entonces, existe una constante n > 0 tal que para todo Q € P(D) y todo x € H

|(P@py =)o < (P = Porapy)a] + | (P~ Ppapyi)s]
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Demostracion. Como R(P,QF,) C R(PQP), por la Proposicién 1.3.7, se tiene que:

(PQP) = (P.QP.)! < = (P.QP) (PaQP, = PQP) (PQP)!
+ (1= (PQP) (P.QP) ((PQP) = (P.QP.) ) (PQP)
Usando el hecho de que S es B-compatible v el Lema 4.2.7, resulta que
I(PQP) I =1(QP) 2 = 5[8, N@)] 7 < K[S,, DI < K[S, D]
Por otro lado
((PQP) = (P.QP)) (PQP) * = (P.Q(P = P) + (P = P)QP) (PQP)' 2
= R.Q((P = P))(PQP)! 2+ (P = P,)(PQP)',
(P.QP) (P.QP, = PQP)(PQP) = (P.QP,) P, (P.QP, — PQP)(PQP)'
= (PQP)' P.Q(P. - P)(PQP)"

En consecuencia, usando el hecho de que I — (P,QF,) (P,QP,), P, P, y Q son proyec-
ciones, y por lo tanto tienen norma igual a uno, obtenemos la siguiente acotacion:

[(Papy - ma@r))e| <(K (5. 217+ 1) [((P = Pa(PQP) )
+ H ((P = P)(PQP) 2>xH .
n

Lema 4.2.16. Sea A € L(H)" y {As}ac A una red de operadores semidefinidos positivos
que converge al operador A. Supongamos que existe n > 0 tal que n < v(A,) para todo
a € A, y también n < y(A) Entonces, Al 225 Al

Demostracion.
Sea h : R — R la funcién definida del siguiente modo:
0.8 h(x): ;f S%x<1’
0.6 L stz 2> 1

Luego, si f(z) = h(x/n), entonces Al = f(A,) para to-
doa€ Ay f(A) = AT. Como la funcién f(z) satisface
las condiciones del Lema 1.1.12, resulta que Af — o8, A

Figura 4.1: Funcién h(z). |

1 2 3 4 5 6
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Lema 4.2.17. Dado x € H y ¢ > 0, existe ng = ng(e) tal que si n > ny
1Po,s — Pos.ll <e VQ e P(D).

Demostracion. Al igual que en el lema anterior, llamemos P a la proyeccién ortogonal sobre
S y P, ala proyeccién ortogonal sobre S,,. Fijemos por un instante la proyeccion ). Como
c¢[N(P), R(Q)] < 1, PQP tiene rango cerrado, y andlogamente P, Q) P, también posee rango
cerrado. En tal caso, como hemos visto en la observacién 2.3.6

Py.s =P+ (PQP)'PQ(1—-P) y Pys, =P, +(P.QP) P.Q(1—P,).

Luego, dado = € ‘H

|(Po.sPa.s,)all < (P = P)all + || (PQPYQU — P) = (P.QP)IQU - P.))a]

< (P = Pall + || ((PQP) = (@R )QU - x|
+ | (P.QP)Q(P = Pzl

Como hemos visto en la demostracién del lema anterior, ||[(P,QP,)| < K[S, D] 2, por lo
tanto, si u = (1 + K [S, D]77):

I(Po.s = Pa.s,)all < (P = Pl + || (PQPYIQU - P) — (P.QR)' QI - P.) )a|

< ull(P = Pzl + | ((PeP) = (P.QR)T)QU - P

Y

y por el lema anterior

< ull(P = Pl +n]|((P = PYPQP))QU - Pl
+ ||(ep = PoreP) 2)QU - Py

Claramente el primer término de esta tultima expresién no depende de @, y tiende a cero
cuando n — oo (por el Lema 4.2.5). Luego, basta ver que los dos restantes tienden a
cero uniformemente respecto de Q). Para ello, consideremos el conjunto C = {0, 1}" de las
sucesiones de ceros y unos. Por el teorema de Tychonoff, este conjunto es compacto con la
topologia producto, la cual coincide con la topologia de convergencia “puntual” coordenada
a coordenada. Dado r € C, sea @, € P(D) la proyeccién que en su diagonal posee la sucesién
r. Es facil ver que si una red {r,}.ca de C converge puntualmente a cierto r € C, entonces
Q. converge a (), en la topologia fuerte de operadores. En consecuencia, si para cadan € N
definimos las funciones f,, : C — R* y g, : C — R* del siguiente modo:

| (P =PyPQ.PY)Qu1 =P
Gulr) = H ((P ~ P)(POQ,P)! 2)@(1 _ P)xH ,



54 Capitulo 4. Proyecciones A-autoadjuntas y marcos de Riesz

. . . . P TFO
dichas funciones resultan continuas. En efecto, si r, — r, entonces PQ, P — PQ.P,
o (0%

y como los v(PQP) estédn acotados por debajo uniformemente para todo ), por el Lema

4.2.16, resulta que (PQ,, P)" —> (PQ,P)!. Finalmente, como el producto es conjuntamente

continuo, respecto a la topologia fuerte, en conjuntos acotados las funciones f, y g, son
continuas!. o

Por otro lado, como P — P, Y\, 0 por el Lema 4.2.5, las sucesiones de funciones { f,, }nen
n—oo

Y {9n}nen son decrecientes y convergen puntualmente a cero. Luego, por el teorema de Dini,
tanto { f, tnen como {g, }nen convergen a cero uniformemente respecto a Q. [ |

Ahora tenemos todo para poder realizar la prueba del Teorema 4.2.14.

Demostracion del Teorema 4.2.14. Sea D € DT. Recordemos que || - ||p denota la norma
definida por x — ||[D¥2z||. Como D es inversible, || - ||p es equivalente a || - ||; por ende, la
unién de los subespacios S,, es densa en S con respecto a ambas normas || - ||[p y || - ||]. Como

Pp s (resp. Pp_s, ) es la proyeccién D-ortogonal sobre el subespacio S (resp. S,,), entonces,
para todo vector unitario z € H

H(PD,sn - PD,S) z||p —— 0.

n—oo
Usando nuevamente la equivalencia entre las normas || - [|[p y || - ||, obtenemos que:
||(PD,Sn - PD73) CL’H — 0. (413)
n—oo

Sea € > 0. Por el Lema 4.2.17, existe un ny > 1 tal que para todo n > ng
1(FPo,s — Po,s.)xll < &/2

De acuerdo a (4.13) existe n; > ng tal que para todo n > ny
I(Pp,s, — Pp,s) z|| < &/2.

Por la Proposicién 4.2.6, existe Q1, ... ,Qx € Py s: (D) tales que

k
Pps, = E a;jPg; s,
=1

cona; >0y o+ ...+ ap=1. Por lo tanto

k
Pps—Y» a;jPy,s

J=1

k k
> _iPy.s. =) aiPos

j=1 =1
k
< |(Pp.s, — Pp.s) x|l + > a;||Po,.s. — Po,.s| <e

Jj=1

< I(Pp,s, = Pp,s) =[| +

lo cual muestra que Pp s se encuentra en la clausura respecto a la topologia fuerte de
operadores del conjunto {Py s : Q € Py s+ (D)}. |

M4s atin, se puede probar que las familias {f, }nen ¥ {gn fnen son equicontinuas.
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Con esta version del teorema de Ben-Tal Teboulle a mano, podemos probar finalmente
el siguiente teorema:

Teorema 4.2.18. Sea S un subespacio cerrado de H. Entonces

sup ||[Pp,sll= sup |Pgsll= sup |[Pgsll= sup [Py sl
DeD+ QeP(D QEPo(D) QeP, 5. (D)

En particular, estos supremos son finitos si y solo st S es B-compatible.

Demostracion. Las primera igualdad es consecuencia de las Proposiciones 4.2.4 y 4.2.9. Por
otro lado, claramente

sup [|[Po,sll > sup |[[Fo.sll > sup [[Pg s

QeP(D) QEPo(D) QEP, 51 (D)

En consecuencia, basta demostrar que suppep+ || Pp,s|| < SUPQep, (. (D) | Pg, s Pero ello es
consecuencia del Teorema 4.2.14, con lo cual la demostracién estda completa. [ |

4.3 Aplicaciones a la teoria de marcos

La condicién de que un subespacio sea compatible con cierta base B es bastante restrictiva.
Sin embargo, como veremos en la Proposicién 4.3.1, los subespacios de codimension infinita
de (*(N) compatibles con la base candnica son precisamente los ntcleos de los operadores
de sintesis de los marcos de Riesz. A partir de esta relacion, estudiaremos los marcos de
Riesz y los marcos de Riesz condicionados utilizando las técnicas desarrolladas en la seccion
anterior. Dado que en la teoria de marcos hay letras que usualmente esta reservadas para
ciertos objetos, comenzaremos detallando la notacién que utilizaremos a lo largo de esta
subseccién. Por medio de B = {e, }nen denotaremos a la base canénica de £2 = ¢(N). Dado
I C N, entonces M; =gen{e, :n € I} y Pr = Py, denotara la proyeccién ortogonal sobre
M. En el caso particular de I = 1T, := {1,2,...,n}, escribiremos M,, en vez de M;. Dado
un subespacio cerrado A de 2, N, = NNM,,, n € N. Andlogamente N; = NNM;, I CN.
Si F = {fu}nen es un marco para H, entonces F; = {f,}ner- Recordemos que F; es una
sucesién marco si es un marco para gen {F}. Si Fr es también un marco para H, entonces
diremos que es un submarco de F.

El primer resultado que consideraremos es una caracterizacién de los marcos de Riesz en
términos de subespacios B-compatibles.

Proposicién 4.3.1. Sea F = {f, }nen un marco y T su operador de sintesis. Si N = N(T),
entonces, F es un marco de Riesz si y sélo si el subespacio N es B-compatible.

Demostracion. En primer lugar, notemos que F; es una una sucesion marco si y soélo si
R(TPy) es cerrado. Mds ann, las cotas de la sucesion F; son y(T'P;)* y || TPr||*. Luego, la
definicién de marco de Riesz es equivalente a que existe un A > 0 tal que para todo [ € N
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A < ~(TPr). Pero por la Proposicién , esto ocurre si y sélo si existe existe una constante
c < 1 tal que

supc [N, M;] < 1,

ICN

lo cual, por la Proposicién 4.2.10 dice que N es B-compatible. [ |

A partir de las distintas caracterizaciones de B-compatibilidad se pueden deducir las siguien-
tes para los marcos de Riesz.

Teorema 4.3.2. Sea F = {fn}nen un marco, T su operador de sintesis y N = N(T).
Entonces, son equivalentes:

1. F es un marco de Riesz.
2. N es B-compatible.

3. Eziste una cota de marco inferior uniforme para toda sucesion marco finita y lineal-
mente independiente F;, J C N.

4. Existe d > 0 tal que v(T'P;) > d, para todo J € N finito y tal que N N M ;= {0}.

Demostracion. Si I es un subconjunto finito de N, entonces, M; NN = {0} si y sélo
si F; es linealmente independiente. Luego, las condiciones 3 y 4 son equivalentes. Por
las Proposiciones 1.4.5 y 4.2.10, también son equivalentes a que N es B-compatible. La
equivalencia entre las condiciones 1 y 2 fue establecida en la Proposicién 4.3.1. [

Siguiendo los mismos argumentos que los empleados en la demostracion de la Proposiciéon
4.3.1, se puede establecer la siguiente caracterizacion de los marcos de Riesz condicionados.

Proposicién 4.3.3. Sea F = {f,}nen un marco y N el niicleo de su operador de sintesis.
Entonces F es un marco de Riesz condicionado si y solo si existe una Sucesion creciente
{I,,} de subconjuntos finitos de N tal que

UIn:N y ¢ = sup c[N, M |]<1, neN. (4.14)

neN

Como corolario de esta proposicién y del Lema 4.2.5 se obtiene la siguiente condicién
necesaria para que un marco sea condicionado de Riesz:

Proposicién 4.3.4. Sea F un marco de Riesz condicionado y N el nicleo de su operador
de sintesis. Entonces

cl (G ./\/n) =N. (4.15)
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Corolario 4.3.5. Sea F un marco de Riesz condicionado, T su operador de sintesis y su-

pongamos que dim N(T) < oo. Entonces, F es un marco de Riesz. Mds ain, existe m € N
tal que N(T) C M,,.

Demostracién. Sea N' = N(T'). Por la Proposicién 4.3.4, N satisface (4.15). Como por
hipétesis dim N < oo, entonces existe un m € N tal que N' = N(T) € M,,. Luego, por
el Corolario 4.2.12, N es B-compatible, lo cual implica que F es un marco de Riesz por la
Proposicién 4.3.1. ]

Corolario 4.3.6. Sea F = {fu.}nen un marco de Riesz condicionado. Dado n € N, sea
Sy, el operador de marco de {fi}}_, v An la minima de todas las cotas de marco inferiores

. . ~1/2 .
asociadas a las subsucesiones de {Sy / fr}ioy. Siinf, A, > 0, entonces F es un marco de
Riesz.

Demostracion. Sea T el operador de sintesis de F y N' = N(T). Para cadan € N, secan F,, =
{fi}izq, Bn={e1,...,en} y P, = Py,,. Notemos que TP, : M,, —» gen{fr,:k=1,... ,n}
puede ser considerado, modulo un operador unitario, como el operador de sintesis de F,.
De este modo, se tiene que S,, = T'P,T*. Notemos también que {S,;l/ka}Zzl €s un marco
de Parseval, y N(TP,) = N(S{1/2TP,L) = NNM, = N,. Luego, por el Lema 1.4.7, si
J C{1,...,n},lacota de marco inferior A; de {S;l/2fk-}k€] satisface A; = 1—c¢[ M, H;]>.
En consecuencia, usnado las Proposiciones 4.3.4 y 4.2.11, el corolario queda demostrado. B

Corolario 4.3.7. Sea F = {E,pThagtnmez un marco de Gabor (reqular) para L*(R). En-
tonces, F es un marco de Riesz condicionado si y solo si es una base de Riesz.

Demostracion. Claramente si F es una base de Riesz entonces es un marco de Riesz. Re-
ciprocamente, supongamos que JF es un marco de Riesz condicionado. Entonces, por el
Corolario 4.3.4 se tiene que:

cl (g Nn> =N

donde N es el nucleo del operador de sintesis de F. Como ya hemos notado en la de-
mostracion del Corolario 4.3.6,

Nn:{(al,... 0, 0,0...) € M, : Zaksz()}-

k=1

Recordemos por otro lado que, por el Teorema 3.3.3, los subconjuntos finitos de vectores de
F son linealmente independiente. Luego, N,, = {0} para todo n € N, lo cual implica que
N = {0}. En consecuencia, F es una base de Riesz. [ |

En el corolario anterior hemos usado que si N es el ntcleo del operador de sintesis de un
marco de Riesz condicionado entonces:

cl <Q Nn> =N
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Si bién, por distintas razones, uno podria pensar que esta condicién también es suficiente para
asegurar que el marco en cuestion es de Riesz condicionado, el siguiente ejemplo muestra que
esto no es asi. Basados en el hecho de que para todo subespacio cerrado de £? de codimensién
infinita existe un marco F cuyo operador de sintesis lo tiene como nicleo, en este ejemplo
simplemente exhibiremos un subespacio N/ que posee la propiedad de densidad pero para el
cual no existe ninguna sucesién creciente {I,},en de subconjuntos finitos de N cuya unién

sea N y tal que supc|[N, M, | < 1.
neN

Ejemplo 4.3.8. Dado r > 1, definamos el siguiente sistema ortogonal

1
Ty =€ —rex+ —ez+ _264+ _3€5+ — €6
r T T r

1
Ty = €5 —Tes + —er + —eg+ —e€g + —eyg
r r r r

1 1 1
Ty = €4n—3 — Tan—2 + n—3 Can—1 + 3 Can + Jn 1 Cant1 + i Can2-

Sea N el subespacio cerrado generado por {z, }nen. Por construccién, | J;~, NV, es densa en
N. Més atin, {e4,_1 — req, : n € N} C N, por ende dim Nt = co.
Sea {Jk}ren una sucesién creciente de subconjuntos finitos de N y tomemos 0 < ¢ < 1.

Como ||z, > <1+ 7%+ para todo n € N, existe ny € N tal que

T8n—6

1 2
1—<€<+—T2 ¥V n>ng.
[

Notemos que, para y € N e i € N, si M; = gen {ey;_3,€4;_2}, entonces
(y,2;) =0 <= Pyp,y =0, (4.16)
pues Py,x; # 0 siy sélosi j =1. Sea k € N tal que
j= max{i eEN: Py, NNS,,) # 0} > nyg.

Por la ecuacion (4.16), z, € (M NSy, )T para todo h > j. En particular, z;11 € N&(NNS,,)
y

l—e<

L+ ||Pjajpl? < Tj P

[zl = il

>§C[N7 S, ]

lzjall ™ 1 Prjall

Un argumento similar muestra que 1 —e < ¢[N, S, |, para cada m > k. Esto implica que
liminfc[N, S, ] > 1 —e. Finalmente, como ¢ es arbitrario, ¢c[N, S; | —— 1. A

n—oo — 00
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Marcos duales escaleados

Los marcos de Riesz también pueden se caracterizados en términos de sus marcos duales
escaleados. Recordemos dado un marco F = {f,}.en para el subespacio W y dado un
subespacio M tal que H = W + M, el marco dual (oblicuo) escaleado de F en M con la
propiedad de norma minima relativa a || - || p es aquel cuyo operador de anélisis es la inversa
generalizada asociada a la proyeccién sobre W paralela a M* y a la proyeccién I — Pp, N(T)-
A continuacién daremos una férmula para dicho marco. Pero antes necesitamos el siguiente
lema:

Lema 4.3.9. Sea A € L({*,’H) un operador con rango cerrado, y D € D({?). Entonces, el
operador X (A) = D™Y2(AD=Y2)1 es una inversa generalizada de A tal que X ,(A)A es la
proyeccion D-autoadjunta sobre N(A)LP.

Demostracion. Como R(ADY?) = R(A) se tiene:

A XD(A) A= PR(ADI/Q)A = A’
Xp(A) A Xp(A) = DTVHAD™V2)TAD=2(AD12)f

= DTVHAD ! = X (A),

lo cual muestra que efectivamente X ,(A) es una inversa generalizada de A. Por otro lado,
D (X p(A)A) = DY2(AD"/2)TA = Dl/Q(D—l/QA*(ADA*)T>A — A*(ADA) A,

En consecuencia D(X ,(A)A) es autoadjunto y por lo tanto (X ,(A)A) es una proyeccién
D-autoadjunta. Finalmente, claramente N (X ,(A)A) = N(A) y por ende R(X ,(A)A) =
N(A)tr, |

Proposicién 4.3.10. Sea F = {f, }nen un marco para el subespacio cerrado W C H, F su
operador de sintesis y sea M C H otro subespacio cerrado tal que H =W + M=*. Entonces,
dado D € D(¢?), el marco dual oblicuo con la propiedad de norma minima relativa a la
norma || - ||p tiene la siguiente forma:

G = {gn}tnen = {B(Dil/QT*B)TDil/%n}neN
donde B € L({*,H) es cualquier operador con rango M.

Demostracion. Fijemos B € L(¢?,’H) con rango M y sea G = B(D~Y2F*B) D=2, Clara-
mente G es un marco para M, pues, por la hipotesis sobre W y M, se tiene que

R((D™'2F*B)'D~?) = R((D~V?F*B)') = N(D"V?F*B)" = N(B)*.
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Luego, basta verificar que F'G* es la proyeccion sobre W paralela a M y que G*F es la
proyeccién D-autoadjunta sobre N(F)-P. Por un lado,

2
(FG*)? = (FD‘W(B*FD‘W)TB*)
_ FD‘W((B*FD‘1/2)T(B*FD‘1/2)(B*FD‘l/Q)T>B*
_ F(D‘W(B*FD‘W)TB*) — (FG™),

lo cual muestra que FG* es una proyeccién. Como R(B*FD~Y/?) = R(B*)y N(B*FD~'/?) =
D'Y2(N(F)), se tiene que

R((B*FD™V)) = [DV3(N(F))]" = D"VA(N(F)Y) vy
N((B*FD™'*)1) = R(B*)* = N(B).
Luego,

R(G") = R(D™(B'FD™P)1BY) = D (N(T)") = N(T)*», y
N(G*) = R(D™"*(B*FD™'*)IB*) = N(B*) = M*.
En consecuencia R(FG*) =W y N(FG*) = M.
Por otro lado, notemos que, con la notacién del Lema 4.3.9 ,G*T" = X ,(B*F)B*F.

Luego, G*T es una proyeccién D-autoadjunta y R(G*T) = N(B*T)+P = N(T)*?, tal como
queriamos ver. [ |

Para concluir, daremos la anunciada caracterizacion de los marcos de Riesz en términos
de sus marcos duales escaleados.

Teorema 4.3.11. Sea F = {f,}nen un marco para el subespacio cerrado W C H, F su
operador de sintesis, M otro subespacio cerrado de H tal que H =W + M=+ y G = {g, }nen
un marco para M con operador de sintesis B. Entonces, son equivalentes:

1. F es un marco de Riesz en W.

2. Emiste una cota superior uniforme para todos los marcos duales escaleados de F en M
que minimizan las distintas normas || - | p, es decir:

sup ||B(D~Y2F*B)'D7Y?| < 00 .

DeD(£2)
Demostracién. Fijemos D € D(¢?). Ya hemos probado en la Proposicién 4.3.10 que

(BID2F"B) D7) F =1 = Po xqr |
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En consecuencia
1B(D=2F*B) D=2 < || B|| (D~ F*B)ID~'2|
= ||B]| |(F*B)'(F*B)(D~/2F*B)' D~
< |IB]| |(F*B)!|| [(F*B)(D~2F*B)' D=2
(£

= 1Bl I(F*B)|l 1 = Po, vl

1= Po,xipyll = |1 B(D2FB) D2 < | F*| | B2 F*B) D~/

Por lo tanto

sup ||B(D’1/2F*B)TD’1/2H <00 < sup |1 - Pp Nl <o,
DeD(¢?) DeD(£2)

lo cual prueba la equivalencia. |





