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PROBLEMAS DE APROXIMACION EN ESPACIOS DE KREIN Y
SUS APLICACIONES AL PROCESAMIENTO DE SENALES

Resumen:

En esta tesis se estudia una generalizacion en espacios de Krein de los problemas de
interpolacién abstracta y de suavizado abstracto en espacios de Hilbert, resultando en
los denominados problemas de interpolacion abstracta y suavizado abstracto indefinidos.
Asimismo, se analizan sus posibles aplicaciones en dreas como la teoria de control y el
procesamiento de sefiales. El problema de interpolacion abstracta indefinida es un problema
de programacién cuadrdtica con una restriccion cuadrdtica, donde tanto la funcién objetivo
como la restriccidn son indefinidas, y por lo tanto, no convexas. Mediante el estudio de
las caracteristicas del rango del operador de regularizacion de Tikhonov se desarrollan
herramientas y técnicas para abordar este problema de optimizacién no convexa. Se
encuentran condiciones necesarias y suficientes para que este problema admita solucion
para todo punto de dato inicial, y se demuestra que bajo estas condiciones el conjunto de
soluciones resulta ser una variedad afin en un caso genérico, en el sentido en que éste es el
caso cuando el dato inicial pertenece a un subconjunto abierto y denso del espacio de datos
posibles. El problema de suavizado abstracto indefinido se obtiene mediante la aplicacion
del procedimiento de regularizacion de Tikhonov al problema de interpolacidn abstracta
indefinida, resultando en un problema de cuadrados minimos indefinidos. Se demuestra que
el problema de suavizado admite solucidn para todo punto de dato inicial, y para todo valor
del pardmetro de regularizacion, si y s6lo si el problema de interpolacién admite solucién
para todo punto de dato inicial. Bajo estas condiciones, para todo dato inicial perteneciente
aun subconjunto abierto y denso del espacio de datos posibles, el problema de interpolacion

abstracta indefinida puede traducirse en un problema de suavizado abstracto indefinido.







APPROXIMATION PROBLEMS IN KREIN SPACES AND THEIR
APPLICATIONS IN SIGNAL PROCESSING

Abstract:

The aim of this thesis is to study an extension to Krein spaces of the abstract interpolating
and smoothing spline problems in Hilbert spaces, which we call the indefinite abstract
interpolating and smoothing spline problems. We further discuss possible applications
of these problems in areas such as control theory and signal processing. The indefinite
abstract interpolating spline problem is a quadratic programming problem with a quadratic
constraint, where both the cost function and the restriction are sign indefinite, and thus, not
convex. By studying the characteristics of the range of Tikhonov’s regularization operator,
we develop tools and techniques to analyze this non-convex optimization problem. We find
necessary and sufficient conditions for this problem to admit a solution for every initial
data point, and we show that under these conditions the set of solutions is a single affine
manifold in a generic case, in the sense that it is the case when the initial data point belongs
to an open dense subset of the data space. The indefinite abstract smoothing spline problem
is obtained by applying Tikhonov’s regularization procedure to the indefinite interpolating
spline problem, resulting in an indefinite least squares problem. We prove that the indefinite
smoothing spline problem admits a solution for every initial data point and every value
of the regularization parameter if and only if the indefinite interpolating spline problem
admits a solution for every initial data point. Under these conditions, for every initial data
point belonging to an open dense subset of the data space, the indefinite interpolating spline

problem can be posed as an indefinite smoothing spline problem.




“/Como pude no sentir que la eternidad,
anhelada con amor por tantos poetas,
es un artificio espléndido que nos libra,

siquiera de manera fugaz,

de la intolerable opresion de lo sucesivo?”

J. L. Borges

Historia de la eternidad (1936).

“...una espiral es una cobra sin cobra

enroscada verticalmente en nada.”

F. Pessoa como B. Soares

Libro del desasosiego (1982).
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2 1. Introduccion

JB8 Estado del arte

El problema central que se propone estudiar esta tesis, que denominaremos problema de
interpolacion abstracta indefinida o problema de splines abstractos indefinidos, es una
generalizacion del problema de interpolacién abstracta en espacios de Hilbert. Siendo
esencialmente un problema de cuadrados minimos indefinidos con una restriccién cuadrética,
eSte puede clasificarse como un problema de programacion cuadrética con restricciones

cuadraticas.

A continuacién, exponemos una breve resefa sobre la teoria de splines interpolantes, de
los splines de suavizado, y de los problemas de programacion cuadrditica con restricciones
cuadrdticas. Asimismo, discutimos el estado del arte, asi como algunas aplicaciones de
estos problemas en diversas dreas como la teoria de control, el procesamiento de sefiales, o

la teoria de aprendizaje (“‘machine learning”), entre otras.

1.1.1| Splines polinémicos

Dados t| <ty < ... <t, y{v1,v1, -, Yn } € R, el problema cldsico de interpolacién
consiste en hallar una curva con propiedades deseables que interpole los puntos (t;, y;),

t = 1,2, ...,n. Es decir, hallar una funcién ¢ tal que

¢(t2) =Y, 1= 1,2,...,%,

que se comporte de alguna forma “adecuada”. Con este proposito, en 1946 Schoenberg
introdujo las denominadas funciones splines, que cumplen con ciertos requisitos de
regularidad y suavidad. Denotemos por C™[a,b] a las funciones reales con m-ésima
derivada continua, definidas sobre el intervalo [a, b], por P,, al conjunto de polinomios
(reales) de grado menor o igual a m, y por f|4 a la restriccién de la funcién real f al

conjunto A C R.

Definicion 1.1 ([131) Schoenberg, 1946]). Seaa =ty < t; < ... < t, < t,4+1 = buna
particién de [a, b] C R. La funcién s : [a,b] — R es un spline polinémico de grado m con

respecto a esta particion si

1. s € C™ a,b;
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2. 8|i;,41] € Pmparatodoi =0,1,...,n.

El nombre spline (curva flexible) proviene de un dispositivo mecdnico que se utilizaba
para graficar curvas suaves. Los splines polindmicos mds populares y utilizados han sido

siempre los splines polinémicos de grado 3 o splines cubicos.

La pregunta acerca de la bondad de esta interpolacion mediante splines, o de cémo se
comparaban estas funciones con otras curvas interpolantes, como el polinomio de Lagrange,

fue contestada por Holladay en 1957. Definamos el espacio de funciones

2

d d
H?[a,b] := {x a0 = R d_tf € L*[a,b] d—? es absolutamente continua} :

El resultado de Holladay se expone en el siguiente teorema:

Teorema 1.2 ([[/9, Holladay, 1957]). Seaa =ty < t; < ... < t, < t,41 = buna particion
de [a,b] C R, conn > 2. Si dado ()", C R definimos I,, :== { v € H?*[a,b] : z(t;) =

z,t=1,2,...,n }, entonces existe un tinico T € I, tal que

27 \? Er \?
—(t dt = mi —(t dt I, ;.
[, (o) w=minl [ (Gro)a:cen]

Ademas, se cumple que:
1. T € C*a,b);
2.z

titin] € Psparatodoi =1,2,...,n—1;

3. Zg|[aﬂf1]7ﬁjj/’[l‘,n,b] S 7)1-

Entonces, el spline cubico es el (inico) minimizante de este problema planteado por
Holladay.

La curvatura de una funcién z(t) estd dada por

De esta forma el spline cubico tiene curvatura minima (si % es relativamente pequefio)
entre todas las curvas interpolantes pertenecientes a H?[a, b]. Desde el punto de vista

fisico, la aproximacion de primer orden de la energia potencial eldstica de una barra es

&z
dt?

que justifican el sentido de esta minimizacion.

proporcional a la funcién f[a b (t)dt. En [33[101]] pueden encontrarse otros argumentos
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Los splines polindmicos han sido extensivamente estudiados [89, 2| 1120, 119, 134, 1335]],
y sus aplicaciones son innumerables: en el procesamiento de sefiales 10} (11} [12, 24, [138]],
la estadistica [85, 142, [151]], el procesamiento de imédgenes [80, [148], y la computacion

gréfica [[18,137,1100], s6lo para nombrar algunas.

El método de regularizacién de Tikhonov es un método ampliamente utilizado para
obtener soluciones estables de problemas lineales mal condicionados (“ill-posed problems”)
[145.1146,/147]. La aplicacion de este método de regularizacion al problema de interpolacion
de splines da como resultado el denominado problema de suavizado, cuyas soluciones
son llamadas splines de suavizado (‘“smoothing splines”). En particular, si aplicamos
la regularizacién de Tikhonov al problema formulado por Holladay en el Teorema (1.2

obtenemos el problema de splines de suavizado polinémicos [42, 45, 122, [150]:

dQI 2 n
{ ——(t) ) dt t)—z)? ),
v (/[a,b] <dt2( )) +P;(x( ) — zi) )

donde p € R es el parametro de regularizacion. En esta formulacion, la interpolacion de
los puntos se sacrifica en pos de la obtencion de una curva que pase “cerca” de los puntos,
pero siendo atin mds suave que los splines interpolantes cuibicos. Por otro lado, el problema

regularizado puede expresarse como un problema cldsico de cuadrados minimos.

Figura 1.1.1: Interpolacién mediante un spline ctbico, y curva de suavizado.
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1.1.2| Splines abstractos

El resultado de Holladay introdujo el aspecto variacional en la teoria de interpolacién. A
lo largo de los afios, numerosas y sucesivas formulaciones extendieron la nocién de spline
introducida por Schoenberg, mediante generalizaciones del resultado de Holladay. Fue
surgiendo asi una familia de splines, crecientes en generalidad y abstraccién (ver [33,(101]),
entre los que podemos mencionar los siguientes: D™ -splines, splines trigonométricos,

g-splines, L-splines, Lg-splines.

En 1965 se desarroll6 una formulacién abstracta del problema de interpolacién, dando
lugar a la denominada teoria de splines abstractos o variacionales. Esta formulacion,
que se le atribuye generalmente a Atteia por sus trabajos [/, 8], puede describirse de la
siguiente manera: dados tres espacios de Hilbert (H, (-, - )%), (K, (-, <)), (€, (-, )e),
dos operadores acotados y sobreyectivos 1" : H — K, V : H — £ y un vector fijo zy € &,

se desea hallar (de existir) los puntos de H que alcancen el minimo

[ T 1.1
min || T, (1.1)
sujetoa V= zj. (1.2)

Las soluciones de este problema son los denominados splines interpolantes abstractos, o

(T, V)-interpolantes de z.

El teorema a continuacion expresa el resultado de Atteia de una forma similar a como se
lo puede encontrar en [9]]. Denotamos con L(H, KC) y L(#H, £) alos espacios de operadores
acotados de H en Ky H en &, respectivamente, y con N(7") y N (V') alos nticleos de los
operadores 7'y V.

Teorema 1.3 ([[7,[8, Atteia, 1965]). Sean H, K y £ espacios de Hilbert, y T € L(H,K),
V € L(H,E) dos operadores sobreyectivos. Dado zy € &, si N(T) + N(V) es un

subespacio cerrado de H, entonces existe © € H tal que
Vi=z y |T7| :ml’n{HTxH LT EH, Va::zo}. (1.3)

Si ademdas se cumple que N(T) N N(V) = {0}, entonces x es el tinico elemento que

satisface

La funcién interpolante 6ptima = es conocida como spline interpolante abstracto o
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spline interpolante variacional, y también se la llama la funcién (T, V')-interpolante de

20-

Es facil ver como el resultado de Holladay es un caso particular del de Atteia. Si

denotamos H := H?[a, b] y definimos el producto interno (-, - )3 en H como

2 . .
&’z &’z
<Q31,372 >7_[ = /[ab] ( - dtjl (t) dtj2 (t)) dt, T1,T9 € H,

Jj=

entonces (H, (-, - )#) es un espacio de Hilbert. Luego, denotando K = L?[a,b] y £ = R™,
con los productos internos usuales, y definiendo los operadores T € L(H,K),V € L(H,E)

dados por
B d*x
dt?

se satisfacen las condiciones del Teorema[I.2]y se obtiene al spline ctibico como curva

Tx y Vi = (Ji(tl),$<t2), ,I(tn», xE H,

optima de interpolacion, a partir del Teorema[I.3]

La teoria de splines abstractos ha sido desde entonces ampliamente extendida [4} 32,41}
39,44, 911 1125) 1126, 129], y ha sido utilizada en diversas dreas como el procesamiento
de senales [55, 156]], la teoria de aprendizaje [104, 121, [132]], y la teoria de control
[5, 153,198, 1156, 154], entre otras.

El siguiente ejemplo muestra como la nocion de splines abstractos es aplicada para el
modelado de un sistema de control lineal: el regulador lineal cuadritico o LQR (“linear
quadratic regulator”). Este problema consiste en controlar la dindmica de un sistema lineal,

mediante una sefial de control que minimice una funcidn objetivo cuadrética 136,90, 137]].

Ejemplo 1.4. Dado el estado de un sistema lineal z:(¢) € R", deseamos analizar c6mo este
estado evoluciona en un intervalo de tiempo [0, 7], donde la dindmica que gobierna estd

dada por el siguiente sistema de tiempo invariante o LTI (“linear time-invariant”):

x(t) = Ax(t) + bu(t),
y(t) = c'z(t), (1.4)
con A € R"™", b € R”, c € R" y donde y es la salida medida. El objetivo es encontrar

una sefial de control u € L?[0, T'], que modifique la trayectoria del sistema de acuerdo con

algun criterio.
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Estableciendo x(0) = 0 por simplicidad, la solucién de (1.4)) estd dada por
t
x(t) :/ A bu(s)ds, te€[0,T].
0

Supongamos que la salida y se obtiene en 0 < t; < t5 < ... < t,,, < T'. Definiendo el

conjunto de funciones (1), C L*0,T] como
Ml) = TGy (@), tE0,T], k=12 .,m,

las muestras de salida pueden expresarse como

tr T
y(ty) = / cTeA(t’“_t)bu(t)dt = / me(u(t)dt = (u,nr )y, k=1,2,...,m,
0 0

donde (-, - ), denota el producto interno usual en L]0, 7.

Definamos el operador V' : L?[0, T] — R™ dado por

Vu= _ . w€ L*0,T), (1.5)

<U777m>2

y supongamos que V' es sobreyectivo, entonces Vu denota el vector de las muestras de
salida. Ahora, se desea controlar el sistema de forma que en estas muestras se obtenga
un vector de salida de referencia z, € R™. Se establece, asi, la siguiente condicién de
interpolacion:

Vu = z. (1.6)

Finalmente, la sefial de control u es seleccionada de forma que minimice una funcién costo
objetivo, ademds de satisfacer la condicion (I.6). Considerando el cldsico funcional de la

energia:
T
Jw) = [t = fulp. e 0.1,
0
el problema se traduce en hallar (de existir) la sefial de control u € L?[0, T'] que alcance el
minimo

uean;[g,T] el

sujetoa V= 2,
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que resulta en un problema de interpolacion de splines abstractos.

Al aplicar el método de regularizacion de Tikhonov al problema de interpolacion
abstracta formulado por Atteia se obtiene el denominado problema de suavizado abstracto
[4), 9, 23], cuyas soluciones son los llamados, naturalmente, splines de suavizado abstractos
(“abstract smoothing splines”). Situdndonos nuevamente en el contexto del Teorema|I.3] el
problema de suavizado abstracto se plantea de la siguiente manera: dados tres espacios de
Hilbert (H, (-, - )u), (I, (-, - )x), (§,(+, - )e), dos operadores acotados y sobreyectivos
T:H— K,V :H— &, unvector fijo 2y € £ y un pardmetro de regularizacién p € R, se

desea hallar puntos de H que alcancen el minimo

min (Tl + oV = z]2).

Nuevamente, este problema regularizado es facil de expresar como un problema de
cuadrados minimos en espacios de Hilbert, por lo que su resolucién es més sencilla que la

del problema de interpolacién original.

1.1.3| Sobre la programacion cuadrética o QP

El problema de splines abstractos formulado por Atteia pertenece a la clase de los
denominados problemas de programacién cuadratica QP (“‘quadratic programming”),
en particular a la de los problemas de programacién cuadritica con restriccion lineal
[92, 22, 51]]. El problema de splines indefinidos que estudiaremos en esta tesis, que es
un problema de cuadrados minimos indefinidos con una restriccién cuadratica, pertenece
a la categoria de problemas de programacion cuadrdtica con restricciones cuadraticas
de igualdad, o QPEQC (“quadratic programming with an equality quadratic constraint’)
(16,117, 35,160, 77,103, 118} 152].

La optimizacién cuadrética es un drea fundamental en la teoria de optimizacién y
su préctica. El equilibrio econémico, la teoria de control, la optimizacién combinatoria
y la resoluciéon numérica de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales son todas
fuentes de problemas de optimizacién cuadratica [13,119}43,169]. Se ha demostrado que la
programacion cuadritica con una funcién objetivo convexa puede resolverse en tiempo
polinomial. Sin embargo, QP con un término cuadrético es de dificultad NP en general.

Usualmente, conceptos de dualidad y métodos variacionales son aplicados para caracterizar
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y computar los minimizantes globales. La literatura sobre problemas de programacion
cuadratica con una restriccion cuadratica (QCQP, “quadratically constrained quadratic
programming”) es abundante, principalmente en dimension finita [28) 103, 113} 118} 117,

155], que en su forma mds general pueden expresarse de la siguiente manera:

minimizar  f(z) = 27 Pyx + ¢ @ + 7o,

sujetoa gi(zx) =" Pr+q v +r; <0, i=1,2,..,m,

donde = € R™ es la variable de optimizacién, y P, € R"*", ¢; € R", r; € R son datos del
problema, para : = 0,1, ..., m. Si las matrices P; son semidefinidas positivas, entonces
la funcién objetivo y las funciones que determinan las restricciones son convexas. Esta
clase de problemas se resuelve generalmente mediante técnicas que utilizan el lagrangiano
generalizado y la formulacion de un problema dual de maximizacion, y con las denominadas
condiciones de Karush-Kuhn-Tucker [27, 28, [123] [143]]. Estas técnicas requieren de la

convexidad de la funcién objetivo, asi como de las restricciones.

La generalizacion de esta clase de problemas a espacios de dimensién infinita también
ha sido estudiada, generalmente en espacios de Hilbert, y en especial en espacios de Hilbert
con nucleo reproductivo (RKHS) [50, 87, 136].

Un caso particular de estos problemas se obtiene cuando la restriccién cuadratica es
una igualdad en lugar de una desigualdad, dando lugar a los ya mencionados QPEQC.
En particular, destacamos [60] como un antecesor directo del problema de interpolacion
abstracta indefinida, donde se formula el siguiente problema de cuadrados minimos (en

dimension finita) con una igualdad como restriccion cuadratica:

minimizar ||Az — b||?,

sujeto a |Cx —d|* =7, (1.7)

donde x € R" es la variable de optimizacién, A € R™ ", C € RP*" b € R™, d € R?
y v >0,y | | es la norma euclidea. Ademds, en [60] se muestra que el caso en que la
igualdad en la restriccién de es reemplazada por una desigualdad, i.e. |Cz — d||? < v,
resulta ser un caso particular de (1.7).

Este problema, de la denominada clase de Problemas de regiones de confianza (“Trust
region problems”), ha sido ampliamente extendido [31,157, 166, /8], y aparece en numerosas
aplicaciones de la teoria de control y el procesamiento de sefiales [38, 97,1116, 128,139,
144].
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Es de interés estudiar esta clase de problemas para el caso indefinido, es decir, cuando la
falta de convexidad de alguna de las funciones no permite abordarlos mediante las técnicas
clasicas. Si bien se han estudiado diversos casos [21} 59} [141]], no se ha desarrollado atn

una técnica que permita un abordaje general.

En los dltimos afios, mediante formulaciones con matrices autoadjuntas (simétricas) o
productos indefinidos se han analizado problemas de QPEQC indefinidos [[111} 112} 115}
127,1133]]. En [111, 112} [115] se estudio el siguiente problema:

minimizar f(z) = 27 Py,

sujeto a g(x) = 2" Pz =,

donde x € R" es la variable de optimizacién, Fy, P, € R"*"y v > 0, con F, semidefinida
positiva y P, simétrica. Por otro lado, en [[127] se estudié un caso particular de una
funcién objetivo no convexa dada por un producto interno indefinido, resultando en una
generalizacion directa de (1.7):

minimizar  f(z) = (Az — b)T J(Azx — b),
sujetoa g(w) = |[Cz —d||* =7,

donde x € R" es la variable de optimizacion, A € R™*", C' € RP*" b € R™, d € RP,
v >0y J € R™™ es una simetria (una matriz simétrica y ortogonal). Si definimos el
producto interno indefinido [z, x] = 2T Jz, x € R™, la funcién a minimizar se traduce en

[Ax — b, Az — D], resultando en un problema de cuadrados minimos indefinidos.

i) Presentacion del problema y aportes originales

Es aqui donde introducimos el problema central estudiado en este trabajo: la generaliza-
cién del problema de splines abstractos al problema de splines abstractos indefinidos o
problema de interpolacion abstracta indefinida, formulado particularmente en espacios de
Krein.

El uso de los espacios de Krein para resolver problemas de procesamiento de sefiales y

control ha estado en boga en los tltimos afios. Algunos de los trabajos pioneros en este
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sentido fueron los de Hassibi, Sayed y Kailath [[73,74,75,130], en los cuales desarrollan la
teoria de estimacidn en espacios de Krein permitiendo extender resultados conocidos de la
teoria de control en espacios de Hardy H? a H*°, introduciendo asi un enfoque unificador.
Asi como en [73, [74, [75, [130] el concepto fundamental subyacente es el problema de
cuadrados minimos en espacios de Krein, otras aplicaciones se vinculan naturalmente con

otros problemas de aproximacion en espacios con métricas indefinidas.

Una de las principales motivaciones para el estudio de este tipo de problemas esta
relacionada con la teoria de aprendizaje. En la teoria clésica, formulada en RKHS, los
problemas que se plantean son de la clase QP con un conjunto de restriciones, y en general
que el ndcleo sea semidefinido positivo hace que las funciones objetivas sean convexas
[61.1102,153]. Sin embargo, uno de los principales obstaculos que surge en las aplicaciones
es verificar que el nicleo con el que se estd trabajando sea, de hecho, positivo (condicién de
Mercer). Numéricamente, la condicién de Mercer es muy dificil de verificar. En [29, 30],
y mas recientemente en [93]], S. Canu et al. propusieron utilizar espacios de Krein con
nucleos reproductivos indefinidos (RKKS), esto permite resolver en forma mas eficiente
problemas vinculados con la teoria de aprendizaje, ya que no hay necesidad de verificar
la condicion de Mercer. En [107, [108] se usan estas ideas para estudiar problemas de
minimizaciéon en RKKS. Las técnicas con nucleos indefinidos han sido aplicadas a la
clasificacién de imdgenes; en [70, [140] esta clase de resultados se utilizan para problemas

relacionados con el reconocimiento de patrones.

Sin entrar ahora en detalles con respecto a la teoria sobre los espacios de Krein, basta
para lo sucesivo notar que si KC es un espacio vectorial complejo (real) y | -, -] es una forma
sesquilineal (bilineal) definida en /C, se dice que (/C, [, -]) es un espacio de Krein si existe
una descomposicién en suma directa K = K, + K_ tal que (K4, [+, -]) y (K_,—[-, ‘])
son espacios de Hilbert, y ademds [, y X_ son ortogonales con respecto al producto

interno indefinido | -, - |.

1.2.1| Splines interpolantes indefinidos

Revisemos el ejemplo [I.4] para ilustrar cémo el uso de productos internos indefinidos
puede aplicarse en el problema del LQR, como motivacion para la introduccién del

problema que esta tesis propone.
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Ejemplo 1.5. En el ejemplo el problema de splines abstractos (cldsicos) planteado

resulto ser el hallar el minimo

T
. 2
t)dt 1.8
i [ (-9
sujetoa  Vu = 2y, (1.9)

donde u € L?[0,T] es la sefial de control, z, € R™ es el vector de salida de referencia
y €l operador de muestras V' : L?[0,T] — R™ estd dado por (T.3)). Ahora, de acuerdo
con las particularidades del problema de control en cuestion, es posible que la condicién
de interpolacion resulte demasiado restrictiva. Supongamos que, en lugar de (1.9),

establecemos la siguiente restriccion con respecto al vector zy:
(Vu — 20) "W (Vu — 2) =0, (1.10)

donde W € R™ ™ representa una matriz de peso conveniente, la cual suponemos es
no singular, simétrica e indefinida; ver [99, [109, [110]]. Definiendo un producto interno
indefinido |-, -] en R™ como
T
[z, y] =y Wz, x,yeR™,

(T.10) puede expresarse como

[Vu— 29, Vu — 2z9] = 0.
Una restriccion similar puede encontrarse en [86] para el guiado de vehiculos autonomos.

Luego, la funcién objetivo a minimizar en (I.8)) puede generalizarse a una funcién de

costo indefinida:

() = /0 QUA()dt, u e L0, T],

donde Q)(t) representa una funcién, que suponemos es indefinida; ver [53] 83 [149].

Definiendo el producto interno indefinido [ -, -]g en L?[0, 7] como

[2,y]g = / y(OQ(x(t)dt, .y € L0,T)

la formulacién del nuevo problema se traduce en hallar el minimo

Lo [u,ulg,

sujetoa [V — 2z, Ve — 2] =0.
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Este problema resulta ser un caso particular del problema de interpolacién abstracta

indefinida que introducimos a continuacion.

De aqui en mds, (H, (-, -)) denota un espacio de Hilbert complejo (separable),
(K, [+, - 1k) vy (E,]+, -]e) dos espacios de Krein complejos (separables). El simbolo
[, -] se utiliza para denotar los productos internosen Ly €, yseusa [-, |y [, - ]¢
s6lo cuando el contexto requiere la distincion. Ademds, L£L(#, K) denota el espacio de
operadores acotados de H en K, y L(H) = L(H,H) el dlgebra de operadores acotados
enH.Si A € L(H,K), R(A) representa al rango del operador y N(A) a su niicleo. Por
dltimo, supondremos que 7' € L(H,K) y V € L(H,E) son dos operadores acotados y

sobreyectivos.

Recordando la formulacién de splines abstractos dada por Atteia, generalizaremos (1.1])
al minimizar [ 7'z, Tz ], como nueva funcién objetivo. Esta minimizacién pertenece a la
clase de problemas de cuadrados minimos indefinidos [64, 65]]. Por otra parte, siguiendo la

idea planteada en el Ejemplo[I.5] consideraremos una restriccién de la forma:
(Vo — 2, Ve — 2], =0.

El problema que nos proponemos analizar es el siguiente: dado un vector fijo 2y € &,

deseamos analizar las soluciones (y las condiciones para su existencia) de

min [Tz, Tz, (1.11)
sujetoa [V — 2, Vo — 2] = 0. (1.12)

Las soluciones de este problema son los de aqui en mds denominados splines interpolantes
indefinidos, o, usando la nomenclatura antes mencionada para los splines abstractos cldsicos,

los (T, V')-interpolantes de z.

La restriccion (I.12)) es esencialmente diferente de (1.2). La restriccién (1.2) es lineal,
mientras que (I.12) es una restriccién cuadratica que estd relacionada con una superficie
conica, dando lugar a una geometria completamente distinta. Si zg € £y Vzy = 20,

entonces [V — 29, Vo — 2], = 0siy sélosiz € xy + Cy, donde
Cvi={yeH:[VyVyl,=0} (1.13)

es el “cono” de elementos neutros de la forma cuadrética v — [V, Vz],.
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1.2.2| Problema de suavizado abstracto indefinido

Analizaremos también la regularizacion del problema de splines abstractos indefinidos,
dando lugar al problema de suavizado abstracto indefinido: dado un vector fijo 2y € £y
un parametro de regularizacion p € R, se desea hallar los puntos de H que alcancen el
minimo

min ([Tz,Tz)c+p[Ve — 20, Ve — 20]¢ ). (1.14)

Este problema, intimamente relacionado con el problema de interpolaciéon abstracta
indefinida, serd estudiado en profundidad en el Capitulo 4. Dado que puede expresarse
como un problema de cuadrados minimos indefinidos, puede abordarse mediante las

técnicas usuales. Definiendo el operador L : H — K x &£ dado por
Lz = (Tx,Vz), x€H, (1.15)

al que denominaremos operador de regularizacion de Tikhonov, consideremos el producto

interno indefinido [ -, -], en X x £ dado por

[(v,2), 0, 2)], = [Ty, TY |c +p[V2, V], (y,2),(y,2) e Lx & (1.16)

El espacio (IC x &, [, -],) resulta ser un espacio de Krein (si p # 0), y (I.I4) se traduce
en

gél%[l [ Lz — (0, 20), Lz — (0, 20) ] ,- (1.17)

El operador de regularizacién de Tikhonov tendrd ademds un rol esencial en el andlisis
del problema de splines interpolantes indefinidos en el Capitulo [5] El Capitulo 3] se dedica
a estudiar las propiedades de su rango en detalle, para los diversos valores del pardmetro

de regularizacion.

1.2.3| Aportes originales

El problema de interpolacion abstracta indefinida es un problema de cuadrados minimos
indefinidos con una restricciéon cuadratica, también indefinida. Como tal, ni la funcién

objetivo a minimizar ni la restriccion son convexas. Mds precisamente, este problema es
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equivalente a analizar la existencia del minimo

min [T(zo+y), T(z0+y)],
yeCy

donde z, € H es un punto tal que Vzy = z, y el conjunto Cy es la superficie cénica
definida en (I.13)). Este conjunto no es convexo; de hecho, la cdpsula convexa de Cy es
el espacio de Hilbert H completo, por lo que el reemplazar Cy por su cdpsula convexa
trivializa el problema. Esto imposibilita el uso de las técnicas usuales de optimizacion
convexa, como la condicién de Slater [28], u otras condiciones de dualidad, que permitan
hacer uso del problema dual de maximizacién mediante el lagrangiano generalizado, y de

las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker.

En consecuencia, el estudio de este problema requiri6 el desarrollo de nuevas técnicas
y herramientas. Estas se basan primordialmente en el analisis de las caracterisicas del
rango del operador de regularizacién de Tikhonov, definido en (I.15]), operador que resulta
inherente tanto al problema de interpolacion abstracta indefinida como al de suavizado

abstracto indefinido.

La piedra angular del estudio del rango de este operador es un resultado que se obtiene
como una version del Lema de Farkas [28, [58, |123]], reconocido resultado del area de

optimizacién convexa. La siguiente es la version de este ultimo que se expone en [[123].

Teorema (Lema de Farkas, [38]], Farkas, 1902). Dado un conjunto de vectores ay, as, ..., Gy, ¢ €

R", la desigualdad lineal cTx > 0 es una consecuencia del sistema lineal
T .
a;x >0, =12 ..m,

si y solo si existen multiplicadores \; > 0 tales que ¢ = Z;Zl Ai ;.

El no menos célebre Lema-S de Yakubovich se obtiene como una consecuencia del

Lema de Farkas:

Teorema (Lema-S, [154], Yakubovich, 1971). Sean g, h : R™ — R funciones cuadrdticas,
y supongamos que existe o € R" tal que h(xo) > 0. Las siguientes condiciones son

equivalentes:
1. g(z) > 0 para todo x € R" tal que h(x) > 0;

2. existe X > 0 tal que g(x) — A\h(z) > 0, para todo © € R™.
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En [49, 82] se exponen varias generalizaciones del Lema de Farkas, y en [/6] se

demuestra una generalizacion del Lema-S para espacios de Hilbert reales.

En el contexto del problema de interpolacion abstracta indefinida, como una consecuencia
inmediata de [14, Capitulo 1, §1] probamos el siguiente resultado: si existen o+ € H
tales que [V, Vay]. >0y [Va_,Va_], <0, entonces las siguientes condiciones son

equivalentes:
1. [Tz, Tx], > 0paratodo z € H tal que [Vz,Vz], =0;
2. existe A € Rtal que [Tz, Tz ], + A [V, Vz], > 0, para todo x € H.

Equivalentemente, esto puede enunciarse de la siguiente manera: bajo la mencionada
hipétesis, T(Cy) es un conjunto no negativo de I, si y sélo si existe A € R tal que
T#T+\V#V es semidefinido positivo (donde el simbolo # hace referencia a los operadores
adjuntos conrespectoa[-, - Jx y [+, - |e, respectivamente). Estas son condiciones necesarias
para la existencia de soluciones, tanto del problema de interpolacion abstracta indefinida
como del de suavizado. De satisfacerse estas condiciones, existe un intervalo de valores

admisibles [p_, py+] tal que R(L) es un subespacio no negativo del espacio de Krein
(K xE&, ], -], (donde |-, -], estd dado por (I.16)) siy s6lo si p € [p—, p4].

Por un lado, este intervalo determina los valores del pardmetro p para los que tiene
sentido el plantear el problema de suavizado indefinido. Por otro lado, y de més importancia
aun, las soluciones del problema de interpolacion se encuentran asociadas a un valor de este
intervalo a través de una ecuacion normal. Para cada punto de &, los splines interpolantes
de ese punto se encuentran asociados a priori a un valor distinto del parametro p. Esto
conduce a que las caracteristicas de R(L) deban analizarse como subespacio de todos

los elementos de la familia de espacios de Krein (KK x &,[-, -],), donde p pertenece a

[p—, p+].

Por 1ltimo, mencionamos dos de los resultados mds importantes de esta tesis. En primer
lugar, probamos que el problema de interpolacion abstracta indefinida admite solucién para
todo punto si y sélo si el rango del operador de regularizacion es un subespacio cerrado y
uniformemente positivo. En segundo lugar, demostramos que existe un subconjunto abierto
y denso de £ tal que, para todo z perteneciente a este subconjunto, el conjunto de splines

indefinidos interpolantes de z es una variedad afin paralelaa N(7") N N (V).



1.3. Consideraciones y resumen de capitulos 17

JIRY Consideraciones y resumen de capitulos

Diremos que un operador autoadjunto A € L(H) es indefinido si A no es semidefinido
positivo ni semidefinido negativo, i.e. existen z. € H tales que (Az,,z.) > 0y
(Az_,xz_) < 0.Es inmediato que los operadores T#7T y V#V son autoadjuntos en H. A
lo largo de la tesis, se supondrd que los operadores T# T y V#V son indefinidos.

Hipotesis. T € L(H,K) yV € L(H, E) son operadores sobreyectivos tales que

T#T 'y V#V  son indefinidos.

Si el operador autoadjunto V#V no es indefinido, el conjunto de los elementos neutros de
la forma cuadrdtica x — [Vz, Vx|, se reduce a N (V). En otras palabras, [V, Vz ], =0
siy sélosi z € N(V'). Como consecuencia, la restriccion (I.12) se simplifica, volviéndose

una condicién de interpolacion lineal:
(Vo — 20, Ve — 2], =0 Vo = 2.

En este caso el problema de interpolacién indefinida se reduce al problema de interpolacion
estudiado en [63]. Este dltimo, que denominaremos problema de interpolacion indefinida
con restriccion lineal, es desarrollado brevemente en la Subseccion [2.2.8] ya que en el
Capitulo [ se estudia su relacion con el problema de suavizado indefinido. Por otro lado, si

V#V es un operador indefinido, el conjunto Cy contiene estrictamente a N (V).

Si el operador 7#7T no es indefinido, el funcional a minimizar en (T.11), z + [Tx, Tz ] =

(T#Tx, ), es semidefinido. Si T#7 es semidefinido positivo, y definimos la norma

2|7 = (T#Tz,x >1/ 2 el problema de interpolacién indefinida puede ser expresado
como

min |||,

xeH

sujetoa  [Va — 2, Vo — 2], = 0.

Es decir, se simplifica sobremanera ya que la funcién objetivo a minimizar se vuelve positiva
(y convexa). No obstante, es facil ver que los resultados de esta tesis son también vélidos
para este caso, pero mediante diversas consideraciones ad hoc. Si 7#7T es semidefinido

positivo el valor p = 0 resulta un valor admisible para el parametro de regularizacion, y
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para este valor del pardmetro K x &£, dotado con el producto dado en (1.16)), no es un espacio
de Krein. Por otra parte, si T#T es semidefinido negativo, mediante una consideracién

similar el problema se traduce en maximizar una norma en un conjunto no acotado.

1.3.1| Resumen de capitulos

Capitulo2]| Preliminares

En el Capitulo 2] se exponen los conceptos preliminares utilizados en los subsiguientes
capitulos. Se desarrolla someramente la teoria de la derivada de Fréchet en espacios
normados, asi como ciertas nociones sobre conjuntos proximinales. Luego, se muestran
algunos resultados sobre teoria de operadores en espacios de Hilbert. Seguidamente, se
introduce la teoria elemental de espacios de Krein, y los resultados principales sobre la teoria
de operadores en estos espacios de los que se hace uso a lo largo de la tesis. Finalmente, se

desarrollan algunos resultados acerca de dos clases de problemas en particular:
= el problema de cuadrados minimos indefinidos;

= ¢l problema de interpolacion indefinida con restriccion lineal analizado en [63]].

Capitulo[3]| Sobre el operador de regularizacion de Tikhonov

En este capitulo se analizan las propiedades del rango del operador de regularizacion de
Tikhonov, i.e.
Ly = (Tz,Vz), xzeH.

Este operador resulta inherente tanto al problema de interpolacion indefinida como al
de suavizado indefinido. Mds precisamente, el problema de suavizado indefinido puede
expresarse como un problema de cuadrados minimos indefinidos mediante el operador L
(ver (I.I7)). Por otro lado, los splines interpolantes se caracterizan mediante una ecuacion
normal que se expresa explicitamente en términos de L, caracterizacién que serd una de las

herramientas centrales en el estudio de este problema.

Para un parametro de regularizaciéon p # 0 dado, considerando el producto interno
[+, -], definido en (I.16), R(L) es un subespacio del espacio de Krein (IC x £, [-, -],). Es
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decir, las caracteristicas de R(L), como subespacio de (K x &, [-, -],), variardn de acuerdo
al valor de p. Como hemos mencionado, la existencia de soluciones de los problemas de
interpolacion y de suavizado estd relacionada con un intervalo de valores admisibles para
el pardmetro de regularizacidn, intervalo determinado por la relacion entre los operadores
Ty V. Adelantamos que el resultado de esta seccion digno de notar es que, bajo ciertas
condiciones, muchas de las caracteristicas de R(L) como subespacio de (K x &,[-, -],)

se mantienen invariantes al valor de p dentro de este intervalo.

Asi, el estudio del operador de regularizacion consta fundamentalmente, y a grandes

rasgos, de dos partes:

1. el andlisis de las propiedades de R(L) para un pardmetro p fijo en relacion a los
operadores “dato” Ty V;

2. el estudio de R(L) como subespacio de (K x &, -, -|,), para los diversos valores

admisibles del parametro p.

En la primera seccién, dado un parametro p # 0 fijo, se encuentran condiciones necesarias
y suficientes para que R(L) sea cerrado, no degenerado, pseudo-regular o regular como

subespacio de (IC x &, [+, -],), en relacién a las propiedades de los operadores Ty V.

En la segunda seccion es donde introducimos el intervalo de valores admisibles para el
pardmetro de regularizacion. Es una condicién necesaria de la existencia de soluciones,
tanto del problema de interpolacién como del de suavizado, la existencia de un valor p # 0
tal que R(L) sea un subespacio no negativo de (K x &,[-, -],). Es de nuestro interés
abocarnos a aquellos valores del pardmetro de regularizacion que satisfagan esta condicidn.
Aqui probamos que R(L) es un subespacio no negativo de (KL x &, [, -],) siy s6losi p
pertenece a cierto intervalo [p_, py], determinado por la relacidn entre los operadores 7"y
V. Los pardmetros p_ y p, resultan asf ser figuras centrales en los problemas de suavizado

e interpolacion.

El caso que mds nos interesara es cuando p_ # p,. Bajo esta condicién se prueba la
invarianza de las propiedades de R(L): dado py € [p—, p4], si R(L) posee alguna propiedad
(entre las antes mencionadas) como subespacio de (K x &, [-, -],,), entonces R(L) posee
la misma propiedad como subespacio de (IC x &,[-, -],) paratodo p € (p_, p;). Esta
invarianza de las caracteristicas de R(L) tiene dos consecuencias fundamentales. En primer
lugar, el andlisis del problema de suavizado es virtualmente independiente del valor del
pardmetro de regularizacion (con la excepcion del caso en que el pardmetro toma los
valores extremos del intervalo, que son tratados de forma particular). En segundo lugar,

y con respecto al problema de interpolacidn, la invarianza provee la libertad de escoger
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el valor del pardmetro p segin sea conveniente para trabajar con la estructura de espacio
de Krein (K x &, [+, -],). Una gran parte del desarrollo del Capitulo[5]tiene lugar bajo la

hipétesis de que R(L) es un subespacio cerrado y uniformemente positivo.

La dltima seccién concentra sus esfuerzos en estudiar el caso en que R(L) es un
subespacio regular de (K x &,[-, -],), es decir, R(L) es un espacio de Krein con el
producto [ -, -],. Aqui se desarrollan las herramientas a emplear en gran parte del analisis
del problema de interpolacién indefinida. Un resultado a destacar es que si existe algin

p € [p_,ps] tal que R(L) es un subespacio regular, entonces p_ # p,, y ademas

p e (p-,py)-

Capitulo[d|| Problema de suavizado abstracto indefinido

En el Capitulo [ se estudia el problema de suavizado indefinido, i.e. el problema que
se obtiene mediante la regularizacion del problema de interpolacién indefinida: dados un
vector zy € £ y un pardmetro de regularizacion p € R, se desea hallar los puntos de H que

alcancen el minimo

Hél{[l ([Tz,Tx)+p[Va— 20,V — 2]). (1.18)

Fuera del hecho de que este problema es de interés por si mismo, la motivacion principal para
su andlisis es el ganar perspectiva e intuicién con respecto al problema de interpolacién. Las
soluciones del problema de suavizado indefinido se encuentran estrechamente relacionadas
con las del problema de interpolacidn, sin embargo su andlisis resulta mucho mds sencillo.
Este capitulo se basa en lo expuesto en el articulo “Regularization of an Indefinite Abstract

Interpolation Problem with a Quadratic Constraint”, [68]].

Como ya hemos mencionado, fijando un p # 0 y considerando el espacio de Krein
(KxE&,[-, -],), mediante el operador de regularizacién el problema de suavizado indefinido
puede expresarse como un problema de cuadrados minimos indefinidos: dado un vector

20 € &, se desea hallar los puntos de H que alcancen el minimo

min [ Lz — (0, z), Lz — (0, 29) |

zeEH p’

Por consiguiente, procedemos a aplicar los resultados de la teoria de cuadrados minimos
indefinidos para analizar el problema de suavizado indefinido (considerando el pardmetro

de regularizacion fijo, en primera instancia).



1.3. Consideraciones y resumen de capitulos 21

En la primer seccién caracterizamos la existencia de soluciones de (1.18]), asi como el
conjunto de dichas soluciones. En primer lugar, mostramos que este conjunto es no vacio
siy sélo si R(L) es un subespacio no negativo de (IC x &, [-, -],), y existe x € H que es

solucidn de la ecuacion normal
(THT 4+ pV#V)x = pV# 2. (1.19)

Si bien esta caracterizacion es una consecuencia inmediata de la teoria de los problemas de
cuadrados minimos indefinidos, destacamos (1.19), ya que las soluciones del problema
de interpolacién indefinida satisfacen una ecuaciéon normal similar. Ademas, queda claro
que p debe pertenecer al intervalo [p_, p,| para que exista solucién de (I.1§), i.e. la
regularizacién del problema de interpolacion indefinida tiene sentido sélo si el pardmetro

de regularizacion pertenece al intervalo de valores admisibles [p_, p, |.

En la seccion siguiente se analiza el conjunto de puntos admisibles (i.e. los puntos zg € £
tales que (1.18) es alcanzado) para los diversos valores del parametro de regularizacion.
En [63] se probé que, dado un p € [p_, p. ], (I.18) admite solucién para todo zy € € si
y s6lo si R(L) es un subespacio cerrado y uniformemente positivo de (I x &, [-, -],).
Con el objetivo de relajar esta hipétesis, caracterizamos el caso en que R(L) + R(L)"* es
cerrado, y mediante lo estudiado en el Capitulo |3| describimos en detalle el conjunto de
puntos admisibles para todo valor de p en el intervalo [p_, p.]. El mencionado resultado
de [63]] surge luego como una consecuencia inmediata. Ademads, en vista de la propiedad
de invarianza de R(L), queda claro que si R(L) es cerrado y uniformemente positivo

para algin py € [p_, p.], entonces (I.18)) admite solucién para todo punto, para todo

p € (p—, py)-

La tercer seccidn se aboca a estudiar la relacion entre el problema de suavizado abstracto
indefinido y el problema de interpolacion indefinida con restriccion lineal planteado en
[63]; a saber: dado un vector 2z, € &, se desea hallar los puntos de H que alcancen el

minimo

min [Tz, Tz],
T€EH
sujetoa  Vax = zj. (1.20)

Como hemos mencionado, el problema de interpolacién indefinida tratado en el Capitulo
se reduce a (T.20) en el caso particular en que V#V no es indefinido. En primer lugar,
haciendo uso de los resultados del Capitulo [3, se muestra que, si p_ # p,, el que R(L) sea
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un subespacio cerrado y uniformemente positivode (K x &, [+, -],) paraalgin p € [p_, p4]
es también una condicién necesaria y suficiente para que (1.20)) admita solucién para todo
2o € €. En otras palabras, el problema de suavizado indefinido admite solucién para todo
punto, si y sélo si el problema de interpolacion indefinida con restriccion lineal admite

solucién para todo punto. Luego, probamos las siguientes condiciones:

= todo conjunto de splines interpolantes con restriccion lineal estd contenido en el

conjunto de soluciones de algin problema de suavizado;

= ¢l conjunto de soluciones de todo problema de suavizado contiene al conjunto de

soluciones de algin problema de interpolacion con restriccion lineal.

Finalmente, mostramos bajo qué condiciones un problema de suavizado puede plantearse

como un problema de interpolacién con restriccion lineal equivalente, y viceversa.

Capitulo |5|| Splines interpolantes indefinidos

En este capitulo se presenta el problema central de esta tesis, el problema de interpolacién
abstracta indefinida o de splines interpolantes indefinidos. Varios de los resultados aqui
expuestos pueden encontrarse en el articulo “Indefinite Abstract Splines with a Quadratic
Constraint”, [67]]. Dado un vector zy € £, se desea hallar los puntos de A que alcancen el

minimo

min [Tz, Tz],
TEH
sujetoa  [Va — zg, Vo — 2] = 0. (1.21)

En primer lugar, se muestra que este problema puede formularse equivalentemente de la

siguiente manera: si xg € H es tal que Vxy = 2, se desea minimizar

min [T(xo+y),T(z0+ )], (1.22)

yeCy

donde Cy es la superficie conica dada por
Cy = {xG’H [V, V| :O}.

El conjunto de soluciones de (I.21)), que denotaremos sp(zy), estd entonces contenido en

el conjunto x( + Cy, donde zy puede escogerse de forma arbitraria, siempre que Vg = 2.
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Como ya hemos mencionado, el conjunto Cy no es convexo, lo que impide el uso de las

técnicas habituales de optimizacion para el tratamiento de (1.22)).

La primer seccién simplemente presenta y describe el problema a estudiar. En la segunda,
se analizan tres caracterizaciones diferentes de la existencia de soluciones del problema
de interpolacién indefinida. Cabe mencionar que en los desarrollos de los resultados
posteriores se hace uso de las tres. Fijemos un punto 2z, € £, y un vector xy € H tal que

VZL‘O = 20.

La primer caracterizacién que describimos es la que es obtenida de forma mds ortodoxa,
mediante el lagrangiano y la derivada de Fréchet. A saber, sp(z) # @ si y sélo si existen
A € Rtal que T#T + A\V#V es semidefinido positivo, y € H que satisface la restriccién

[VZ — 20, VT — 2] = 0, tales que
(TH#T + A\V#V)T = \V# 2. (1.23)

Esta es la que denominaremos la ecuacion normal del problema de interpolacién abstracta
indefinida. Por lo analizado en el Capl’tulo la existenciade un p € R tal que T# T+ pV#V
es semidefinido positivo es equivalente a que 7'(Cy ) sea no negativo. De hecho, el pardmetro
A en (I.23) (que es, ni mas ni menos, que el multiplicador de Lagrange) debe pertenecer al
intervalo de valores admisibles [p_, p.]. Observemos que es similar a la ecuacién
normal del problema de suavizado indefinido (1.19)), con la diferencia de que el pardmetro
A no estd fijo. En efecto, para los casos no triviales, para cada z, tal que sp(zy) # &,
demostramos que existe un dnico A € [p_, p;]| que satisface (I.23)), para algiin T que

cumpla con la restriccion.

Mediante el uso de rectas contenidas en el conjunto Cy, probamos la siguiente de las
caracterizaciones: sp(zg) # @ siy s6lo si 7'(Cy ) es un conjunto no negativo de /C, y existe

Yo € Cy tal que para todo y € Cy
[[Txo, Ty [* < [Tyo, Tyo ) [Ty, Ty,

con igualdad cuando y = .

Por udltimo, de forma similar a los problemas de optimizacion con restricciones que
satisfacen la condicién de dualidad (e.g. problemas de optimizacién convexa donde las
condiciones de Karush-Kuhn-Tucker son suficientes, ademas de necesarias), demostra-
mos que el problema de interpolacién indefinida es equivalente a un problema dual de

maximizacion. Denotando el conjunto D := {y € Cy : [Ty,Ty] = 1}, probamos que
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sp(zy) # @ siy sélo si T'(Cy) es un conjunto no negativo de K, x( pertenece a un cierto

conjunto de puntos admisibles, y se alcanza el maximo

ix | [T, Ty]|.
mdx | [Tzo, Ty]|

La tercer seccion es dedicada a analizar condiciones necesarias y suficientes para que
el problema de interpolacién indefinida admita solucién para todo punto. Este es uno
de los resultados més importantes de la tesis. Este resultado, en resonancia con su par
andlogo para el problema de suavizado indefinido, afirma que las siguientes condiciones

son equivalentes:
1. sp(zy) # @ para todo zg € &;

2. R(L) es un subespacio cerrado y uniformemente positivo de (K x &, [-, -],), para

algtin p € [p_, p4].

En la cuarta seccidn analizamos la estructura del conjunto de soluciones del problema de
interpolacién indefinida, bajo las hip6tesis que aseguran que este problema admite solucién

para todo punto. En primera instancia, observando (1.23)) es inmediato que
sp(z0) C T+ N(T#T 4+ A\V#V),

donde A € [p_,p. |y T € sp(zo) es una solucién particular. Esto a priori induce a pensar
que el conjunto de soluciones es una variedad afin. Mostramos en esta seccion que éste no
siempre es el caso, sino que en general consiste de una unién de variedades afines paralelas
al subespacio N(7') N N (V). No obstante, demostramos que el que sp(zp) sea una sola
variedad afin o una unién de variedades afines depende del valor del pardmetro A en (1.23),
mds precisamente, de si A pertenece al interior del intervalo de valores admisibles, o toma

alguno de los dos valores extremos. Si A € (p_, p. ), entonces
sp(z0) =2+ N(T)NN(V).

Por otro lado, si A = p; 0o A = p_ el conjunto sp(zy) puede contener estrictamente a
T+ N(T)NN(V), e.g.

T+ NT)NNV) Csp(z) CT+ N(THT + p VEV).

Es decir, la estructura del conjunto de soluciones queda determinada por el valor de A en la

ecuacién normal (1.23). A esto se refiere el segundo de los resultados mds importantes
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de esta tesis: demostramos que existe un subconjunto abierto y denso de &, tal que para
todo zy perteneciente a este subconjunto, el conjunto de splines interpolantes sp(zj) es una
variedad afin. Ademds, describimos en detalle el conjunto de soluciones cuando éste no es

una variedad afin.

Para todo el andlisis de esta seccion hacemos uso de las herramientas desarrolladas en el
Capitulo 3| Mediante la regularidad de R(L) reexpresamos el problema de interpolacién
indefinida en el contexto de un espacio de Hilbert H’, donde H’ es un subespacio de H y el
producto interno depende del pardmetro p. Aprovechando la invarianza de las propiedades
de R(L), escogemos un valor particular para p dentro del intervalo (p_, p; ) que nos resulta
conveniente para diversas partes del desarrollo. Asimismo, para un punto z, € £ dado,
escogemos un vector o € V({29 }) conveniente. Luego, mediante una descomposicion
delaforma H' = H, ®, H_ &, (N(V)© N(T')), obtenemos la siguiente caracterizacién
de la estructura del conjunto de splines interpolantes indefinidos, de acuerdo al valor
del pardmetro \. Supongamos que A € [p_, p, | satisface (1.23)) para algin = € x¢ + Cy,

entonces:

1. si\ € (p_, py), entonces existe wy € H' tal que

sp(z0) = wo + N(T) N N(V);

2. si A = p,, entonces existen w_ € H'y a_ > 0 tales que

sp(zo) =w_+a_-N_NSy_+ N(T)NN((V),

3. si A = p_, entonces existen w, € H'y oy > 0 tales que

Sp<Zo) = W4 +Oé+'N+ mSH+ +N(T) ﬂN(V),

donde N, denota el autoespacio de cierto operador, y Sy, la esfera unitaria en H..
Observemos que el conjunto a - N N Sy, puede interpretarse como un anillo en el

espacio de Hilbert ..

Finalmente, probamos que existe un subconjunto abierto y denso M C & tal que,
para cada vector z € M, su valor de A\ asociado en la ecuacién normal pertenece al
intervalo abierto (p_, p, ). Por consiguiente, sp(z) resulta ser una variedad afin paralela a
N(T)N N(V) paracada z € M.

En la quinta seccién analizamos la relacion entre el problema de interpolacion abstracta
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indefinida y el de suavizado abstracto indefinido. En primer lugar, mostramos que el
conjunto de soluciones del problema de interpolacién es también un subconjunto de las
soluciones de algin determinado problema de suavizado. Luego, bajo la hipétesis de que
R(L) es un subespacio cerrado y uniformemente positivo de (IC x &, [-, -],,) para algin
po € [p—, p+], probamos que para todo dato inicial z, perteneciente a un subconjunto
abierto y denso de &, el problema de interpolacién puede traducirse en un problema de
suavizado indefinido. Por tltimo, mostramos que el problema de interpolacion indefinida
admite solucién para todo punto si y sélo si el problema de suavizado indefinido admite
solucién para todo punto, para todo valor del pardmetro de regularizacién en el intervalo

abierto (p_, p4).
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pAW Generalidades sobre espacios de Banach y de Hilbert

Procedemos aqui a exponer las nociones y los resultados preliminares sobre espacios
de Banach y de Hilbert que se usardn a lo largo de la tesis. Omitimos las pruebas, por ser

resultados mds que conocidos.

2.1.1| Derivada de Fréchet y extremos de funciones reales

De aqui en mds, denotaremos con (X, || - ||x+) y (Y, ]| - ||) a dos espacios normados. Lo

que se desarrolla a continuacién puede encontrarse en [} 94].

Definicién 2.1. Una funcién f : 4/ — ), donde &Y C X es un subconjunto abierto, es
diferenciable Fréchet (o diferenciable a secas) en x € U si existe un operador lineal acotado
Df(x): X — )Y con la propiedad:

o I+ A9 — (@) = Di@Aly

0.
| Az] 0 |Az||x

Definicién 2.2. Si f : U/ — ) es una funcién diferenciable en todos los puntos del

subconjunto abierto I/ C X, entonces llamamos derivada de f a la transformacién
Df:U— L(X,)); u~— Df(u).

Si Df es una transformacién continua en £(X,)) con la topologia usual de la norma,

decimos que f pertenece a la clase C!.

Dada f : U/ — Y conUd C X un abierto, si f es diferenciable en = € U/ y el operador
D f(z) es también diferenciable en x, diremos que f es doblemente diferenciable en x 'y

denotaremos con

D*f(z) € L(X,L(X,D)),

al diferencial de D f(x) en z, que llamaremos diferencial de segundo orden de f en
x. Usualmente, el espacio L£(X,L(X,))) es identificado con el espacio de Banach
L2(X,Y) := L(X x X,)) de todas las transformaciones bilineales y continuas de X’ x X
en ) (ver [, Proposicion 2.2.9]).
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De la misma forma, si f admite derivada, la funcién Df : U — L(X,)) puede a su
vez admitir derivada, la derivada de segundo orden o derivada segunda de f, que por

definicidn es una transformacion

D*f U — L2(X x X,)).

Procediendo inductivamente, y denotando £"(X',)) := L(X",)), podemos definir los

diferenciales y derivadas de orden superior, identificando el espacio L(X,£L"1(X,)))
con L"(X,)).

Definiciéon 2.3. Sea f : U — Y, conUd C X un abierto. Denotamos, de existir, con D" f(x)

al diferencial de ordenn de fenx € U,

D"f(z) :== D (D" ' f(z)) € L*(X,D).

Asimismo, de existir, denotamos con D" f a la derivada de orden n de f,
D"f:=D (D"flf) U= LMNX,)).

Si D" f existe y es continua en £™(X,)) con la topologia usual de la norma, decimos que

f pertenece a la clase C".

A continuacién introducimos las nociones elementales de optimizacion de funcionales

en espacios normados.

Definicion 2.4. Sea f : «/{ C X — R una funcion continua, con I/ un abierto en X,

= La funcién f posee un minimo (resp. mdximo) local en ug € U, si existe un entorno
V de ug, V C U tal que f(ug) < f(u) (resp. f(ug) > f(u)) paratodo u € V.

= Si la desigualdad es estricta, uy es denominado un minimo (resp. mdximo) local

estricto.

= El punto uy es denominado un minimo (resp. mdximo) global si f(ug) < f(u) (resp.
f(ug) > f(u)) paratodo u € U.

Llamaremos extremos locales alos maximos y minimos locales. La siguiente proposicion

establece una condicién necesaria para la existencia de un extremo local.
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Proposicion 2.5. Sea f : Ud C X — R una funcion continua y diferenciable en ug € U. Si

f posee un extremo local en ug, entonces D f(ug) = 0.

Este criterio no es suficiente. Ademads, si U/ no es abierto, los valores de f en la frontera
de U deben ser examinados por separado. Luego, procedemos a establecer condiciones

suficientes para poder afirmar la existencia de un extremo local:

Definicién 2.6. Sea f : i/ C X — R una funcién continua, con I/ un abierto en X, tal
que f € C2.

= Decimos que u € U es un punto critico de f si D f(u) = 0.

» Siu € U es un punto critico de f, decimos que es no degenerado si D f(ug) define

un isomorfismo entre X' y X',

Proposicion 2.7. Sea f : U4 C X — R doblemente diferenciable en ug € U.
1. Siwug es un minimo (mdximo), entonces D? f (ug)(x,z) > 0 (< 0) para todo v € X.

2. Si ug es un punto critico no degenerado de f y D?f(uo)(z,z) > 0 (< 0) para todo

x € X, x # 0, entonces ug es un minimo (mdximo) local estricto de f.

Por ultimo, exponemos el Teorema de los multiplicadores de Lagrange para espacios

normados, atribuido a Luenberger.

Teorema 2.8 ([94, §9.3, Teorema 1]). Sean f . U4 C X - Ryg: U C X —- R
pertenecientes a C' y supongamos que Dg(ug) # 0, con ug € U. Si f posee un extremo
local en gy sujeto a la restriccion g(u) = 0, entonces se satisfacen las siguientes

condiciones:
1. Df(up)x =0 paratodo x € N(Dg(up));

2. existe (un tinico) \ € R tal que D f(ug) + A\Dg(ug) = 0.

2.1.2| Conjuntos proximinales

Introducimos ahora un concepto de la teoria de aproximacion, sin ahondar con respecto

a esta teorfa. Lo que sigue puede encontrarse en [71]]. Dado un espacio normado (X, || - ||)
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y un subconjunto M de X, denotemos con d(x, M) : X — R* ala distancia entre x y M

con respecto a la norma || - ||:

d(x,M):inf{Hm—mH: meM}.

Definici6n 2.9. Sea M un conjunto no vacio de un espacio vectorial normado (X, || - ||).
El conjunto M se dice proximinal (resp. de Chebyshev), si para cada © € X \ M, el

conjunto de mejores aproximantes de x pertenecientes M,

Au(@) = {ye M : lly—al = d(z, M) },
es no vacio (resp. contiene un solo elemento).

El teorema siguiente proporciona una condicion suficiente para establecer la proximina-

lidad de un conjunto.

Teorema 2.10 ([71, Teorema 4.28]). Todo subconjunto no vacio y débilmente cerrado de

un espacio de Banach reflexivo es proximinal.

La nocién de proximinalidad permite caracterizar a los espacios de Banach reflexivos,

tal y como lo enuncia el siguiente resultado.

Teorema 2.11 ([46, Corolario 2.12]). Si (X, || - ||) es un espacio de Banach, las siguientes

condiciones son equivalentes:
1. X es reflexivo;
2. todo subconjunto no vacio y débilmente cerrado de X es proximinal;
3. todo subconjunto no vacio, cerrado 'y convexo de X es proximinal;

4. todo subespacio no vacio y cerrado de X es proximinal.

2.1.3| Inversas generalizadas y generalidades sobre espacios de Hilbert

Describimos a continuacién algunas nociones elementales acerca de la teoria de inversas
generalizadas en espacios de Hilbert. Para una exposicion mds detallada sugerimos los
libros de A. Ben-Israel y T. N. E. Greville [20], y M. Z. Nashed [103].
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A lo largo de esta subseccion, (H, (-, -)») y (K, (-, - )x) denotardn dos espacios de
Hilbert.

Definicion 2.12. Dado A € L(H, K), definimos la inversa de Moore-Penrose como el

operador densamente definido (no necesariamente acotado)
AT R(A) 4 R(A)* — H,

definido de la siguiente manera; paray € R(A)y z € R(A)*, Af(y + 2) = z donde

x € N(A)* es el tnico vector que satisface que Az = y.

La siguientes proposiciones caracterizan la inversa de Moore-Penrose de un operador

A € L(H,K) cuando éste es de rango cerrado.

Proposicién 2.13. Dado A € L(H,K), si A es de rango cerrado entonces At € L(K,H)

es un operador acotado y de rango cerrado, y ademds

N(A") = R(A)Y y R(A") = N(A)™*.

Proposicién 2.14. Dado A € L(H,K) con rango cerrado, AT es la tinica solucion del

sistema

AXA=A, (AX)'= AKX,
XAX = A, (XA)'=XA.

La inversa de Moore-Penrose (cuando es un operador acotado) es un caso particular de

las inversas generalizadas.

Definicion 2.15. Dados A € L(H,K) y B € L(K,H), decimos que B es una inversa
generalizada de A si
ABA—A y BAB=B.

Al conjunto de inversas generalizadas de A lo denotaremos por medio de G(A).

Las inversas generalizadas guardan una estrecha relacién con el conjunto de proyecciones,

como lo ilustra el teorema a continuacion.

Teorema 2.16. Sea A € L(H,K).
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1. Si B € G(A), entonces AB es una proyeccion (oblicua) con R(AB) = R(A) y BA
es una proyeccion (oblicua) con N(BA) = N(A).

2. A tiene rango cerrado si'y sélo si G(A) # .

3. Si G(A) # @, para cada par de proyecciones oblicuas P € L(K)y Q) € L(H) tales
que R(P) = R(A) y R(Q) = N(A), existe tinico B € G(A) tal que AB =Py
BA=1-0Q.

En particular, si A es de rango cerrado, la inversa de Moore-Penrose es la tnica inversa

generalizada que satisface que las proyecciones del teorema anterior son ortogonales, i.e.
AAT = PR(A) y ATA = PN(A)l-
Mediante proyecciones oblicuas, la inversa de Moore-Penrose permite describir cualquier

inversa generalizada.

Corolario 2.17. Sean A € L(H,K) un operador con rango cerrado, P € L(K) una
proyeccion con rango R(A) y Q € L(H) una proyeccion con rango N(A). Entonces,
B = (I — Q)ATP es la tinica inversa generalizada de A tal que AB =Py BA=1— Q.

Proposicion 2.18. Si A € L(H, K) es un operador de rango cerrado, entonces

|AT] = ml’n{ IB| : B € G(A) }

Por ultimo, exponemos dos resultados elementales que serdn utilizados a lo largo de

toda la tesis.
Proposicion 2.19 ([47], Teorema 2.13). Si S y T son dos subespacios cerrados de ‘H, las
siguientes condiciones son equivalentes:

1. §+ T es cerrado;

2. St + T+ es cerrado.

Si bien la siguiente proposicién la enunciamos para espacios de Hilbert, también es

vélida para espacios de Banach.

Proposicién 2.20 ([106], Corolario 1). Si H, K y € son espacios de Hilbert, y A € L(H, K),
B € L(K,E) son dos operadores de rango cerrado, entonces las siguientes condiciones

son equivalentes:
1. BA es de rango cerrado;

2. N(B) + R(A) es un subespacio cerrado en K.



34 2. Preliminares

pA Espacios de Krein

En esta seccién presentaremos algunos resultados elementales sobre espacios con
producto interno indefinido, centrando nuestra atencién en los espacios de Krein. Se
desarrolla la mayor parte de las pruebas. Para una exposicion mas amplia sobre los temas
aqui desarrollados sugerimos al lector los libros de J. Bognar [25] y T. Ya. Azizov e L.
S. Tokhvidov [14], las monografias redactadas por T. Ando [3] y por M. Dritschel y J.
Rovnyak [52], y el trabajo de J. Rovnyak [[124]].

2.2.1| Espacios con producto interno indefinido

Definicién 2.21. Sea V un C-espacio vectorial. Decimos que una funcién B : V x V — C

es una forma sesquilineal si satisface las siguientes condiciones:
l. B(x + \y,2) = B(z,2) + AB(y,2), VYAeC, Vx,yeV;

2. B(z,y) = B(y,z)*, Vz,yeV.

Definicion 2.22. SiV es un C-espacio vectorial dotado de una forma sesquilineal |-, -] :

V x ¥V — C, decimos que (V, |-, -]) es un espacio con producto interno indefinido.
De aqui en mds (V, [, -|) representard un espacio con producto interno indefinido.

Definicién 2.23. EL espacio con producto interno indefinido (V, —|-, -]) es denominado

el antiespacio de (V, |-, -]).

Dos vectores =,y € V son ortogonales si [x,y] = 0, que anotaremos x [L] y. De la
misma manera, diremos que x € ) es ortogonal a un conjunto M C V (y lo anotaremos
x [L] M) si [z,y] = 0 para todo y € M. Si N' C V es otro conjunto, diremos que
M y N son ortogonales (y lo anotaremos M [ L] N) si [m,n] = 0 para todo m € M
y todo n € N. Por dltimo, si S y T son subespacios ortogonales de K, usaremos la
notacién S [+] 7 para representar el subespacio suma, y si ademds los subespacios tienen

interseccion trivial, lo anotaremos S [+] 7.
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Definicién 2.24. Dado un conjunto M C V), definimos el compaiiero |-, - |-ortogonal de
M como

MH] ::{xGV : x[J_]/\/l}

La siguiente proposicién describe las caracteristicas del compafiero ortogonal de un
conjunto. Omitimos su prueba por ser andloga a la de las propiedades del subespacio

ortogonal en un espacio de Hilbert.

Proposicién 2.25. Sean dos conjuntos M, N C V.
1. MW esun subespacio;
2. M C (MU
3. Si M C N entonces NI € MU,
M+ A C M AN
- M N C (M N)E
si M y N son subespacios, (M + Nt = M A AT

A

S Y

Definicién 2.26. Dado un subspacio S C V, llamaremos parte isotropica de S al subespacio
S":=8nSH,
y diremos que S es no degenerado si S° = {0 }.

Un vector x € V se dice positivo, negativo o neutro de acuerdo con el signo de la
constante real [z, x|, es decir, si [z,z] > 0, [z,2] < 06 [x,z] = 0, respectivamente.
Denotamos con PV al conjunto de vectores neutros de 1V, con P*+ (P~7) al conjunto de
vectores positivos (negativos), y con P* (P7) al conjunto de vectores no negativos (no

positivos).

Un conjunto M C V se dice positivo si los vectores no nulos de M son positivos, i.e.
M\ {0} CP**. Andlogamente se definen los conjuntos negativos, neutros, no negativos
y no positivos. M se dice definido si es positivo o negativo, es semidefinido si es no negativo

0 no positivo, y es indefinido en caso contrario.

Observacion 2.27. Si x € V es un vector positivo (negativo) entonces ax también es

positivo (negativo) para todo a € C, a # 0. Sin embargo, la suma de dos vectores positivos



36 2. Preliminares

puede no ser positiva. Por ejemplo, consideremos el C-espacio vectorial VV = C? dotado

con el producto interno indefinido dado por

(2, y] = 21y] — 22y5, = (21,22),y = (Y1,92) € V.

Consideremos los vectores x = (1,1/2) e y = (—1,1/2); x e y son vectores positivos,
pero
[z 4+y,xz+y]=-1<0.

Proposicion 2.28. Si S es un subespacio indefinido de V), entonces S contiene vectores

neutros distintos del vector nulo.

Demostracion. Dado que S es indefinido, existen . € S tales que [z, 2. ]| > 0y

[z_,x_] < 0. Consideremos la funcién ¢ : [0,1] — R dada por
ot)=[1—-t)ry +te_, (1 —t)zy +tz_], tel0,1].

Dado que ¢ es continua, ¢(0) > 0y (1) < 0, por el Teorema del Valor Intermedio existe
to € (0,1) tal que p(ty) = 0. Luego, el vector g = (1 — tp)xy + toz— € S es neutro,
y ademds, dado que por la Observacion [2.27|z y z_ son linealmente independientes,

Proposicion 2.29 (Desigualdad de Cauchy-Bunyakowski-Schwarz). Si S es un subespacio

semidefinido de V, entonces

[z, y]° < [z,2]y,y], paratodosz,y€S.

Demostracion. Supongamos que S es no negativo, y sean z,y € Sy «, 8 € C. Luego,

0<[ax+ By, ar+ Byl = |af* [z, 2]+ |8 [v,y] +2Re[z,y]
(et [ 3])
[z,9) vyl (8] 18] )

donde (-, -) representa el producto interno usual en C2. Entonces,

0 < det [[x,a:] [y,x}] o) [y] - | [59]].
[z,y] [y,v]
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Para el caso en que S es no positivo, se procede de la misma manera considerando que S

es un subespacio no negativo del espacio con producto interno indefinido (V, —[-, -]). O

Corolario 2.30. Si S es subespacio semidefinido de V, S° coincide con el conjunto de

vectores neutros de S, i.e. S° = {x €S :[z,x]=0 }

Demostracion. Sea y € S, y # 0 un vector neutro, i.e. [y,y]| = 0. Entonces, por la

Proposicion [2.39]
|[z,y]| <[z,z][y,y] =0, paratodoz € S.

Luego, z € SY. La otra inclusién es trivial. L]

Si S es un subespacio definido, entonces S es no degenerado. No obstante, también

existen subespacios indefinidos y no degenerados.

Ejemplo 2.31. Sea V el espacio de sucesiones de niimeros complejos con una cantidad

finita de coordenadas no nulas, dotado con el producto interno indefinido |-, -] dado por

[z.y] = —210f + >z, = (Tn)nen, ¥ = (Yn)nen € V.
n=1
Si § = span{ej, ey}, entonces S es un subespacio indefinido (pues e; es negativo
y ey es positivo). Ademds, S es no degenerado. De hecho, si * = (z,)neny € SHI,
tenemos que [x,e;] = [z,e5] = 0y esto implica que S C span{e; : k> 3}. Luego,
SnSH ={o}.

Definicién 2.32. Dados dos espacios con producto interno indefinido (Vi,[-, -]1) y
(Va, [+, +]2), decimos que V; y V, son isométricamente isomorfos si existe un operador

lineal biyectivo 1" : V; — V), tal que
(z,y], =[Tx,Ty],, paratodosz,y € V).

El operador 71" es denominado isomorfismo isométrico entre V; y V.

Por ultimo, exponemos un resultado de [14, Capitulo 1, §1] que serd fundamental para

todo el desarrollo de la tesis.
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Lema 2.33. Sean (V1,[-, -|1) un espacio con producto interno indefinidoy (Va, [+, - |2)
un espacio con un producto interno arbitrario. Si la transformacion lineal T' : V| — Vs

satisface que T(PY) C Py, entonces

[Ty Ty, _ [T=T2],
[?J)y]l N [Z,zh

, paratodosy € Py, z€ Py, (2.1)

Ademds, en este caso

, Tz, Tz Ty, Ty
p(T) = mﬂg y p-(T):= sup Tv. Ty},
Pt [2,2] yePT ™ v,y ]y

existen, i (T) < py(T), y para cualquier jn € [pu_(T), us(T)] se cumple la siguiente
desigualdad:
[Tz, Tx], > plx,x],, paratodox € V.

Demostracion. Consideremos vectores y € Py~ y z € P tales que [y,y], = —1y
[z, 2], = 1. Probaremos que — [Ty, T'y ], < [T'z,T%],. Supongamos que — [Ty, Ty |, >
[Tz,Tz],,y dado un ¢ € [0,2m), definamos el vector xy = €"?y + z. Luego,

(20, 0], = 2Re (¢ [y, 2],) ,
y ademads
[Txo, Txoly = [Ty, Tyly+ [T2,Tz],+2Re (¥ [Ty, Tz],) <2Re (e [Ty, Tz],).

Sin embargo, podemos escoger ¢ € [0,27) de forma que Re (e [y,z],) = 0y
Re (e [Ty, Tz],) < 0. En este caso, resulta que [zg,20], = 0y [Txo,To], < 0,
contradiciendo la hipétesis, y probando asi (2.1).

Para completar la prueba, de (2.1) es inmediato que p_ y p, estdn bien definidos,
y que ademds p_ < p,. Ahora sea p € [u_,py] y consideremos un =z € V. Si
xv € P ie. [x,x], = 0,dado que T(PY) C P, [Tz, Tx], > 0,y consecuentemente
[Tz, Tz, > p[x,z], =0.Sixz e Py, por 2.0),

[Tz, Tx],

P py <
[(L’,ZL’]I

yentonces [Tz, Tx |, > pu[x,x],. Una consideracién andloga parael casoenque z € P;

completa la demostracion. [
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2.2.2| Espacios de Krein

La definicion de espacio de Krein estd formulada de manera tal que la clase de espacios
de Krein contiene a los espacios de Hilbert, a los antiespacios de espacios de Hilbert, y
es cerrada al considerar sumas directas ortogonales. Esta es la familia mds pequefia de

espacios con producto interno indefinido con estas propiedades.

Definicién 2.34. Dado un espacio con producto indefinido (V, [ -, -]), si existen subespacios

V. C V tales que V. es positivo, V_ es negativo, V, y V_ son ortogonales y
V=V, [V 2.2)
decimos que (2.2)) es una descomposicion candnica de V.

Si un espacio con producto interno indefinido (V, |-, -]) admite una descomposicén

canénica (2.2)), entonces (V, [+, -]) y (V—, —[-, -]) son espacios pre-Hilbert.

Definicién 2.35. Un espacio con producto interno indefinido (/C, [ -, - |) es un espacio de

Krein, si admite una descomposicién candnica

K=Ky [+HK-,
donde K+ C K son subespacios tales que (K, [ -, - ])y (K_,— -, - |) son espacios de
Hilbert.
Dado un espacio de Krein (I, [, -]), si K es definido entonces (/C, |-, - ]) es un espacio

de Hilbert (o el antiespacio de un espacio de Hilbert). Por otro lado, si K es indefinido,

entonces existen infinitas descomposiciones canénicas de K.

Cada descomposicion canénica de un espacio de Krein permite dotarlo de un producto

interno definido, y una estructura de espacio de Hilbert.

Definicién 2.36. Dado un espacio de Krein (/C,[-, -]) con una descomposicién cand-
nica K = K, + K_, definimos sobre K el producto interno definido asociado a esta

descomposicién como

<I,y> - [x-l-ay—l-] - [x—ay—]v $:$++x—ay:y++y—7$i E’C:Izay:t elc:t-
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Asimismo, diremos que (IC, (-, -)) es el espacio de Hilbert asociado a esta descompo-

P o) . 1/2 .
sicién canénica, y nos referiremos a ||z|| = (z,z)"* como la norma asociada a esta
descomposicion.
Dado un espacio de Krein (/C, [+, -]) con una descomposicién canénica K = Ky + K_,

es inmediato que K, y K_ son ortogonales con respecto al producto interno definido
asociado a esta descomposicion. De hecho, el espacio de Hilbert asociado es el espacio
producto (K4, [, ]) ® (K_, —[+, -]), donde el simbolo ¢ representa la suma ortogonal

con respecto al producto interno definido asociado.

Definicion 2.37. Dado un espacio de Krein (K, [ -, - ]) con una descomposicion candnica
K = K, + K_, el operador definido en K mediante

Jr=x, -2, rx=x,+x_,v4 € K4,
se denomina simetria fundamental asociada a esta descomposicion candnica.

Si K = K, 4 K_ es una descomposicién canénica del espacio de Krein (IC, [+, -]), la
simetria fundamental .J asociada a esta descomposicion es un operador acotado con respecto
a la topologia del espacio de Hilbert asociado (K, (-, -)). Ademds J = J~! = J* (donde
el simbolo * representa al adjunto con respecto al producto (-, -)), con K+ = N(I F J),

y para cualquier par de vectores .,y € I,

(v,y)=[Jr,y] y [zy]=(Jry).

Nos referiremos a .JJ también como una simetria fundamental de K.

Observacion 2.38. Si (IC, (-, -)) es un espacio de Hilberty J € £(K) es una simetria

(i.e. J = J~' = J*), definiendo el producto interno indefinido |-, -] en K como
[z.y]=(Jz,y), wzyek,

resulta que (KC, [, -|) es un espacio de Krein con descomposicién canénica
K=N{I-J)[+NI+J),

y J es una simetria fundamental de /.
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Proposicion 2.39 (Desigualdad de Cauchy-Bunyakowski-Schwarz generalizada). Si (IC, |-, -])

es un espacio de Krein,
[Tz, y]l < Nzl lyll, paratodosx,y € K,

donde || - || denota la norma asociada a alguna descomposicion candnica de K.

Demostracion. Dada una descomposicion candnica de K, sea J la simetria fundamental
asociada y denotemos con || - || a la norma asociada. Si x,y € K, considerando que .J es un

operador unitario,

Lyl = [{Jzy) | < Tzl lyll < flzll lyll -

Observacion 2.40. La Proposicion establece que en un espacio de Krein (I, [-, -]),
el producto interno [ -, -| es una funcién continua con respecto a la topologia inducida por

toda norma asociada a una descomposicién canénica de K.

Proposicion 2.41. Dado un espacio de Krein (K, [-, -]), sean Jy (-, -) la simetria fun-
damental y el producto interno definido, respectivamente, asociados a una descomposicion

canonica de K. Si M es un subconjunto de IC, se satisfacen las siguientes condiciones:
1. M = J(MY) = J(M)L;
2. MW = (span M) = (span M)
3. (MUY = span M;

donde 1 denota la ortogonalidad con respecto a (-, -) y las clausuras se consideran con

respecto a la topologia del espacio de Hilbert (IC, (-, -)).

Como hemos mencionado, un espacio de Krein (que no sea un espacio de Hilbert ni
antiespacio de un Hilbert) tiene infinitas descomposiciones canénicas diferentes y, por lo
tanto, infinitos espacios de Hilbert (y normas) asociados diferentes. Sin embargo, todas

ellas son isomorfas.

Teorema 2.42. Sea (IC, |-, -]) un espacio de Krein que admite dos descomposiciones

canonicas,

K=K, [HK vy K=K, [H K.
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Denotemos con || - ||1 y || - ||2, respectivamente, a las normas asociadas a estas descomposi-

ciones. Sea S : Ky — K!,_ definido por

Sixy =2, sivy e Kyywy =2 +2° cona, € K, (2.3)
ysea S_ : K_ — K' definido por

Sy =y, siy-e€K_ey =y, +y cony, €Kl (2.4)
Entonces S+ es un isomorfismo entre los espacios de Banach (K, || - ||1) ¥y (KL, || - ||2)-

Demostracion. Probaremos el resultado para el caso en que K es separable. En primer
lugar, procedemos a mostrar que S tiene grafico cerrado. Consideremos una sucesion
((zn, Syn)), o en el grifico de S, y vectores z € Ky e y € K, tales que z,, — =y
S, x, — y. Paracadan € N escribamos z,, = x;” + z,, con zt € K., luego Sz,, = z;.
Veamos ahora que x —y € K. Para todo n € N, z,, — S,x, = z,, € K'_. Entonces,
considerando que |-, -| es una funcién continua con respecto a las dos normas, || - ||; y

|| - |2, para todo z € K, se cumple que
0=z, — Siz,) = [2,2 —y].

Luego, z — y € (K, )Yl = K’_, y en consecuencia la representacién de  de acuerdo a la
descomposicién K = K/, [+] K" resulta x = y + (z — y). Por lo tanto, y = Sz, y entonces

el Teorema del gréfico cerrado afirma que S, es un operador acotado de (K5, || - ||1) en
(K [ Ml2)-
Ahora, mostraremos que S es inyectivo y de rango cerrado. Sea x € K, y escribamos

r=2x4+x_conzy € K. Luego, considerando que x, [L]x_y[z_,x_] <0,
2]} = [24 + - 2p + 2] < [2g, 24 ] = l2i |5 = [|Shall3.

Entonces, S es acotado inferiormente.

Por tltimo, veamos que S, es también sobreyectivo. Supongamos que existe y € K,
tal que y[L] R(Sy). Sea x € K, y escribamos © = z, + z_ con z+ € K/.. Luego,
dado que xy = Sz, [z,y] = 0. Entonces, y € (ICJF)M = K_, y consecuentemente
y € K_NK' = {0}. Entonces, considerando que (K',, -, -]) es un espacio de Hilbert,
hemos probado que R(S. ) es denso en K.

Aplicando el mismo procedimiento para el operador S_ se completa la demostracién. [
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Como consecuencia del teorema anterior, probaremos que todo par de normas asociadas

a dos descomposiciones candnicas de un espacio de Krein son equivalentes.

Teorema 2.43. Dado un espacio de Krein (K, |-, -|) que admite dos descomposiciones

canonicas,

K=K, [HK. vy K=K, [HK.,

las normas asociadas a estas descomposiones son equivalentes.

Demostracion. Denotemos con || - ||1y || - ||2 a las normas asociadas a las descomposiciones
K=K+ K_-yK=K,[+] K", respectivamente. Representemos a un vector z € K
arbitrario como

r=xy+o_ =2 41,

conxy € Kya, € K/.. Sean S, y S_ los operadores definidos por (2.3) y (2.4),
respectivamente, luego x4 = S,z + ([ — Sy)zy yo. = (I — S )x_ + S_x_, con
Sixy, (I =S )x_ e KLy (I —Sy)ry,S_x_ € K. Porlo tanto,

o =Sz + ([ —S-)z_,
= —-8 )xy +S_z_.

Entonces, considerando que S, y S_ son acotados,

212 = lISsas + (I = S-)a—[l3 + (1 = Sy )as + S_a—|l3
< A (ISPl 1T + 1 = S=1Plle-N1T) +4 (1 = Se Pl 13+ IS-1*lz-1I7)

< de (ol + lz-lf) = dell=[l7,

donde ¢ = mitx { |52 + |17 — S, [T — S_| + [|S_|1* }.
Invirtiendo los roles de las descomposiciones canénicas y aplicando el mismo procedi-

miento, se obtiene la otra desigualdad, i.e. ||z||; < M]||z||2 para algin M > 0. O

Dado que las normas asociadas a diferentes descomposiciones candnicas de un espacio

de Krein son equivalentes, todas ellas inducen la misma topologia.

Definicién 2.44. La topologia de la norma de un espacio de Krein /X, es la topologia

inducida por la norma asociada a una descomposicién canénica de /.

Observacion 2.45. Dados un espacio de Krein (K, [-, - ]c) y un espacio con produc-

to interno indefinido (H,[-, -]%), si K y H son isométricamente isomorfos, entonces
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(H,[-, -]2) es un espacio de Krein. Efectivamente, sea 7" : K — H un operador biyec-
tivo tal que [z,y], = [T, Ty],, para todos z,y € K. Si K = K [+]x K_ es una
descomposicién candnica de K, con K, y K_ positivo y negativo, respectivamente, luego

H=T(K;)[HxT(K-)

es una descomposicion canénica de H. Ademds, 1" es un isomorfismo isométrico entre
el espacio de Hilbert (K., £[-, -]x) y el espacio pre-Hilbert (7'(K),+£[-, - ]x), i.e.
(T'(K+), %[, -]3) resulta ser un espacio de Hilbert.

2.2.3| Operadores sobre espacios de Krein

Procedemos aqui a introducir algunos aspectos sobre la teoria de operadores en espacios
de Krein, si bien no nos adentraremos en la descripcion de las diversas clases de operadores.
Las nociones de convergencia y continuidad que aparezcan en el resto de esta seccion
corresponden a la topologia de la norma, a menos que se haga explicito el uso de otra

topologia.

Al espacio de operadores acotados entre dos espacios de Krein H y K lo denotaremos
L(H,K), de la misma forma que lo hacemos para espacios de Hilbert. Recordemos que si
H = K, reemplazaremos L(H,H) por L(H).

Notemos que, dado un espacio de Krein K y fijada una descomposicién candnica de
IC, si dotamos a K de la topologia de la norma, éste resulta, como espacio topolégico,

indistinguible del espacio de Hilbert asociado a esa descomposicion.

Luego, la norma de operadores entre espacios de Krein se define de la misma forma que

para los espacios de Hilbert, considerando la topologia de la norma.

Definicién 2.46. Dados dos espacios de Krein (K, [+, - ]x) y (H,[, -]n), dado A €
L(H,K), si denotamos con || - ||z ¥ || - ||x a dos normas asociadas a descomposiciones
candnicas de H y IC, respectivamente, definimos la norma del operador A (y la anotaremos

| Al]) como
|Al| = sup [|Az|[k.

=]l =1

A esta norma la llamaremos norma de operadores.
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Observacion 2.47. Dados dos espacios de Krein H y K, todo par de normas de operadores
para L(H, K) son equivalentes, por lo tanto tenemos una tnica topologia (de la norma)
para L(H, K). Las topologias fuerte de operadores (SOT) y débil de operadores (WOT) se

definen para £L(H, K) de la misma manera que para espacios de Hilbert.

Proposicion 2.48. Dados dos espacios de Krein (IC, [+, -|x) y (H,[-, - |n), si dotamos al
, entonces (L(H,K), || -

espacio L(H, K) con la norma de operadores || - ||) resulta un

espacio de Banach.

Pueden enunciarse para espacios de Krein muchos de los resultados cldsicos de teoria de

operadores en espacios de Hilbert. Por ejemplo:

= El Teorema del Grafico Cerrado: un operador lineal de un espacio de Krein 4 en un
espacio de Krein K, definido en todo = € H, es continuo si y sélo si tiene el grafico

cerrado.

= El Teorema de Representacion de Riesz: todo funcional lineal continuo ¢ sobre un

espacio de Krein /C es de la forma

para un tnico y € K.

Como consecuencia del Teorema de Representacion de Riesz, tenemos la siguiente

definicion. De aqui en més, (H, [, -|») y (K, |-, - k) denotardn dos espacios de Krein.

Definicién 2.49. Dado un operador A € L(H, K), llamamos operador adjunto de A (y lo

anotaremos con A*) al tinico A* € £(K,H) que satisface que

[Az,y ], = [:E,A#y} paratodos x € H, y € K.

o

Dado A € L(H,K), si Jy y Jx son dos simetrias fundamentales de H y /C, respectiva-
mente, entonces
A* = Jy A k. (2.5)

En efecto,siz € Hey € I,
[Az,y ] = (JcAz,y ) = (2, AJky )y = [@, JnA Iy ly, -

De (2.3), se sigue que A¥ es de rango cerrado si y solo si A es de rango cerrado.



46 2. Preliminares

Las siguientes dos proposiciones describen las caracteristicas bdsicas del operador
adjunto. Omitimos sus pruebas, por ser andlogas a las de las caracteristicas del operador
adjunto en un espacio de Hilbert.

Proposicion 2.50. Sean H, K y £ tres espacios de Krein. Si A,B € L(H,K)y C €
L(K,E), entonces:

1. (A+aB)* = A* + o*B#, Va € C;
2. (CAY#* = A#C#;
3 (AF)F = A,

Proposicion 2.51. Si A € L(H, K), entonces

N(A#) = R(A)M.

Ademas, si S es un subespacio de H,

AS)H = (a#)t (S (2.6)

El siguiente teorema provee de una descomposicion muy util para operadores A €
L(H, K) que satisfacen que A = A%,

Teorema 2.52 (Factorizacién de Bognar-Kramli). Si A € L(K) es tal que A% = A,

entonces existe un espacio de Krein (D, [, -|p), con D = R(A), y un operador inyectivo

D € L(D,H) tales que A puede factorizarse como
A= DD*.

Demostracion. Sean Jy (-, -) una simetria fundamental y un producto interno definido,
respectivamente, asociados a una descomposicion candnica de K. Considerando que de
@23) A = A#* = JA*J, es facil ver que el operador AJ € L(K) es autoadjunto en
(K, (-, -)). Enefecto, siz,y € K,

(AJz,y) = (z, JA"y) = (x, JA JJy) = (x, AJy) .
Ahora, observemos que

N(AJ)" = J(N(A)*" = N(A)H = R(A).
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Luego, considerando la descomposicién polar de A.J, podemos escribir

AJ = PU =UP,

donde P € L(K)" con R(P) = R(A), y U es una isometria parcial autoadjunta en

(K, (-, -)), con R(A) como espacio inicial y final. Denotemos D = R(A). El operador
Jp=U ‘D es una simetria en el espacio de Hilbert (D, (-, -)). Entonces, definiendo el

producto interno indefinido [ -, - ], en D como

[x7y]D:<JDx7y>7 mayepa

resultaque (D, |-, - |p) es un espacio de Krein. Sea D : D — K el operador lineal definido
por
Dz = PY?z, zeD.

Este operador es acotado, i.e. D € L(D,K), y por @3) D¥* = JpPY2] = UPY?J.

Luego, dado que U y P conmutan,
DD#* = PV2UpPY2] =UPJ = (AJ)J = A.

Por dltimo, N(D) = N(P)ND = N(AJ)NN(AJ)t ={0}. O

2.2.4| Subespacios uniformemente definidos

Si S es un subespacio positivo de /C, entonces (S, |-, -]) es un espacio pre-Hilbert
(andlogamente, si S es negativo, entonces (S, —[-, -]) es un espacio pre-Hilbert). La
pregunta acerca de qué condiciones debe satisfacer S para que (S, [+, -]) resulte un espacio

de Hilbert da lugar a la siguiente definicion.

Definicién 2.53. Un subespacio S de K es uniformemente positivo si existe o > 0 tal que
[2,2] > alz||?, paratodox € S,

donde || - || denota la norma asociada a alguna descomposicién candnica de K.
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Andlogamente, S es uniformemente negativo si existe o« > 0 tal que

[z,2] < —a||z|?>, paratodox € S.

Es importante destacar que estas nociones son independientes de la norma elegida.

Llamaremos subespacios uniformemente definidos, a los subespacios uniformemente

positivos y a los uniformemente negativos.

Si S es un subespacio uniformemente definido de K, y M C S es un subespacio,

entonces M es uniformemente definido.

Proposicion 2.54. Si S es un subespacio definido de IC de dimension finita, entonces S es

uniformemente definido.

Demostracién. Supongamos que S es un subespacio positivo. Considerando que [z, 2]/2,

x € §, define una norma en S, el resultado se sigue inmediatamente del hecho de que

todas las normas definidas en un subespacio de dimension finita son equivalentes.

El mismo argumento se utiliza si S es negativo, con la norma (— [z, z])"/2,r € S. [

Proposicion 2.55. Dado un subespacio S de IC, S es uniformemente definido si y solo si

S es uniformemente definido.

Demostracion. Este resultado es una consecuencia inmediata de la continuidad de [-, - |

con respecto a la topologia de la norma, establecida en la Observacion [2.40} [

Proposicion 2.56. Sea S un subespacio cerrado y positivo (negativo) de K. Luego, S es

uniformemente positivo (negativo) si'y solo si (S,[-, -]) ((S,—[-, -])) es un espacio de
Hilbert.

Demostracion. Supongamos que S es positivo y denotemos con || - || a la norma inducida
por |-, -] en este subespacio: [|z|| = [z, 2]"?, # € S. Y denotemos con | - || a la norma

asociada a alguna descomposicion canénica de K. Por la Proposicion [2.39] |[|z|| < ||z||
para todo x € S; ademds, (S, || -||) es un espacio de Banach.

Si suponemos que S es un subespacio uniformemente positivo, entonces las normas ||| - ||

y || - || son equivalentes en S, y en consecuencia (S, [+, -|) resulta un espacio de Hilbert.

Para el reciproco, supongamos que (S,[-, -]) es un espacio de Hilbert. Dado que

||| < ||z|| paratodo x € S, la aplicacién identidad I : (S, |- ||) — (S, || - |[|) es acotada.
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Luego, dado que (S, ||-|I) y (S,||-||) son espacios de Banach, por el Teorema de la
aplicacion abierta, la inversa I’ : (S, ||-||) — (S, || - ||) también es acotada y, por lo tanto,

existe a > 0 tal que ||z|| < «af|z|| para todo x € S. Entonces,
[z,2] = ||z]|* > o?||z||>, paratodoz € S,

i.e. S es uniformemente positivo.

La prueba es andloga para el caso en que S es un subespacio negativo. U
Teorema 2.57. Sea S un subespacio indefinido de un espacio de Krein (IC, [, -]). Luego,
(S,]-, -]) es un espacio de Krein si 'y sélo si S admite una descomposicion candnica

S = S—l— [-l_] 8—7

siendo S+ subespacios cerrados y uniformemente definidos.

Demostracion. En primer lugar, supongamos que S se puede descomponer como S =

S, [+] 8-, con S, subespacios cerrados tales que S, y S_ son uniformemente positivo

y negativo, respectivamente. Por la Proposicién (Se, [+, Dy (S_,—[,]) son
espacios de Hilbert, y consecuentemente (S, |-, -]) es un espacio de Krein.
Ahora, supongamos que (S, [+, -|) es un espacio de Krein, y consideremos una descom-

posicién canénica S = S, [+] S_, donde S, y S_ son positivo y negativo, respectivamente.
Veamos que estos subespacios son cerrados. Lo haremos para el caso en que K es se-

parable, pero puede demostrarse de forma similar para el caso general. Denotemos con

|| - || a la norma asociada a esta descomposicion, y con || - || a la norma en S, dada por
llz|| = [=,2]/?, + € S;. Notemos que, dado que (S,,[-, -]) es un espacio de Hilbert,
(S4, I 1I) es un espacio de Banach. Sea x € S, existe (7, )nen C S, tal que ,, I,
De la Proposicion [2.39

Iz = 2ol = [ — 2, @ — ,]"* < ||z — z,||, paratodon € N.

- L
Entonces, r,, — z, y consecuentemente z € S, . La Proposicién [2.56|afirma entonces

que S, es uniformemente positivo. Con el mismo procedimiento aplicado al subespacio

S_ se completa la prueba. [
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2.2.5| Subespacios regulares

Dado un subespacio S de IC, en general (S, |-, -]) puede no ser un espacio de Krein.
Asimismo, su compaéro ortogonal S*! no es necesariamente un complemento de S. Nos
disponemos ahora a analizar la relacién entre S 'y S, y caracterizar el caso en que
estos dos subespacios son complementarios, asi como el caso en que (S, [+, -|) resulta un

espacio de Krein.

Proposicion 2.58. Si S es un subespacio cerrado de K, entonces:
1. (SHo = 89
2. (SO =8 4 S,

Demostracion. Por la Proposicién [2.41]

(SHEHY =800 (SHhH = s ns = 8.

Haciendo uso de las Proposiciones [2.25]y [2.41]
S+ Zsn (S = stns = 8,
y consecuentemente (S°)H = ((S + SH)IH) oSS O

Proposicion 2.59. Dado un subespacio cerrado S C I, si Jy (-, -) son la simetria fun-
damental y el producto interno definido, respectivamente, asociados a una descomposicion

candnica de K, entonces

K= (S+8T) @ I(s),

donde @ denota la suma ortogonal con respecto a (-, - ).

Demostracién. Considerando que S es cerrado, por la Proposicién (SHH = J(8%)+.
Ademds, dado que J es un homeomorfismo, J(S) es cerrado. Luego,

= (S @ J(8") = (S+SH) & J(S°). -

Mediante estas dos proposiciones podemos caracterizar los subespacios cerrados y no

degenerados.
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Proposicion 2.60. Si S es un subespacio cerrado de K, entonces S es no degenerado siy
sélo si K = S + SH.

Demostracion. El resultado se sigue de la Proposicion[2.59] y del hecho de que, si J es

una simetria fundamental de K, S° es no degenerado siy sélo si J(S%) = {0}. O

A continuacién definimos aquellos subespacios que son complementarios a su compafiero

ortogonal.

Definiciéon 2.61. Dado un subespacio S C K, decimos que S es regular si

K=8+SH.

Proposicion 2.62. Si S es un subespacio regular de IC, entonces:
1. S es cerrado y no degenerado;

2. SW es un subespacio regular.

Demostracién. Supongamos que K = S + SH. Seaz € S\ S, y escribamos z = 3 + z
cony € Sy z € SH. Luego, haciendo uso de las Proposiciones yR.41

z:x—yesm03:3[%(8“})“} _ (5+5u]>m —{0}.

Consecuentemente, S es cerrado. La Proposicién asegura entonces que S es un

subespacio no degenerado. Finalmente, el que S'*! sea también regular es una consecuencia
de que (SHHH = S. O

Observacion 2.63. Si S es un subespacio regular de /C, entonces

K =8+ SH.

El siguiente teorema caracteriza los subespacios regulares.

Teorema 2.64. Sea S un subespacio no trivial de K. Las siguientes condiciones son

equivalentes:
1. S es regular;

2. (S,[, -]) es un espacio de Krein;
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3. existe un operador idempotente Q) € L(K) tal que Q% = Qy R(Q) = S.

Demostracion.

1.++3. Supongamos que S es un subespacio regular, luego X = S 4 SI. Entonces,
considerando que por la Proposicién@s es cerrado, la proyeccion oblicua ) := Pg/ /511
es un operador acotado. Finalmente, dados x, y € /C, escribamos z = x1 +x2ey = y1 + o

conzxy,y; €ESYxa,Ys € SHI. Luego,

[Qr,y] = [z, 01 + 2] = [z, m] = [21 + 22,01 ] = [7,Qy],

de donde se desprende, por la unicidad del operador adjunto, que @ = Q.

Para el reciproco, supongamos que existe una proyeccién ) € £(K) tal que Q = Q* y
R(Q) = S.Luego, K = S+ N(Q),y ademids (I —Q)* = I —Q.Dado = € K, escribamos
r=y+zcony € Sy z € N(Q). Entonces,

0=[I-Q)s,z]=[s,(I —Q)x]=][s,2z], paratodos e S.
En consecuencia, z € S,y 2 € S + S, Dado que = € K es arbitrario, K = S + S,

3.—2. Sea Q € L(K) una proyeccién oblicua tal que Q = Q¥ y R(Q) = S. Por el
Teorema existe un producto interno indefinido | -, - |s tal que (S, |-, - ]s) s un espacio
de Krein, y un operador inyectivo D € £L(S, K) tal que Q = DD#. Dado que Q* = Q,
tenemos que

DD*DD* = DD¥.

Como D es inyectivo, D tiene rango denso en S, y consecuentemente DD# D = D.
Luego, D(D#D — Is) = 0,y en consecuencia D¥ D = 5. Ademds, R(D) = R(DD#*) =
R(Q) = S. Entonces, dado que

[z,y] = [D#Dx,y} = [Dxz,Dyls, paratodosz,y € S,

D es un isomorfismo isométrico entre el espacio de Krein (S, |-, -]s) y el espacio con
producto interno indefinido (S, [ -, -]). Por lo tanto, por la Observacion[2.43] (S, [-, -]) es

un espacio de Krein.

2.—1. Supongamos que (S, [, -]) es un espacio de Krein, y consideremos una descompo-

sicién canénica S = Sy [+] S_, tal que (S+, £[-, -]) es un espacio de Hilbert. Sea z € K
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arbitrario, y definamos el funcional ¢, : S, — C dado por

@I(y‘f‘):[y"r?x]; y+€8+

Este funcional es acotado. Para ver esto, denotemos con || - || a la norma en S asociada a la
descomposicién canénica S = S, [+] S_, y notemos que [y, ¥ ]1/ > = ||y || para todo
y+ € S4. Entonces, por la Proposicion [2.39]
ot () [ =1Ly ]| < llysll 2l = N2 [ys ve ]2

Por el Teorema de Representacion de Riesz, existe un tnico z € S, tal que [y, x| =
[y4,xy ], paratodo y, € S,. Mediante el mismo procedimiento aplicado al espacio de
Hilbert (S_, —[-, -]), obtenemos que existe un dnicoz_ € S_talque [y_, x| = [y_,z_],
paratodoy_ € S_. Denotemos 7o = . +x_ € S.Dadoy € S, escribamos y = y, +y_
con y£ € S;. Luego,

ly,z] = [y, o]+ [y, 2] = [y, 2 |+ [y, 2] = [y, 70].

Por consiguiente, z — zo € S, y consecuentemente = € S+ S, Dado que « es arbitario,

la prueba queda completa. [

Las proyecciones que se mencionan en el Teorema [2.64] son denominadas proyecciones
J-autoadjuntas (i.e. autoadjuntas con respecto a |-, -]). Estas proyecciones han sido

estudiadas en la literatura cdsica [14, 23], y més recientemente en [40, [/2} 935]].

Corolario 2.65. Si S es un subespacio de dimension finita de K, entonces S es regular si

y solo si S es no degenerado.

Demostracién. Dado que S + S es cerrado, el resultado se sigue de la Proposici(’)nm
y el Teorema [2.64] O

Como consecuencia del teorema anterior y de la Proposicion[2.56/obtenemos el siguiente

resultado.

Proposicion 2.66. Dado un subespacio S cerrado y definido de IC, S es regular si y solo

si es uniformemente definido.
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Demostracion. Supongamos que S es un subespacio positivo. Entonces, (S,[-, -]) es
un espacio de Krein si y s6lo si es un espacio de Hilbert. Luego, la equivalencia es una

consecuencia de la Proposicion [2.56]y el Teorema [2.64]

Si S es negativo, la equivalencia se prueba de forma andloga, considerando que S es un

subespacio positivo del espacio de Krein (IC, —[-, -]). O

2.2.6 | Subespacios pseudo-regulares

Introducimos aqui una dltima clase de subespacios. Habiendo ya analizado aquellos
subespacios S que satisfacen que la suma S + S es todo el espacio K, consideramos

ahora aquellos tales que esta suma es al menos cerrada.

Definicién 2.67. Decimos que un subespacio S cerrado de K es pseudo-regular si S + S

es un subespacio cerrado.

Proposicion 2.68. Si S es un subespacio de IC, S es regular si 'y sélo si S es pseudo-regular

y no degenerado.

Demostracion. Esta equivalencia es una consecuencia inmediata de las Proposiciones [2.60]

y[2.62 0

El siguiente teorema compila diversas caracterizaciones de la pseudo-regularidad
que se encuentran diseminadas en la literatura y en diferentes articulos cientificos, ver
(14,115,162, 84, 196].

Teorema 2.69. Si S es un subespacio cerrado y no trivial de K, las siguientes condiciones

son equivalentes:
1. S es pseudo-regular;
(SO = 8 4 S
existe un subespacio regular R C K tal que S = R [+] S’
5i S = M+ 8° con M un subespacio de K, entonces M es regular;

existe un subespacio N' C K regular tal que S C Ny S® = N'n SH;

SN R WD

existe un operador idempotente Q € L(K) tal que Q% Q = QQ% y R(Q) = S.
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Demostracion.

1.<+2. Esta equivalencia es una consecuencia de la Proposicién [2.58]
1.—3. Consideremos una simetria fundamental .J, y un producto interno ( -, - ), asociados
a una descomposicion canénica de K. Por la Proposicién [2.59]

K=(S+SMass)=secs)aesHae s, 2.7)

donde @& y © denotan, respectivamente, la suma y resta ortogonales con respecto a (-, ).
Denotemos R = S©SY = SN (S8)+, y observemos que S = (S68Y) [+] S = R [+] S°.
Haciendo uso de la Proposicién [2.41}

RE = SHI 4 (SO)LHL = ST+ J((80)LL) = SH 4 J(S89). (2.8)

De 2.7) y (2.8) se sigue que R + R* = K, i.e. R es un subespacio regular.

3.—2. Dado que por la Proposicion m (SHH = S 4 S, basta con probar que
(SO € &+ SH. Sea z € (8% y escribamos v = 2 + 13 conz; € R C Sy
Ty € R Luego, considerando que z; [ 1] S?, si y € S° entonces

0= [y,l’] = [y’xl +m2] = [yva]'
En consecuencia, 25 € RM N (SO = (R + 8™ = SH. Luego, z € S + S,
3.—4. Consideremos el operador 7' : R — M dado por
Te=vy, z=x+T=y+y€S,sE€R, yeM,z,57¢€S8"

Es inmediato que T es biyectivo. Dados z1, 75 € R, seany; € My 71, 7, € S° tales que
T+ T =Y+, ysean yo € My To, 7> € SO tales que x5 + o = ya + . Luego,
Txy =y, y Txo = 1y, y considerando que R [ L] Sy M [1] S,

(21,22 =[21+ T, 20+ T2 = [y1 + 01, 02+ 02| = [Y1,y2 ] = [Txy, T ].

En consecuencia, 7" es un isomorfismo isométrico entre (R, [-, -]) y (M, [, -]). Porel
Teorema [2.64] y la Observacion M es entonces un subespacio regular de K.

4.—3. Es trivial, considerando que S puede descomponerse como S = (S © 8%) [+] S,
donde & denota la resta ortogonal con respecto al producto interno definido asociado a una

descomposicién candnica de /C.
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3.—5. Dado que S es pseudo-regular, S también lo es. Luego, sea 7 un subespacio
regular tal que S = T [4] S°. El subespacio V' = T4 es regular, y satisface que
S C N. Ademds,

SO = (T+8) st =N (S+sH)nsH = NSt

5.—1. Seaz € SM y escribamos © = 2, + 25 con 1, € Ny 2, € N, Luego,
0 =[y,z] = [y, 1] para todo 3y € S. Consecuentemente, z; € NN SH = S, y asi
SH € N80 Notando que NTH+S0 € S48 = S resultaque S = NTH 4S9,
y dado que N es no degenerado, S = N1 [4] S, Luego, considerando que N1
es regular y S° = (SH)0, SH es un subespacio pseudo-regular, y en consecuencia S es

pseudo-regular.

1.<+6. Ver [96l Teorema 4.3]. O

Las proyecciones que se mencionan en el Teorema [2.69] son denominadas proyecciones
J-normales (i.e. normales con respecto a [ -, -|), y se estudian en profundidad en [96]. Dado
un subespacio, S # {0 } pseudo-regular, si S es degenerado entonces existen infinitas

proyecciones J-normales sobre S.

Por dltimo, exponemos un resultado del que haremos uso a lo largo de toda la tesis.

Proposicion 2.70. Sean (H, |-, -]x)y (K,[-, - |x) dos espacios de Krein,y A € L(H,K)
un operador de rango cerrado. Luego, R(A) es un subespacio pseudo-regular de I si 'y

solo si R(A* A) es un subespacio cerrado de H.

Demostracién. Por la Proposicién 2.20, R(A# A) es un subespacio cerrado de H si y sélo
si R(A) + N(A#) = R(A) + R(A)™M es un subespacio cerrado de K. O

2.2.7| Problema de cuadrados minimos indefinidos

El problema de cuadrados minimos indefinidos, o ILSP (“Indefinite Least Squares
Problem”), ha sido exhaustivamente estudiado en dimension finita, ver e.g. [26, 34, [73,
74, 75, 1114, [130]. En [64) 65] se estudia su generalizacién a espacios de Krein infinito
dimensionales. A continuacion, exponemos algunos de los resultados desarrollados en

estos ultimos trabajos.
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Por el resto de esta subseccion, H y £ denotardn dos espacios de Krein (complejos), y
A € L(H,E) un operador acotado.

El problema de cuadrados minimos indefinidos puede formularse de la siguiente

manera:

Problema 0. Dado z, € &, analizar la existencia de

gél?r_[l [ Az — 29, Az — 20 ],

y si el minimo existe, hallar el conjunto de argumentos donde se alcanza.

Definicién 2.71. Denotamos con [s(zp) al conjunto de soluciones del Problema 0} para un
dado z; € £.

La siguiente proposicion establece condiciones necesarias y suficientes para la existencia

de soluciones del Problema [0l

Proposicion 2.72. Dado =, € &, el Problema|0]admite solucion si'y sélo si R(A) es un
subespacio no negativo de £y zy € R(A) + R(A)H.

Demostracion. Supongamos que existe T € [s(2g). Siz € Hy a € R, entonces

[A%-ZO,Af—Zo] < [A(%‘th) —Zo,A(ZE‘i‘tl’) —Z(]]
= [AT — 29, AT — 29] + 2a Re [ AT — 2y, Az ] + o* [ Az, Ax].

Luego, 2a Re [ AT — 2, Az ] + o [ Az, Az] > 0 para todo a € R, y consecuentemente
[Az, Az] > 0y Re[ AT — 29, Az ] = 0. Siguiendo el mismo procedimiento con i« en lugar
de o, obtenemos que Im [ AT — zp, Az | = 0. Entonces, [ Az, Az | > 0y [ AT — 2y, Az ] =
0 para todo = € H, i.e. R(A) es no negativoy AT — z, € R(A)H.

Reciprocamente, supongamos que R(A) es no negativo, y que existe 7 € H tal que
AT — 2y € R(A)M. Luego, si z € H,

[A(Z + ) — 20, A(T+ ) — 20| = [ AT — 20, AT — 20| + [ Az, Az ]

2 [Af—ZQ,Af—Z()]

En consecuencia, T € s(zp). O
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Observacion 2.73. Dado z, € &€ tal que Is(zg) # &, si T € H entonces T € [s(z) siy
s6lo si AT — zy € R(A)H.

Como corolario de la proposicion anterior, podemos caracterizar las soluciones del

Problema 0] (de existir) por medio de una ecuacién normal.

Corolario 2.74. Sea R(A) un subespacio no negativo de €. Dado z, € R(A) + R(A)H),

siT € H, entonces T € ls(zy) siy sélo si T es una solucion de la ecuacion:
AF Az = A%z, (2.9)

En este caso,
Is(20) = (A A)TA# 2 + N(A* A).

Demostracion. Dela Observaci(’)n T € Is(z)siysolosi AT—zy € R(A)H, oequiva-
lentemente, A% (AT —29) = 0. Si suponemos que Ty, Ty € Is(2), luego A# A(Z,—75) = 0,
y entonces [s(zg) es una variedad afin paralela a N (A% A). Finalmente, considerando que
A¥ 2y € R(A*A), (A# A)T A% 2, estd bien definido y satisface la ecuacién normal (2.9)),

por lo que es una solucidn particular. 0

Notemos que el operador (A#A)' no es necesariamente acotado. De hecho, si A es
un operador de rango cerrado, por la Proposicion el que (A7 A)T sea acotado es
equivalente a que R(A) sea un subespacio pseudo-regular. La siguiente proposicién analiza

este caso.

Proposicion 2.75. Si R(A) es un subespacio cerrado de E, las siguientes condiciones son

equivalentes:
1. 1s(z) # @ para todo zy € (R(A)O)M;

2. R(A) es un subespacio no negativo y pseudo-regular.

Demostracion. Este resultado es una consecuencia de la Proposicion y de que, por la
Proposicion [2.58] (R(A)O)m = R(A) + R(A)H, ]

Bajo la hipétesis de que R(A) es un subespacio no negativo y pseudo-regular, las
soluciones del Problema [0 pueden caracterizarse en términos de proyecciones .J-normales
sobre R(A).
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Proposicion 2.76. Supongamos que R(A) es un subespacio no negativo y pseudo-regular de
E,yseazy € R(A)+R(A)M. Si7 € H, entonces T € 1s(z) siy solosi AT—Qzy € R(A)°
donde () € L(E) es cualquier proyeccion J-normal con R(Q) = R(A).

Demostracion. Ver |65, Teorema 3.5]. O

Procedemos ahora a establecer las condiciones necesarias y suficientes para que el

Problema [0 admita solucién para todo zg € £.

Proposicion 2.77. Las siguientes condiciones son equivalentes:
1. 1s(z) # @ para todo zy € E;

2. R(A) es un subespacio cerrado y uniformemente positivo de E.

Demostracion. Por la Proposicion [2.72} s(zy) # & para todo 2z, € € siy s6lo si R(A)
es un subespacio no negativo y satisface que £ = R(A) + R(A)M, i.e. R(A) es regular.
De la Proposicién [2.66| estas condiciones son equivalentes a que R(A) sea cerrado y

uniformemente positivo. 0

Bajo las condiciones de esta proposicién las soluciones del Problemal0]pueden describirse

mediante la proyeccion J-autoadjunta sobre R(A).

Proposicion 2.78. Supongamos que R(A) es un subespacio cerrado y uniformemente
positivo E, y sea zy € E. Si T € H, entonces T € 1s(zg) siy solo si AT = Qzy donde

Q € L(E) es la proyeccion J-autoadjunta sobre R(A).

Demostracion. Por el Corolario 2.74, & € Is(zy) si y s6lo si A# AT = A#z,. Dado
que N(A#) = R(AM = N(Q), A%z = A*Qz. Luego, T € Is(z) si y sélo si
A#(AT — Qz) = 0, o equivalentemente AT — Q2 € N(A#) N R(A) = {0}, donde

hemos considerado que R(A) es un subespacio no degenerado. [

2.2.8| Splines indefinidos con restriccion lineal

Aqui procedemos a analizar el problema de interpolacién indefinida formulado y

estudiado en [63]], que llamaremos problema de interpolacion indefinida con restriccion
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lineal. Recordemos que este problema estd relacionado con el problema de interpolacion
abstracta indefinida, en cuanto a que este tltimo se reduce al primero si el operador V#V

no es indefinido.

De aqui en mds, H denotard un espacio de Hilbert (complejo y separable), Ky £ dos
espacios de Krein (complejos y separables),y 1" € L(H,K)yV € L(H,E) dos operadores

acotados y sobreyectivos.

El problema de interpolacién indefinida con restriccion lineal se plantea de la siguiente

manera:
Problema 0°. Dado zy € &, analizar la existencia de

min [Tz, Tx],
z€EH

sujetoa Vi = zp,
y si el minimo existe, hallar el conjunto de argumentos donde se alcanza.

Definicion 2.79. Un vector = € H es un spline abstracto indefinido, o (T, V')-interpolante,
con restriccion lineal de zy € &, si es una solucién del Problema @ El conjunto de

(T, V')-interpolantes con restriccion lineal de zy es denotado con spl(zp).

Definicién 2.80. Denotaremos con A, al conjunto de puntos z, € & tales que el Problema

[0’] admite solucién, i.e.
Agpl = {zg €& : spl(z) # 9 }

Si consideramos un vector zy € H tal que Vo = 2o, luego, parax € H, Vr = zysiy
s6lo si z € zg + N (V). Entonces, el Problema[0’] puede formularse equivalentemente de

la siguiente manera.

Problema 0. Dados zy € £, y xg € H tal que Vxy = zy, analizar la existencia de

in [T(zxo+vy), T(xzo+y)]|,
iy (T(eo+ 1), Tlao +9))

y si el minimo existe, hallar el conjunto de argumentos donde se alcanza.

Dado zy € Ay, si zp € H es cualquier vector tal que Vzy = 2, entonces spl(zp) C
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La siguiente proposicion establece condiciones necesarias y suficientes para la existencia
de soluciones del Problema[0’] mostrando que éste es de hecho un problema de cuadrados

minimos indefinidos.

Proposicion 2.81. Dado zy € &, spl(zy) # @ si 'y sélo si T(N(V)) es un subespacio no
negativo de Ky zo € V(T#T(N(V))*).

Demostracion. Sea xy € H tal que Vo = zp. Dado que

min [T(xo+y),T(xo+ y)] = min [Txg + T Pyonyz, Tzo + TPN(V)x} . (2.10)
yeN(V) xeH

por la Proposicion 2.72] spl(zo) # @ si'y s6lo si T(N(V)) = R(T Py(v)) es no negativo

y Tzo € T(N(V)) 4+ T(N(V))H. Considerando que T es sobreyectivo y que por (2.6)

T-Y(T(N(V))H) = T#T(N(V))*, esta tltima condicion es equivalente a que

20 € V(T (TINW)) + T(NV)H) ) = V(TFT(N(V)))
Observacion 2.82. Si T'(N (1)) es un subespacio no negativo de K, entonces

A = V(T#T(N(V))™).

Como un corolario inmediato, describimos a continuacién el conjunto spl(z) para un

dado z, € A,y como una variedad afin. Para esto, denotemos el conjunto

No = N(V)NT#T(N(V))* .

Corolario 2.83. Supongamos que T'(N(V')) es un subespacio no negativo de K. Dado
20 € V(T#T(N(V))*), siT € H es tal que VI = zy, entonces T € spl(z) si y sélo si
T € T#T(N(V))L. En este caso,

spl(z0) = T + Nb.

Demostracion. Considerando (2.10), por la Observacion T € spl(zp) siy solo
si T7 € T(N(V))H, o equivalentemente, 7 € T#T(N(V))*. Fijemos un 2y € H
tal que Vg = 2. Si 71,72 € spl(z), entonces T1,72 € T#T(N(V))L y ademds
existen y1,y» € N(V) tales que 71 = xo + 1 Yy T2 = Zo + y2. Consecuentemente
T1—To=1 -1 € NV)NTH#T(N(V))t = Ny, y asi spl(z) es una variedad afin
paralela a \Vj. N
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Observacion 2.84. Si z, € £ es tal que spl(zy) # @, del anterior corolario es inmediato

que el conjunto de soluciones spl(zy) puede también describirse como

spl(zo) = (Vizg + N(V)) N T#T(N(V))*.

El siguiente lema caracteriza las propiedades de T'(N (1)) como subespacio de K. Este
resultado no sélo es util para estudiar el Problema[0’] sino que se usard para el andlisis de

los problemas de interpolacién y suavizado indefinidos en los capitulos posteriores.

Lema 2.85. Se satisfacen las siguientes condiciones:

1. T(N(V))° =T(Ny). Ademds,

T(N(V)) =TWNo) [+ T(N(V) o Ny); (2.11)

2. T(N(V)) es no degenerado si 'y sélo si No = N(V) N N(T);

3. T(N(V)) es pseudo-regular si 'y sélo si N(V) + T#T(N(V))* es un subespacio
cerrado de H. En este caso, T (N (V)e Ng) es regular;

4. T(N(V)) es regular siy sélo siH = N(V) +T#T(N(V))*,
5. T(N(V)) es cerradoy T#*T(N(V))* = N(T) siy sélo siH = N(V)+ N(T).

Demostracion. La mayoria de las condiciones del enunciado pueden derivarse del hecho
de que
T*T(N(V)): =T (T(N(V))H), (2.12)

que es una consecuencia de (2.6).

1. Siy € T(N(V))°, existe v € N(V) tal que y = Tx € T(N(V)H). Luego, @.12)
implica que x € Ny yy = Tz € T(Ny). La otra inclusion es también una consecuencia

de (2.12).

Por otro lado, dado que N(V) = Ny & (N(V) & Np) es facil ver que T(N(V)) =
T(No) + T (N(V) ©Np). Ademds, estos subespacios son ortogonales porque T'(Np) C
T(N(V)Hy T(N(V) & Ny) € T(N(V)). Resta probar que la suma es directa, pero
siy € T(No) NT(N(V) © Np), entonces existen 21 € Ny y 22 € N(V) © N tales
que Txy =y = Tas. Luego, x5 —x1 € N(V)NN(T) CNyy 22 = (29 — 1) + 21 €
NN (N(V)e Ny) = {0}.
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2. Observemos que N (V) N N(T') € Np. Por otra parte, T'(N(V')) es no degenerado si y
s6lo si T'(Ny) = {0}, o equivalentemente, si Ny C N(T'). Esto completa la demostracion.

3. Supongamos que T'(N(V)) + T(N (V) es cerrado en K. Dado que T es acotado,

T (T(N(V)) + T(N(V)H) = T (T(N (V) + T~ (T(N (V) =
= (N(V) 4+ N(T)) + T*T(N(V))*
= N(V)+T*T(N(V))* 2.13)

es también un subespacio cerrado.

Reciprocamente, supongamos que N (V) +T#T(N(V))+ es cerrado en H. Sea (Y, )nen
una sucesién en T(N (V) 4+ T(N (V) tal que y, — 3, con y € K. Dado que T es
sobreyectivo, existe z € N(T)* tal que Tz = y. Ademads, por (2.13)), para cada n € N
existe z,, € N(V) + T#T(N(V))* tal que T, = y,,. Luego, como 1" es acotado,

Pyiryi@n = T'Tay = Tly, — Tly =TTz = x. (2.14)

Envistade que N(T) C T#T(N(V))*, esinmediato que N(T)+ (N (V)+T#T(N(V))*)
es un subespacio cerrado. Equivalentemente, Py 7y (N (V)+T#T(N(V))*) es cerrado en
., por la Proposicion2.20| De (2:14), se tiene que = € Py )= (N (V) + T#T(N(V))*).
Entonces, existe z € N(V) + T#T(N(V))* tal que = Py(ryrz. Asi, y = Tx =
TPy(ryrz =Tz € T(N(V))+ T(N(V))™, ver @I3). Luego, T(N(V)) + T(N(V))H
es cerrado en K.

Resta mostrar que si T'(N(V)) es pseudo-regular, entonces T(N (V) & Ny) es regular.
Dado que T'(Ny) = T(N(V))° y considerando (2.11)), es suficiente con probar que
T(N(V) & Np) es cerrado (ver la Proposicion [2.69).

Por la Proposicion2.20} T'(N (V') © Nj) es cerrado si 'y sélo si (N (V) © Ny) + N(T') es
cerrado. Por Z.13), N(V) + T#T(N(V))* = (N(V) 6 Ny) + T#T(N(V))* es cerrado.
Dado que N(T') C T#T(N(V))*, (N(V)©Ny)+ N(T) es también cerrado, completando
asf la prueba.

4. SiT(N(V)) es regular, entonces (2.13) implica que
H=T"K)=T"(T(NV))+T(NV)H) = N(V) + T*T(N(V))*.

Reciprocamente, supongamos que H = N (V) + T#T(N(V))*. Dado que T es sobreyec-
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tivo,

K=T(N(V)+T*T(N(V)*) =T(N(V))+T (T~ (T(N(V))H))
=T(N(V))+ T(N(V)H,

i.e. T(N(V)) es regular.

5. Supongamos que T'(N(V)) es cerrado y que T#T(N(V)))t = N(T). Dado que
T (T(N(V))H) = T#T(N(V))* = N(T) y T es sobreyectivo, T(N(V))H =
T(N(T)) = {0}. Luego, K = T(N(V)) = T(N(V)) y consecuentemente H =
N(V)+ N(T).
Reciprocamente, si H = N (V') + N(T'), entonces T'(N(V')) = K (y es un subespacio
cerrado). Luego, T(N(V))*) = {0} y en consecuencia
T*T(N(V))" =T (T(N(V)™H) = N(T). -

Haciendo uso del lema anterior, exponemos las condiciones necesarias y suficientes para

que el Problema 0’| admita solucién para todo 2y € £

Proposicion 2.86. Las siguientes condiciones son equivalentes:
1. spl(zy) # @ para todo z, € E;
2. T(N(V)) es un subespacio cerrado y uniformemente positivo de K.

En este caso,

spl(z0) = (I — Q)Vz + N(T) N N(V),
donde Q = Py(v))/r#7(N(v)LonNV):

Demostracion. De la Proposicién se tiene que spl(zy) # @ siy sélo si T(N(V))
es no negativo zg € V(T#T(N(V))*). Por otro lado, dado que V' es sobreyectivo,
V(T#*T(N(V))*) = Esiysolosi H = N(V) + T#T(N(V))*, que, de acuerdo al
Lema2.85] es equivalente a que T'(N(V')) sea regular. Asi, la equivalencia queda probada
considerando que 7'(N(V')) es cerrado y uniformemente positivo si y sélo si es regular y

no negativo (ver la Proposicién [2.66).

Por tltimo, observemos que (I —Q)V 'z, € T#T(N(V))* y, considerando que VV'1 = I,
satisface que V(I — Q)V 'z, = 2. El Corolario entonces afirma que (I — Q)V1z €
spl(zp). Ademds, dado que T'(N(V')) es no degenerado, por el Lema[2.85 Ny = N(T') N
N(V). O
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Analisis con el pardmetro de regularizacion fijo

En esta seccion presentamos formalmente el operador de regularizacién. Sea (H, (-, -))
un espacio de Hilbert (complejo y separable), (IC, [, -]c) y (£,], -]¢) dos espacios de
Krein (complejos y separables), y I" € L(H,K), V € L(H,E) dos operadores acotados y
sobreyectivos tales que 7#T y V#V son operadores indefinidos en H.

Definicion 3.1. Se define el operador de regularizacion de Tikhonov como el operador
acotado L : H — K x £ dado por

Lz = (Tx,Vz), x¢€H.

Con este operador, podemos formular el diagrama siguiente, caracteristico de los

problemas de interpolacion y suavizado:

H—— K

N

K xE&

En primer lugar, dotaremos al espacio K x £ con una estructura de espacio de Krein.

Dado un p € R fijo, definamos el siguiente producto interno indefinido sobre K x &:

[(y,2), 0, 2)], =y, ¥ ] +rlz2]e, vy eK 2z el (3.1)

Es facil ver que, si £ # {0}, el espacio K x & dotado con este producto interno es un
espacio de Krein si y sélo si p # 0. En efecto, consideremos las simetrias fundamentales Jx
y Jg asociadas a ciertas descomposiciones canénicas de los espacios de Krein (I, [+, - |x) y
(&,[+, -]e), respectivamente, y los espacios de Hilbert asociados (IC, (-, <))y (&, (-, - )e)-

Si consideramos el producto interno (-, - ), dado por

((y,2), (v, 2), = (v, ¥ ) T 1ol (22" ) e (4:2), (¥, 7)) € K xE,

entonces el operador J, € L(K x &) definido como
Jo(y,2) = (Jxy,sen (p) Jez),  (y,2) € K xE, (3.2)

es una simetrfa fundamental asociada a (K x &,[-, -],). Por otro lado, si p = 0 se tiene
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que el espacio (IC x &,[-, -],) es degenerado ya que & es |-, -],-ortogonal al espacio

completo K x .

Por el resto de esta seccion, supondremos que p # 0 se encuentra fijo, y con este valor

del pardmetro fijado consideraremos el espacio (K x &, [-, - ],).

Mostramos dos propiedades elementales en el siguiente lema.

Lema 3.2. Se satisfacen las siguientes condiciones:
1. L#(y,z) =T y+ pV#z, (y,2) e KxE; (3.3)
2. R(L)° = L(N(L*L)).

Demostracion.

1. Dado (y, z) € K x &, se cumple que

[ Lx, (y,z)]p =[Tz,yl+p[Vez, 2], = <x,T#y> +p<x,V#y>
= <m,T#y+,0V#z>,
ie. L#(y,2) =Ty + pV#z.
2. Lainclusién L(N(L#L)) C R(L) N N(L#) = R(L)° es inmediata. Para obtener la

otra, es suficiente el aplicar L a ambos lados de la inclusién L=*(N(L#)) C N(L*L). O

Notemos que cada uno de los tres simbolos # en (3.3) denota el adjunto del operador
con respecto a su correspondiente producto interno, i.e. L¥ : K x £ — H es el operador
adjunto de L con respecto a |-, -],, mientras que 7% : K — H y V# : £ — H denotan

los adjuntos de 7"y V' con respecto a los productos |-, - | ¥ [+, - ]e, respectivamente.

Del Lema[3.2]es inmediato que
L¥L =T#T + pV#V.
Efectivamente, dado x € H,
L#Lx = L#(Tx, V) = T#Tx + pV#Vr = (T*T + pV#V)az.

Este operador cumplird un rol fundamental en los Capitulos ]y [5] para el estudio de los

problemas de suavizado e interpolacién indefinidos, respectivamente. Ademads, a lo largo
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de este capitulo el analisis de las propiedades de N (L# L) y R(L* L) permitiré estudiar las
caracteristicas de R(L).

La siguiente proposicion analiza en detalle las diversas propiedades de R(L) como
subespacio del espacio de Krein (K x &, -, -],), en relacién a los operadores 7'y V.

Denotaremos con £(H)™ al conjunto de operadores semidefinidos positivos en .

Proposicion 3.3. Se satisfacen las siguientes condiciones:

1. R(L) es cerrado siy solo si N(T') + N(V') es cerrado;

R(L) es no negativo siy sélo si L¥*L € L(H)*;

R(L) es no degenerado siy sélo si N(L* L) = N(T) N N(V);

NN

R(L) es pseudo-regular si 'y sélo si N(T) + N(V) y R(L*L) son subespacios

cerrados;

N

R(L) es regular siy sélo si R(L¥L) = R(T#T) + R(V#V);
6. R(L)=K xEsiysolosiH=N(T)+ N(V).

Demostracion.

1. Por la Proposicién 2.19) N(T) + N(V) es cerrado si y sélo si N(T)* + N(V)* es
cerrado. Luego, dado que R(L) es cerrado si y s6lo si R(L#) es cerrado, el resultado se
sigue de que R(L#) = N(T)* + N(V)*.

2. Notemos que R(L) es no negativo si y sélo si
(L¥Lz,x) =[Lx,Lz] >0, paratodoxz € H,

ie. T#T + pV#V = L#¥L € L(H)*.

3. Porel Lema3.2) R(L)°® = L(N(L#L)). Entonces, R(L) es no degenerado si y sélo si
N(L#¥L) C N(L) = N(T) N N(V).

4. En primer lugar, observemos que R(L) es cerrado siy s6lo si N(7T") + N (V) es cerrado
en H. Por otro lado, si L es un operador de rango cerrado, la pseudo-regularidad de R(L)
es equivalente a que R(L* L) sea cerrado (ver la Proposicién [2.70).

5. Observemos que R(L) es regular si y sélo si para cada (y, z) € K x & existe (un dnico)

xo € H tal que Lz — (y, z) € R(L)H, o equivalentemente,

L#(y,2) = L¥Lxg = (T*T + pV#V ).
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Dado que Ty V son sobreyectivos, para cada (y, z) € K x £ existen u, w € H tales que
y = Tuy z = Vw. Entonces, R(L) es regular si y sélo si para cada u,w € H existe

xo € H tal que
T#Tu+ pV#Vw = L#(Tu, Vw) = (T*T + pV#V)ay,

i.e. R(L) esregular siy solo si R(T#T) + R(V#V) C R(T#T + pV#V).

6. Supongamos que R(L) = K x &, y sea (u,0) € K x £. Luego, existe y € H tal que
(T'y,0) = Ly = (u,0). Consecuentemente, y € N (V') y dado que u € K es arbitrario se
sigue que K = T(N(V)). Entonces, H = T~ (T(N(V))) = N(T) + N(V).

Reciprocamente, si H = N(T) + N(V), entonces N(T)+ N N(V)t = {0}. Sea
(u,w) € N(L#), luego
L#(u,w) = T#u + pV#w = 0.

Dado que T# y V# son inyectivos, se sigue que T#u = —pV#w € R(T*)NR(V#) =
N(T)*NN(V)+ ={0},y consecuentemente (u,w) = (0,0)y N(L#) = { 0 }. Entonces,
R(L) = K x £. Dado que K = T(H) = T(N(V)), T(N(V)) es cerrado. Ahora
consideremos una sucesion (2, ),ey en H tal que Lz, — (y,z) con (y,2) € K x &3y
para cada n € N consideremos las sucesiones u,, = Py(y)+Zn ¥ Un = Py(v)T,. Entonces,
Vu, = Vo, = 2z, — 2y, dado que u,, € N(V)*, u, = VIVu, — Viz Luego,
Tu, = TVizy
Tv, =Tz, —Tu, —>y— TVz.

El que T'(N(V)) sea cerrado implica que existe u € N (V) tal que y — TV 'z = Uu. Por
ende, T(Viz+u) =yyV(Viz+u) =2+ Vu =2 Asi, L(Viz+u) = (y,2) y el rango

de L es cerrado, completando la demostracion. O]
Para concluir esta seccidn, exponemos un lema de carécter técnico.

Lema 3.4. Sea (y, z) € K x £. Entonces,

(y,2) € R(L) + R(L)H  siysolosi z—VTlyeV(N(L*L)H.

Demostracion. Haciendo uso de que T# es inyectivo y (T#)T = (T7)#, es fécil ver que
(T#T + pV#V)x = 0siy sélo si Tx = —p(TT)#V#V z. Entonces,

LY ={(=p(TH*V#Vz,Vz) e Kx E: z € N(L¥L) }.
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Ahora, dado que R(L) + R(L) = (R(L)°)™, esta descripcién de R(L)° implica que
(y,2) € R(L)+ R(L)H siy sélo si

[(y,2), (—p(TH#V#V 2, V) }p =0 paratodox € N(L*L).
Pero

[y, 2), (=p(T*V#V2, V)] = [y, —p(T)V#Vz ] +plz, Vel
=p [z — VTTy,Vx}g.

Luego, (y,2) € R(L)+ R(L)Y siy s6lo si [z —VTly, V], = 0 para todo = €
N(L#L). Asi, la afirmacién queda probada. O

R¥A Variando el pardmetro de regularizacion

Procederemos ahora a analizar las caracteristicas del operador L en relacion a la familia
de espacios de Krein en el espacio producto K x £ que se obtiene al variar el parametro
de regularizacion, i.e. paracada p € R\ {0 } el espacio (K x &, [+, -],) es un espacio de
Krein diferente, a raiz de (3.1). Por lo tanto, de ahora en mds ya no consideraremos a p

como un pardmetro fijo.

Si bien, como hemos mencionado en la Introduccion, nos interesaran solo los valores de
p tales que R(L) sea un subespacio no negativode (C x &, [+, -],), la siguiente proposicién

no se acota a €stos.

Proposicién 3.5. Si R(L) es un subespacio cerrado de (K x &,[-, -],,) para algiin

po € R\ {0}, entonces R(L) es un subespacio cerrado de (K x &, |-, -|,) para cada
peR\{0}.

Demostracion. El resultado sigue inmediatamente del hecho de que, de la Proposicion
3.3| para cualquier p # 0, R(L) es un subespacio cerrado de (KL x &, -, -],) siy sélo si
N(T') + N(V') es un subespacio cerrado de H. O
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A continuacion, introducimos el intervalo de valores admisibles para el pardmetro
de regularizacion, en cuanto a los problemas de interpolacién y suavizado se refiere.

Recordemos la definicién del conjunto Cy dada en|1.13
Cv={zeH:[Vz,Vz]=0}.

En los Capitulos [y [5] se observard que una condicion necesaria para la existencia de
splines indefinidos es que 7" transforme el conjunto Cy en vectores no negativos del espacio
de Krein . Los siguientes dos resultados pueden interpretarse como otra version del
Lema-S (o del Lema de Farkas), ver [117,1152], y son una consecuencia del Lema 1.35 y
el Corolario 1.36 en [14, Capitulo 1, §1].

Antes de exponer los resultados, definamos los conjuntos
Pr(V)y:={zeH : [Va,Vz]>0} , P (V):={xeH :[Va,Va]|<0},

y notemos que P (V)UP~(V)UCy = H. Debemos observar que la siguiente proposicion

no es valida si V#V no es indefinido.

Proposicion 3.6. Las siguientes condiciones son equivalentes:
1. T(Cy) es un conjunto no negativo de K;

2. existe p € R tal que T#T + pV#V € L(H)".
Demostracion. Por el Lema|2.33] si T'(Cy) es no negativo, entonces existe 1 € R tal que
[Tz, Tx) > p[Ve,Val], paratodox € H,

o equivalentemente, T#T — pV#V € L(H)". Luego, 2. se cumple considerando p = — .

Reciprocamente, supongamos que T#T + pV#V € L(H)T para algin p € R. Entonces,
para todo y € Cy,

[Ty, Tyl = [Ty, Tyl + p[Vy,Vyle = ((TFT + pV#V)y,y ), > 0.
Consecuentemente, 7'(Cy/) es un conjunto no negativo. U

Corolario 3.7. Si T'(Cy) es no negativo, entonces

i [Tz, Tz] o
p— = n <t+oo , pgi= sup

Hair] unrirl o 3.4
ceP+(v) [V, V] xepf(v)[Vx,Vx]> o, (B4
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yp- < pye
Ademas, las siguientes condiciones son equivalentes:
1. T#T + pV#V € L(H)T;

2. p€lp-,p4l.

Demostracion. De la Proposicion tenemos que existe p € R tal que T#T + pV#V €
L(H)". Es decir,

0<{((T#*T + pV*#V)z,2) = [Ta,Tx]+ p[Vz,Va], paratodoz € H. (3.5)

Consideremos ahora un punto z € P*(V), i.e. [Vay, V] > 0. Entonces, de (3.5))

N [Vera Ver]
En consecuencia T T
Cp= e ImTELS o (3.6)

eeP+(V) [V, V]

Andlogamente, si consideramos un punto z_ € P~ (V') obtenemos que

[Tz, Tx]
—ps = sup

520 o )< oo 3.7)
zeP— (V) [V.CIZ', V‘l.]

Finalmente, de (3.6) y (3.7) resultaque p_ < p < p,.

Para completar la prueba, supongamos que i € [p_, py]. Notemos que, de (3.9),
TH#T +uV#V € L(H)T siyslosi [Tz, Tx] > —u|[Va,Va], paratodo x € H. Ahora,
supongamos que existe xy € H tal que [Txg, Txo] < —p [V, Vagl. Sixg € PT(V),

entonces T T T T
—p_ = finf [Tz, $]<[ o, T |

2ePt(V) [V, Va] = [Vxy, V]

< —H,

que es una contradiccién ya que p_ < p, Andlogamente obtenemos una contradiccion si
suponemos que o € P~ (V). Por dltimo, si 2y € Cy resulta que [ Txo, Txo | < 0, que es

absurdo ya que 7'(Cy) es no negativo. O

Dado que T#T es indefinido, se tiene que, si T'(Cy/) es no negativo, entonces 0 ¢ [p_, p.];
esdecir60 < p_ < py,0p_ < py < 0.Como se ha mencionado, esto simplificard la
escritura a lo largo de este trabajo ya que evita el que debamos contemplar el caso en

que p = 0 es un valor admisible, caso en que (I x &,[-, -],) no es un espacio de Krein,
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que requeriria consideraciones ad hoc. De todas formas, los resultados pueden facilmente

generalizarse para el caso en que 777 es un operador semidefinido positivo.

De aqui en mds, por el resto de este capitulo supondremos que 7'(Cy/) es un conjunto no

negativo de K:

Hipétesis 3.8. T#T y V#V son operadores indefinidos en H y

T'(Cyv) es un conjunto no negativo de K.

Observacion 3.9. Una consecuencia inmediata de las Hipotesis es que R(L) es
un subconjunto propio de K x £. En efecto, si suponemos que R(L) = K x &, de la
Proposicién[3.3/H = N(T) + N(V). Luego, K = T(N(V)) = T(Cv) es no negativo (de
hecho, (K, [+, -]x) es un espacio de Hilbert), que contradice la suposicién de que T#7 es

un operador indefinido.

El Corolario puede expresarse en términos de R(L) como muestra la siguiente

proposicion.

Proposicion 3.10. Si p € R\ {0}, las siguientes condiciones son equivalentes:

1. R(L) es un subespacio no negativo de (IC < &,[-, -1,);

2. p€lp-,p4l.

Demostracion. La equivalencia es consecuencia del Corolario y de que la Proposicién
establece que, dadoun p € R\ {0}, R(L) es un subespacio no negativo de (K x
E ]y siys6losi T#HT + pV#V € L(H)™. O

Deberemos ahora considerar dos situaciones diferentes: aquella donde p_ # p., y donde
p— = p4. Sin embargo, es la primera la que mds nos interesard, ya que el que p_ # p
es una condicién necesaria de que existan soluciones de los problemas de interpolacion y

suavizado para todo punto del espacio.

A continuacion, analizamos los subespacios N (T#T + pV#V ) paracadap € [p_, py].

Lema 3.11. Si p_ # p., entonces

N(T#T + pV#V) = N(T)NN(V) paratodo p € (p_, py).
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Demostracién. Seap € (p_, p); en primer lugar, veremos que N (T#T + pV#V)NCy =
Cr N Cy. Del Corolario[3.7, T#T + pV#V € L(H)". Entonces, para todo z € H

(T#T + pV#V) 22| = ((T*T + pV*V)2,2 ) = (T2, Tx] + p[Va,Vz]. (3.8)
De (3.8) la inclusién N(T#T + pV#V) N Cy C Cr es inmediata. Por otro lado, si
x € CrNCy, entonces (3:8) aseguraque v € N ((T#T+pV#V)V/2) C N(T#T+pV#V).

Ahora, supongamos que existe xg € N(T#T + pV#V)\ (Cr N Cy) = N(T#T +
pV#V)\ Cy. Dado que [Tz, Two | + p[Vizg, Vo] =0y p— < p < py,

Tx, T Txo, T Tx, T
sup [ z, ZE] :_p+<[ Zo, IU] < —p_ = inf [ z, ZE]

—_—, 3.9
zeP— (V) [V.T, VJI] [VZE(), Vg ] zeP*(V) [Vl‘, VI] G2

Entonces, dado que o € PT(V) o xy € P~(V),(3.9) conduce a una contradiccion, y
consecuentemente N (T#T + pV#V) = Cr N Cy. Finalmente, si yy € Cr N Cy, luego
T#Tyy = —pV#Vyq. Sin embargo, dado que p € (p_, py) era arbitrario, se sigue que
T#Tx = V#Vx =0,y delainyectividad de T# y V# resultaque yo € N(T)NN(V). O

Del Lema[3.11]se desprende el siguiente corolario.

Corolario 3.12. Si p_ # p., entonces R(L) es un subespacio no degenerado de (K x
E.1-, +),) para cada p € (p, p,).

Demostracion. La asercion es una consecuencia del Lema[3.11]y de que, de la Proposicion
para cada p € (p_, p;) R(L) es un subespacio no degenerado de (IC x &, [+, -],) siy
s6lo si N(T#T + pV#V) = N(T)N N(V). O

Para caracterizar el nicleo en los casos extremos del intervalo, i.e. N(T#T + pLV#V),

definiremos los conjuntos

Tz, T
My = {x c PE(V) - % = Fps } (3.10)

Notemos que si My # &, entonces My + N(T)N N(V) = M.
Lema 3.13. Se satisfacen las siguientes condiciones:

1. sip_ # py, entonces N(T#T + p, V#V) = Mz U (N(T) N N(V));
2. sip_ = ps, entonces N(T#T + p V#V) = ML UM_U (N(T)NN(V)).
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Demostracién. Observemos que, dado que T#T + p V#V € L(H)T, x € N(T#T +
p_ V#V)siysélosi [Tx, Tx] = —p_[Vz,Vz].

1. En primer lugar, es trivial que N(T) N N(V) C N(T#T + p_V#V), y notemos
que si z € M, entonces [Tx,Tz] = —p_ [Vx, V], por lo que la inclusién M, C
N(T#T + p_V#) es inmediata. Ahora, sea z € N(T#T + p_V#V). Siz € Cy, luego
[Tz, Tx] = —p_[Vz,Vz] = 0, y consecuentemente = € Cr N Cy. Sin embargo, del
Lemaresulta que Cr NCy = N(T) N N(V). Si, en cambio, z € P (V), entonces

[Tz, Tx] [Ty, Ty]

[VJ}, VJZ] yeP+(V) [Vy7 Vy]7
de donde se desprende que z € M. Por dltimo, supongamos que z € P~ (V). Sea
p € (p_,py), entonces x ¢ N(T#T + pV#V) = N(T) N N(V), y en consecuencia
[Tz, Tz + p[Vz,Vz] = ((T#T + pV#V)z,z ) > 0. Luego,

[V, V] B 1 1 =0
[Tz, Tx]+p[Ve, V] +[Tx,Tx]  p—p_ '
[Va, V|

que es una contradiccién ya que [V, V] < 0. Asi, N(T#T + p_V#V) C M, U
(N(T)NN(V)).

Mediante el mismo procedimiento aplicado a N(T#T + p,V#V) se completa la

demostracion.

2. Este resultado se obtiene de forma andloga, haciendo uso del procedimiento anterior. []

A continuacién mostramos un ejemplo que ilustra que los conjuntos M. pueden ser el

conjunto vacio.

Ejemplo 3.14. Supongamos que H = [*(Z), con el producto interno usual, i.e.

< ($)"EZ’ (y)"ez > = any:’;v (xn)nEZv (yn)nEZ S ZQ(Z)-

neL

Y consideremos dos operadores 1" € L(H,K)y V € L(H,E) tales que

T#T(xn)nGZ = (yn>n€Z7 con Yo = To € Yn = — (1 - L‘>xn para todon € Z \ {O }7

In

V#V (2)nez = (Yn)nez, conyy = —%xo ey, = T, paratodon € Z\ {0 }.
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Observemos que ambos operadores, T’ #T y V#V/, son indefinidos. Dado p € R, si

(Tn)nez € H, entonces

((@*T + V) @adaczs (wndnen ) = (A=)l + 3 (o= (L= ) )l
neZ\{0}

Luego, T#T + pV#V € L(H) siysélosil —1p >0y p— (1 — ) > 0 para todo

In|

n € Z\ {0}, y en consecuencia

p-=1y py=2
Ahora, es inmediato que N(T#T + p_V#V) = {0 }. En efecto,

((T#*T + p VAV (@n)nez, (@nner ) = Haol + 3 laal?
neZ\{0}

se anula si y solo si z,, = 0 para todo n € Z. Entonces, se sigue que M = &.

Dado un p € [p_, p4] fijo, definamos el producto interno (-, - ), en H como
(z,y), ::<(T#T+pV#V)$,y>, x,y € H. (3.11)
Dado que T#T + pV#V € L(H)*, denotando con || - ||, la norma
lzll, == ((T*T + pV#V)z, 2 ), e, (3.12)
resulta que (7, || - ||,) es un espacio seminormado. Ahora consideremos el subespacio
H = N(T)*- + N(V)*~.

Sip_ # pryp€ (p-,py+) entonces (H', || -||,) es un espacio normado. En efecto, del
Lema se tiene que N (T#T + pV#V) = N(T) N N(V), y consecuentemente

H NNT#T + pV#V) = (N(D)"+ NV)") N(N(T)NN(V))={0}.
El siguiente lema muestra que, en este caso, las normas asociadas a cada valor del

parametro de regularizacion son equivalentes.

Lema 3.15. Si p_ # p., entonces || ||,y || - | » son normas equivalentes en H' para todos

p, 0 € (p—, py).
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Demostracion. Sean p, p’ € (p_, p,) tales que p’ > p. Sea = € H' tal que x # 0, luego

2] = [T, Tx]+p' [Va,Va] = ([Te, Tz 4+ p[Va, Va]) + (o — p) [V, V]
= |zl + (0" = p) [V, Va],

y asi resulta que

||$||§/ [V, V] (p—p) [V, V]
=1+ —p)——5—=1+ ’ . (3.13)
113 113 [Tz, Tx]+p[Vz, V]
Ahora procedemos a ver que
1 1
- < V2, Ve < _ (3.14)

pr—p [Tz, Tx]+p[Va,Va] = p—p-

Notemos que si x € Cy, (3.14) se satisface trivialmente. Por otro lado, si z € P*(V),
entonces
[Va, V] [Vy, Vy]
< sup
[TI7T'I]+p[VI7VI] y€73+(V)[Ty7Ty]+p[vy7Vy]
1

N Y)

inf ———=

vePt(v) [Vy, Vy]
1

p—p-

+p

Ademds, dado que [Tz, Tx |+ p[Va,Vz]| >0, [Va,Vz] >0y ps > p,

1 [V, V]
— <0< .
p+—p  ~ [Tx,Tz]+p[Vz,Vz]
Por ultimo, si x € P~ (V),
[V, V] - 4 [Vy, Vy]
[Tx, Tx|+ p[Ve,Vz] = yer-v) [Ty, Ty] + p[Vy, Vy]
1
sup [Ty, Ty]
yer-ov) [V, Vy]
L 1
py—p

ydadoque [Tz, Tz |+ p[Va,Vz]>0,[Va,Vz]<0yp>p_,
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[Va, V] <0< 1

Entonces, de (3.14)) y considerando que p’ > p resulta que

o o o /I -
pr—b M mp (0 —p)[Vz,Va] e =P = gy
pr =P P+ —p [Tz, Tx]+p[Vz, V] p—p-  p—p-

Luego, de (3.13) y (3.15) se sigue que

1/2
<p+—p’>l/2 ~ lally (p’—p) /
Py —p = lzll, T \p—p- ’

y consecuentemente las normas || - || y || - ||, son equivalentes. O

Observacion 3.16. Con el mismo procedimiento utilizado en la prueba del Lema|3.15] es

posible ver que para cada p € (p_, p;) y paratodo x € H’

1/2 1/2
P+ — P- P+ — P-
\mmz(—i7) el y MMS(;:T) lall,.

P+

Sin embargo, al no tener la otra desigualdad, ya no podemos afirmar la equivalencia.

Antes de pasar a la primer consecuencia de este lema, recordemos que para cada p # 0
la simetria fundamental .J, dada por (3.2) induce un espacio de Hilbert (K x &, (-, -),),
donde

((,:2),(,2)), = (w0 ) + 10l (22" )e s (9,2), (&) e KX E.
Asimismo, consideremos la norma ||| - || inducida por este producto interno,

w2, = ((ydie + 1ol (2, 20) % (y,2) e x €

Si p, p' # 0 son tales que p # p/, entonces, para todo (y,z) € K x &,

Gy 22 = (o e + Dol (202D > min {1, 2L ((y, ) + 10] (2,2) )
= min {1, 2} [ (y, 2)|2-

De esta desigualdad se desprende inmediatamente que las normas || - |, y [ -[[,, son

equivalentes. Haciendo uso de esto y del Lema [3.15]obtenemos el siguiente resultado.
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Proposicion 3.17. Si p_ # p, y R(L) es un subespacio uniformemente positivo de
(K x &,[-, 1p) para algin py € [p_, p4|, entonces es un subespacio uniformemente

positivo de (K x E,[-, -],) para cada p € (p—, p4).

Demostracion. Sea x € H.Dado que R(L) es un subespacio uniformemente positivo de

(K x &, [+, ]p), existe > 0 tal que

[Lz, La], > o L] . (3.16)

p

Notemos que [ Lz, Lz ], = ||z|]% para todo p € [p_, p,]. Fijemos ahora un p € (p_, p4),
por el Lema [3.15]y la Observacién [3.16]existe 5 > 0 tal que

[ Lz, Lz ], = ||lz|2 > Bll«|5, = B8 Lz, Lz ], - (3.17)

De (3.16) y (3.17), y del hecho de que || - [[|, y [[| - [Il,, son equivalentes, resulta que existe
~v > 0 tal que

[La, Le], > vl Lz,

Entonces, dado que x es arbitrario, R(L) es un subespacio uniformemente positivo de
(KxE&,[-, -],) Finalmente, considerando que p € (p_, p) también es arbitrario la prueba

queda completa. [

A continuacidn, analizamos la propiedad de pseudo-regularidad del rango de L. Mds
precisamente, mostramos que si p_ # p; y R(L) es un subespacio pseudo-regular de
(K x &,[-, -]p) para algin py € [p_, p4], entonces es regular en (K x &,[-, -],) para
cada p € (p_, py). El Corolario asegura que, si p_ # p,, entonces R(L) es un
subespacio no degenerado de (IC x &, [-, -],) paracada p € (p_, p+). Consecuentemente,
si para algin py € (p—, p+) R(L) es pseudo-regular en (K x &, [+, -],,), autométicamente
también es regular. Nos interesa ahora analizar los casos en que R(L) es pseudo-regular en
(Kx&[-,]p.)oen (K x&,[-, -], ). Con este fin, analizamos previamente la relacién
entre R(L) y el subespacio T'(N(V)). El siguiente lema estudia las relaciones elementales

entre estos dos subespacios.

Lema 3.18. Dado p € R\ {0}, se satisfacen las siguientes condiciones:
1. R(L) es cerrado si'y sélo si T(N(V)) es cerrado;
2. si R(L) es no negativo entonces T(N (V') es no degenerado y positivo;

3. si R(L) es uniformemente positivo entonces T (N (V')) es uniformemente positivo;
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4. si R(L) es pseudo-regular y no negativo entonces T'(N (V) es regular y positivo.

Demostracion.

1. La equivalencia se sigue de que, por la Proposicion R(L) es cerrado si y sélo si
N(T)+ N(V) es cerrado, y de que N(T") + N (V') es cerrado si y sélo si T'(N(V)) lo es;
ver la Proposicién [2.19]

2. En primer lugar, dado que T(N(V)) x {0} = L(N(V)) es un subespacio de R(L),
T(N(V)) es no negativo. Para ver que 7' (N (V')) es, de hecho, un subespacio positivo,
basta con probar que es no degenerado. Luego, sea x € N (V') tal que Tz € T'(N(V))°.
Dado que z € N(V),

0= [Tz, Tx] = [La,Lx], = (L* L,z ).

En vista de que L# L € L(H)™ (ver Proposicién [3.6) se sigue que T#Tx = L#Lx = 0.

Finalmente, la sobreyectividad de 1" implica la inyectividad de 7’ # y, en particular, T'x = 0.

3. Es una consecuencia de que T'(N (V) x {0} = L(N(V)) es un subespacio de R(L),
y de la transitividad de la positividad uniforme. En efecto, si R(L) es uniformemente
positivo, entonces existe o > 0 tal que para todo z € T'(N(V))

[mvx]lc = [(JJ,O), (:C7O)]p > [Jp<x70)7 ($7O>]p = [‘]’Cx7x]lc - O‘HxHQK

4. Laideadelapruebaes ver que T'(N (V') x {0} estd contenido en un complemento regular
de R(L)° en R(L). En primer lugar, obsérvese que R(L)° es un subespacio neutral, y que
T(N(V'))x{0} es un subespacio positivo y cerrado. Entonces, R(L)°N(T(N(V))x{0}) =
{0}. Ademads, T(N(V)) x {0} = L(N(V)) es |-, -],-ortogonal a R(L)°.

Entonces, existe un subespacio cerrado M contenido en R(L) tal que
R(L) = R(L°[H] My T(N(V)) x {0} € M.

Dado que R(L) es pseudo-regular y no negativo, el subespacio M es un subespacio
uniformemente positivo de I x £ y T(N(V)) x {0} posee la misma propiedad (por

transitividad). En consecuencia, 7'(N (V) es uniformemente positivo. O

Observacién 3.19. Dado un p # 0, 1a Proposicién[3.3]establece que R(L) es un subespacio
regularde (K x &, [+, -],) siysdlosi R(L¥L) = R(T*T)+R(V#V) = N(T)*+N(V)*,
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donde hemos usado el hecho de que T# y V# son inyectivos. Pero esto es equivalente
aque N(T)t C R(L*L) (0o aque N(V)* C R(L*#L)). Efectivamente, si N(T)+ =
R(T#T) C R(T#T + pV#V), entonces

N(V)t = R(V#V) C R(T*T + pV#V) + R(T*T) C R(T*T + pV#V)).

Si consideramos un subespacio S C H, dadoun p € [p_, p.], el complemento ortogonal

de S con respecto al producto interno ( -, - ), puede expresarse como

St = (L*L)H(S*) = L¥L(S)* .

Proposicion 3.20. Supongamos que p_ # p. y que T(N(V')) es un subespacio regular de
K. Entonces, R(L) es un subespacio regular de (KK x £, -, -|,) para todo p € (p_, p+).

Demostracién. Dado p € (p_,p.), procedemos a ver que N(V)t C R(L*L). Sea
zo € N(V)*. Por el Corolario N(L#L) = N(T) N N(V), luego

ro € N(V)* C N(T)* + N(V)* = R(L#L),

(notemos que N (T)* + N(V)* es cerrado porque T'(N(V)) lo es, ver las Proposiciones
y 2.20). Entonces, existe (L#La,)nen € R(L#L) con (zn)ney € R(L#L) tal
que L# Lz, — xy. Considerando el producto (-, -), definido en (3.I1), se sigue que
L*¥L(N(V))t = N(V)*ts. Dado que T(N(V)) es un subespacio regular, por el Lema
2.85,

H=NV)+T*T(N(V))* = NV)+ L¥L(N(V))* = N(V) + N(V)*e,

Entonces, para cada n € N podemos descomponer a x,, como z, = ¥, + 2,, con
(Yn)nen € N(V)y (20)neny € N(V)1e. Esfacil ver que (2, )nen €s una sucesion débilmente
de Cauchy en el espacio de Hilbert (N(V)*#, (-, -),). Efectivamente, si m,n € Ny
x € N(V)1r, entonces

(20— 2m, @), = ((Yn + 20) = (Ym + 2m), T ), = (L#L(zy — ), 2 ) — 0.

n,Mm—00

En consecuencia, dado que (N (V)*, (-, +),) es reflexivo, existe zg € N (V)> tal que
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Zn — 2. Mostraremos ahora que 2o = L# Lz,. Por un lado, si z € N(V ),
p
(2n,2), = (20,7), = (L#Lz,x ).
Por otro lado,
(2n,2), = (Yn + 2n,2), = (L#La,,x) — (zo, ).

Es decir, (xg,x) = ( L¥ Lz, 2 ) paratodo « € N(V)*». Ahora, consideremos un = € H
arbitrario y escribamos x = x1+zyconzy € N(V)yxs € N (V)LP. Entonces, observando
que L# Lzy € N(V)* y 29 € N(V)?, resulta que

<L#LZ07I> = <L#L207x2> = <$07$2> = <ZE'[),.I>-

Consecuentemente, o = L# Lz, € R(L¥L), y asi podemos afirmar que N(V)+ C
R(L#L). Mediante la Observacion y notando que p € (p_, p,) es arbitario, la prueba
queda completa. 0

Corolario 3.21. Si p_ # p, y R(L) es un subespacio pseudo-regular de (I x £, [+, -],,)

para algiin py € [p—, p+], entonces es un subespacio regular de (K x &, |-, -1,) para cada

pE (p_,py)

Demostracion. Por el Lema[3.18] T(N(V')) es un subespacio regular de K. Entonces, el
resultado es una consecuencia inmediata de la Proposicién [3.20] O

Estamos en condiciones ahora de enunciar el resultado mds importante de este capitulo,
mediante la recopilacion de los hasta ahora obtenidos. La siguiente proposicion establece
la invarianza de las propiedades de R(L) como subespacio de (K x &,[-, -],), ante

los diversos valores del parametro de regularizacién p € (p_, py), para el caso en que
p— # P+
Proposicion 3.22. Supongamos que p_ # p.. Dado py € [p—, p4], si se satisface alguna
de las siguientes condiciones para R(L) como subespacio de (I x &, [+, -],,)s
i) R(L) es cerrado;
ii) R(L) es no degenerado;
iii) R(L) es pseudo-regular;
(L)

iv) R(L) es regular;
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v) R(L) es uniformemente positivo;

entonces R(L) posee la misma propiedad como subespacio de (KK x £, -, -],) para cada

pE (p—,py)

Demostracion. Para i), ii) y v), ver la Proposicion el Corolario[3.12] y la Proposicion
respectivamente. Para iii) y iv), ver el Corolario [3.21] O

RRJ Caracterizacion del caso en que el rango es regular

Procedemos ahora a analizar més en detalle el caso en que R(L) es un subespacio
regular, que serd el de mayor interés en los capitulos siguientes. Recordemos que R(L) es

regular y positivo si y sélo si es cerrado y uniformemente positivo.

Dadoun p € [p_, p. ], en primer lugar probamos que si R(L) es un subespacio cerrado y
uniformemente positivo de (K x &, [+, -],), entonces p_ # p. y ademds p debe pertenecer
al intervalo abierto (p_, p. ). Para esto, previamente desarrollamos algunas herramientas

que serdn utilizadas en el Capitulo [5]

La siguiente proposicién muestra que H' = N (7)) + N(V)* resulta ser un espacio de
Hilbert con el producto interno ( -, -), dado por (3.1T).

Proposicion 3.23. Si p_ # p., y existe py € [p—, py] tal que R(L) es un subespacio
cerrado y uniformemente positivo de (K x E,[-, -1,,), entonces (H', (-, -),), con (-, -),

dado por (3.11)), es un espacio de Hilbert para cada p € (p—_, p+)-

Demostracion. Observemos, en primer lugar, que por la Proposicion R(L) es un

subespacio cerrado y uniformemente positivo de (K x &, [-, -],) paracada p € (p_, p4).
Ahora consideremos un p € (p_, p) arbitrario, fijo. De la Proposicién [2.66, R(L) es un
subespacio regular de (K x &, [+, -],). La Proposici6n 3.3|entonces afirma que

R(T*T + pV#V) = R(T*T) + R(V#V) = N(T)* + NV)* =H’

es un subespacio cerrado de (#, (-, -)). Consecuentemente, (T#T + pV#V)! es un
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operador acotado. Si x € H', considerando que
lall, = ((T#T + pV#V)a 2 ) = |(THT + pV#V) Pl
resulta que
I(T#T + pVEV)T2 ||| < Jlall, < ITFT + pVFV V2] .

Por lo tanto, las normas || - || y || - ||, son equivalentes en ', y en consecuencia (#', (-, -),)

es un espacio de Hilbert. [

De la prueba de la Proposicion [3.23] podemos extraer el siguiente corolario.

Corolario 3.24. Si p_ # py, y existe py € [p_, p4] tal que R(L) es un subespacio cerrado
y uniformemente positivo de (K x E,[-, -1,,), entonces || - || y || - ||, son equivalentes en

H' para todo p € (p_, p1).

Ahora introducimos un operador que serd esencial para analizar las soluciones del
problema de interpolacion indefinido en el Capitulo[5] y que en lo sucesivo sirve como
una herramienta. Supongamos que p € [p_,p.]| es tal que R(L) es un subespacio
cerrado y uniformemente positivo de (K x £, [, -],), y consideremos que p se encuentra
fijo. Considerando que por la Proposicién [3.3| R(V#V) C R(T#T + pV#V) y H' =
R(T#T + pV#V), definamos el operador G : H' — H’' como

G = (T*T + pV*V)IV#V

- (3.18)

Observemos que, dado que R(L) es un subespacio pseudo-regular de (IC x &, [-, -],) (ver
Proposicién , entonces de la Proposicion tenemos que R(L¥ L) es cerrado en
(H, (-, -)),y consecuentemente el operador (T#T + pV#V ) es acotado. La equivalencia
de las normas expresada en el Corolario [3.24] implica entonces que GG es un operador
acotado del espacio de Hilbert (%', (-, -),). Ademds, es fdcil ver que G es un operador
autoadjunto en este espacio. Entonces, existen dos subespacios H. y dos operadores
invertibles y semidefinidos positivos G+ € L(H.)" talesque G =G, —G_y

H =H, ®,H-®, N(G),
donde

N(G)=N(V)NH =NV)N(NT)NN(V))*" = N(V)e N(T). (3.19)
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Haciendo uso de este operador (G, podemos probar el resultado anunciado.

Proposicion 3.25. Si p € [p_, p.] es tal que R(L) es un subespacio cerrado y uniforme-
mente positivo de (IC x E,[-, -],), entonces p_ # pry p € (p—, p1).

Demostracion. Sea xo € H', escribamos xq = xf + x5 + 23 con 23 € Ha, 23 € N(G),
y supongamos que x4 # 0. Luego,

(G$0>$0)p (G+956r»$8r)p—(G7$6,1’5)p (G+£L’8_,x8_)p

ol a2+ g 2+ 02812 = [l=g 112

Dado que H, \ {0} C P*(V), resulta que

Gz, x Gix,x
2 2 +
zeP+(V) H35||p zeM\{0} HiUHp
y consecuentemente
(Gz,z) [V, V]
|G+l = sup ——2-F = sup :
" zeP+(V) Hx”,% zeP+(V) [Tz, Tx|+p[Vr, V]
B 1 1
N Tx,Tx] p—p_’
,0+ fﬂf [ ‘CE? .CE] p p*

zeP+(v) [V, V]

Entonces, p > p_. Siguiendo el mismo procedimiento con vectores de H_, resulta que

p < P+ u

La Proposicion [3.25] puede interpretarse de la siguiente manera. Todo subepacio
uniformemente positivo de un espacio de Krein es no degenerado. Para el caso que nos
incumbe, R(L) es no degenerado (como subespacio de (IC x &, [-, -],,) con py € [p—, p+])
siy sélo si N(T#T + poV#V) = N(T) N N(V). Por otro lado, en el Capitulo
demostraremos si R(L) es cerrado y uniformemente positivo los conjuntos M_. son no
vacfos, y en consecuencia el Lema[3.13|establece que N (T#T +pLV#V) % N(T)NN(V).
De esta forma, bajo estas condiciones (L) resulta ser un subespacio no degenerado de

(]C X 57['7 ]ﬂ) SiYSéIO Slp S (p—ap—l-)'

Enunciamos ahora una consecuencia del procedimiento llevado a cabo en la prueba de
la Proposicién [3.25]
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Corolario 3.26. Sip € (p_, p,) estal que R(L) es un subespacio cerrado y uniformemente

positivo de (K x E,[-, -],), entonces

1 1
Gl =—— » |G-|I=
P — pP- + =

Para finalizar este capitulo, recopilamos y extendemos las diversas formas de caracterizar

el caso en que R(L) es regular.

Proposicion 3.27. Supongamos que p_ # py y sea p € (p_, p+). Las siguientes condicio-

nes son equivalentes:
1. R(L) es un subespacio regular de (K x E,[-, -1,);
R(L) + R(L)™ es un subespacio cerrado de (K x &,[-, -],);
R(T#T + pV#V) = N(T)* + N(V)*;

N(T)* C R(T*T + pV#V);

(T)

N(V)+ C R(T#T + pV#V);
(
(

T(N(V)) es un subespacio regular de K;

N S A BN

V(N(T)) es un subespacio regular de E.

Demostracion. La equivalencia entre 1., 3., 4. y 5. fue establecida en la Observacién [3.19]
La equivalencia entre /. y 6. es una consecuencia del Lema [3.18]y la Proposicion [3.20} y

aquella entre /. y 7. se prueba de manera andloga.

Para finalizar la prueba, supongamos que R(L) + R(L)™! es un subespacio cerrado
de (I x &,[-, -],). Entonces, por el Lema (y,2) € R(L) + R(L)™ si y sélo si
z—VTt € V(N(L#L))H. Peroel Corolarionasegura que N(L¥L) = N(T)NN(V),
y consecuentemente V (N (L# L))+ = £ . Entonces, K x & = R(L) + R(L)"*, i.e. R(L)
es regular. [

A modo de resumen, en la siguiente observacion presentamos aquellos resultados de
esta seccion que serdn exhaustivamente utilizados en el andlisis del conjunto de soluciones

del problema de interpolacion abstracta indefinida.

Observacién 3.28. Si R(L) es un subespacio regular de (K x &,[-, -],,) para algin
po € [p—, p+], entonces p_ # p,, y paratodo p € (p_, p,) se satisfacen las siguientes

condiciones:
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1. (H',(-,-),) es un espacio de Hilbert;
2. lasnormas || - ||, y || - || son equivalentes en H{';
3. T(N(V)) es un subespacio regular de K;

4. se tiene que
G=(T*T+pV*V)IV#V|,, e LH) vy H =H, &, H_&,N(G),

donde G puede descomponerse como G = G, — G_, con G+ € L(H4)" dos

operadores invertibles y semidefinidos positivos;

5. 1G4l = == v 1G] = 5=

p—p— P+

p
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"MW@ Problema de suavizado abstracto indefinido

El problema de suavizado abstracto indefinido, que se obtiene a partir de la regularizacién
del problema de interpolacion abstracta indefinida mediante el procedimiento de Tikhonov,
se formula de la siguiente manera. Consideremos un espacio de Hilbert (H, (-, -))
(complejo y separable), dos espacios de Krein (IC,[-, - |x) y (&,[, - ]¢) (complejos y
separables), y sean I' € L(H, )y V € L(H,E) dos operadores acotados y sobreyectivos
tales que %71 y V#V son operadores indefinidos en .

Problema 1. Dado p € R y un punto fijo zy € &, analizar la existencia de

min  ([Tz,Tz],+p[Va —20,Va — 2], ),

zeEH

y si el minimo existe, hallar el conjunto de argumentos donde se alcanza.

Definicién 4.1. Un vector = € H es un spline de suavizado abstracto indefinido o (T, V, p)-
suavizante de zp € &, sies una solucién del Problemall] El conjunto de (7, V, p)-suavizantes

de z es denotado por sm(p, zo).

Definicion 4.2. EI conjunto de puntos zy € £ que admiten una solucién para el Problema
[1]para un dado p € R es denotado por A, (p):

Asm(p) = {zo €& : smp,z) #9 }

Si suponemos que p = 0, el Problema se reduce a analizar el minimo min, ¢y, [Tx, Tz |.
De la Proposicién una condicion necesaria de la existencia de este minimo es que
R(T) = K seano negativo. Sin embargo, T#T es un operador indefinido por lo que podemos
de antemano afirmar que p = 0 no es un valor admisible para que el Problema [I| tenga
solucién. Por lo tanto, para lo sucesivo supondremos que el pardmetro de regularizacién es

distinto de cero: p # 0.

El Problema [I] puede expresarse como un problema de cuadrados minimos indefinidos
mediante el operador de regularizacién de Tikhonov dado por la Definicién [3.1] y el
producto interno sobre IC x &£ definido en (3.1): si fijamos p € R\ {0}y 2z € &€, dado un
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r €H,

[T, Tx]+p[Ve — 2z, Vo — 20| = [(T2, Vi — 2), (Tx,V — 20) ],
= [Lx — (0, 20), Lz — (0, 20) ], -

Luego, obtenemos la siguiente formulacion equivalente para el problema de splines de

suavizado indefinido:

Problema 1’. Dado p € R\ {0} y un punto fijo zy € £, analizar la existencia de

min [ Lz — (0, z0), Lz — (0, z) ]

TEH p’

4.1

y si el minimo existe, hallar el conjunto de argumentos donde se alcanza.

Por la Proposicién [2.72] existe una solucién de (@.1)) si y s6lo si R(L) es un subespacio
no negativo de (K x &, [+, -],) y (0, 2) € R(L) + R(L)™. En este caso,

i € H es una soluci6n del Problema[] <= L& — (0,2) € R(L)*.
Ademds, si Z es una solucién particular, el conjunto de soluciones es la variedad afin
i+ N(L*L).
Expresamos estos resultados en la siguiente proposicion, y el subsiguiente corolario.

Proposicion 4.3. Dado 2, € &, el Problemaadmite solucion siy solo siT#T + pV#V €
L(H)TyV#zy € R(T#T + pV#V).

Demostracion. Como se ha mencionado, de 1a Proposicién se tiene que el ProblemalT]
admite solucién siy sélo si R(L) es no negativoy (0, z) € R(L)+ R(L)™. La Proposicién
B.3|muestra que R(L) es no negativo si'y sélo si L#L = T#T + pV#V € L(H)*.

Ademis, (0, z) € R(L) + R(L)™ siy sélo si existe & € H tal que
[ L& —(0,20), L], =0, paratodox € H,
o equivalentemente, L# (L%) = L#(0, z9) = pV# 2. Luego,

(0,20) € R(L) + R(IL)Y  siysélosi  V#zy € R(T*T + pV#V).
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Considerando el Corolario obtenemos inmediatamente el siguiente resultado,
donde se caracterizan las soluciones del Problema [I| mediante una ecuacién normal, y a

través de ésta se establece una solucidn particular.

Corolario 4.4. Si sm(p, zg) # @ para un vector zy € &, entonces & € sm(p, zy) si y solo

st T es una solucion de la ecuacion:
(TH#T + pV#V )2 = pV# 2. 4.2)
En este caso,

sm(p, 20) = p(TH*T + pVH#V) I V#2y + N(TH#T + pV#V).

‘WA Analisis del conjunto de puntos admisibles

Procedemos ahora a caracterizar el conjunto de puntos admisibles .A(p), para cada p € R.
De acuerdo a la Proposicién 3.6} la existencia de un p € R tal que T#T + pV#V € L(H)*
es equivalente a que 7'(Cy) sea un conjunto no negativo de K. Dado que ésta es una
condicion necesaria para la existencia de soluciones del Problema I} de aqui en mds la

supondremos como hipdtesis.
Hipétesis 4.5. T#T y V#V son operadores indefinidos en H y

T'(Cy) es un conjunto no negativo de K.

Consecuentemente, los pardmetros p1 dados por (3.4) se encuentran bien definidos.
El siguiente resultado, expresado con el cardcter de proposicién, es una consecuencia
inmediata de la Proposicién 4.3y el Corolario

Proposicion 4.6. Se satisfacen las siguientes condiciones:

1. Asn(p) = @ para todo p & [p—, pi];
2. Ag(p) = (V)L (R(T#T + pV#V)) para cada p € [p_, p+).
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Hemos mencionado en la Introduccién que en [63]] se probé que, dado un p € [p_, p],
existe un spline de suavizado indefinido para todo 2z, € £ (equivalentemente, A, (p) = &)
siy s6lo si R(L) es un subespacio cerrado y uniformemente positivo de (IC x £, [, -],) (o
equivalentemente, regular y positivo). Nos proponemos ahora relajar esa hipdtesis sobre

R(L) para luego obtener este citado resultado como una consecuencia inmediata.

Proposicion 4.7. Sea p € [p_, p.|. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:
L. Aunlp) = V(N(T#T + pv#1v))H;

2. R(L) + R(L)M es un subespacio cerrado de (K x &,[-, +],)-

Demostracién. Supongamos que A, (p) = V(N(L#L))*. Dado un punto (y,z) €
R(L) + R(L)H, el Lemaimplica que z — VTTy € A, (p). Si x € H, considerando
que TT" = I, Lv — (0,2 — VT'y) = L(x + T'y) — (y, 2). Entonces, el problema de

cuadrados minimos indefinidos que consiste en minimizar | Lx — (y, 2), Lz — (y, 2) |

p
sobre z € H admite solucién. En este caso (y, z) € R(L) + R(L)M*! (ver 1a Proposicién

2.72). Entonces, R(L) + R(L)™ es cerrado.

(L]

Reciprocamente, supongamos que R(L) + R(L)" es cerrado. En primer lugar, la

inclusién A,,,(p) € V(N (L#L))™* siempre se cumple. Para ver la otra inclusién, si
29 € V(N(L# L)) entonces, por el Lema[3.4] se sigue que (0, 2) € R(L) + R(L)M,
i.e. sm(p,z9) # &. Luego, zo € Asn(p). O

A partir de la proposicion anterior, podemos describir més en detalle el conjunto de
puntos admisibles para el caso en que R(L)+ R(L)!*) es un subespacio cerrado. Recordando

la definicién de los conjuntos M. dada por (3.10)), consideremos los conjuntos

Ny ::MiU{O}:{xGP(V)i ; %:—pi}U{O}. 4.3)

Proposicién 4.8. Dado p € [p_, p.], supongamos que R(L) + R(L)™ es un subespacio
cerrado de (KK x &, [, -],). Entonces, se satisfacen las siguientes condiciones:
1. sip_ # py:
i) sip€ (p_,py), entonces Agy(p) = E;
ii) si p= py, entonces Ayy(p) = V(N_)H;

iii) sip = p_, entonces Agn(p) = V(N )M,
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2. si p_ = py, entonces

Asm(p) = VIND)H N VAL

Demostracion. Los resultados se obtienen como una consecuencia inmediata de la Propo-

sicinf4.7] y los Lemas [3.11]y [3.13] O

Ahora caracterizamos el caso en que, para un p € [p_, p.] fijo, existe solucién para todo

punto para el problema de suavizado indefinido mediante la siguiente proposicion.

Proposicion 4.9. Sea p € [p_, p.|. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:
1. sm(p, z0) # @ para todo zy € E;
2. R(L) es un subespacio regular de (KK x E,[-, -],);

En este caso,

sm(p, z0) = p(TH*T + pV#V) I V#2 + N(T) N N(V).

Demostracion. Si sm(p, zy) # @ para todo z, € &, entonces por la Proposicion
(VE)Y"YR(L¥L)) = Agn(p) = €. Estoimplicaque N(V)* C R(L# L). De laProposicién
se tiene luego que R(L) es un subespacio regular.

Para el reciproco, supongamos que R(L) es regular. Dado que entonces es cerrado y
uniformemente positivo (ver Proposicién [2.66)), la Proposicién asegura que p_ # p.y
p € (p_, p+). Considerando que R(L)+ R(L)™* es cerrado, porque R(L) es pseudo-regular,
por la Proposicién 4.8 A,,,.(p) = . O

Observacién 4.10. Observemos que por las Proposiciones 4.9y y la invarianza

establecida en la Proposicion [3.22] las siguientes condiciones son equivalentes:
1. sm(po, z0) # @ paratodo zy € &£, para algin py € [p_, p4];

2. p_ # py,y sm(p,zy) # @ paratodo zy € £, paratodo p € (p_, py).
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Relacion con los splines con restriccion lineal

En esta secciéon procedemos a estudiar la relacion entre el problema de suavizado
indefinido, y el problema de interpolacién indefinida con restriccion lineal que fue expuesto
en la subseccion [2.2.8] Recordemos esta formulacién: dado un vector zg € £, se desea

hallar los puntos de H que alcancen el minimo

min [Tz, Tz],
z€EH
sujetoa V= zj. “4.4)

Denotamos al conjunto de soluciones de (4.4) como spl(zy). Recordemos también que el
problema de interpolacién abstracta indefinida se reduce a (#.4) si V#V no es un operador
indefinido. En esta seccion, sin embargo, seguiremos suponiendo las Hipétesis 4.5]

Por lo expuesto en la Subseccién [2.2.8] son las caracteristicas del subespacio T'(N (1))
las que permiten analizar el problema (#.4). Luego, para lo que sigue es fundamental el
andlisis de las relaciones entre R(L) y T'(N(V')) desarrollado en el Lema [3.18]

En la Proposicién se mostré que existe solucién para (@.4) siy sélo si T(N(V))
es un subespacio cerrado y uniformemente positivo de K (o equivalentemente, regular y
positivo). Mediante lo desarrollado en el Capitulo [3]estamos en condiciones de enunciar

una equivalencia andloga en términos de R(L):

Proposicion 4.11. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. spl(z0) # @ paratodo zg € Ey p_ # pis
2. R(L) es un subespacio cerrado y uniformemente positivo de (K x &,[-, -],) para

algiin p € [p—, p+].

Demostracion. En primer lugar, observemos que si R(L) es un subespacio cerrado
y uniformemente positivo de (K x &,[-, -],,) para algin p, € [p_, p4], entonces la
Proposicién afirma que p_ # p.. Luego, la equivalencia es una consecuencia de que,
por la Proposicién[3.27} si p_ # p, entonces T'(N (V) es regular si y sélo si B(L) es un
subespacio regular de (K x &, [-, -],),con p € (p_, p1). O

Asimismo, mediante las Proposiciones 4.9y .11] y 1a Observacion {.10] obtenemos el

siguiente corolario, al que le damos cardcter de proposicion.
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Proposicion 4.12. Las siguientes condiciones son equivalentes:
1. spl(zy) # D paratodo zg € Ey p_ # ps;
2. sm(po, 20) # @ para todo zy € &, para algiin py € [p—, p+];

3. p_ # prysm(p,z) # @ para todo zy € E, para todo p € (p—, p+).

Ahora concentramos nuestra atencion en las situaciones en que un conjunto de splines
interpolantes con restriccion lineal es también un subconjunto de las soluciones de
algiin determinado problema de suavizado indefinido; o, atin mds, cuando un problema
de interpolacién indefinida con restriccion lineal puede traducirse en un problema de

suavizado indefinido, y viceversa.

En primer lugar, mostramos un resultado expuesto en [64, Thm. 4.7].

Proposicion 4.13. Supongamos que R(L) es un subespacio cerrado y uniformemente

positivode (K x €[ -, -] ). Entonces, para cada 2 € & existe wy € £ tal que
sp(wo) = sm(p, z).

A pesar de que este resultado es interesante (indica que, fijando un p € [p_, p,],
cada (7', V')-interpolante con restriccion lineal es un (7', V, p)-suavizante y viceversa), las
hipétesis consideradas son un tanto excesivas. Nos proponemos ahora estudiar algunos

resultados intermedios, relajando las hipétesis impuestas sobre R(L).

Proposicion 4.14. Dado p € R\ {0}, si R(L) es un subespacio no negativo de (K x

E,[-, 1)) entonces se satisfacen las siguientes condiciones:

1. para cada zy € E tal que sm(p, zy) # @ existe wy € & tal que
& # spl(wg) C sm(p, 20);
2. para cada wy € & tal que spl(wy) # D existe zy € E tal que
spl(wo) C sm(p, zg).

Demostracion. En primer lugar, observemos que el Lema implica que T'(N(V')) es un
subespacio positivo y no degenerado de K. Ademds, en este caso N (V)NT#T(N(V))*+ =

N(V)N N(T) (ver el Lema 2.85).



4.3. Relacion con los splines con restriccion lineal 97

1. Seaxy € sm(p, z). Del Corolario[4.4]se tiene que (T#T + pV#V )z = pV#2;. Dado
que T#Tzg = V#(pzy — Vg) € N(V)*, se cumple que 7o € T#T(N(V))*. Fijando
wq = Vxp, del Corolario resulta que = € spl(wy), y consecuentemente

spl(wo) = zo + N(T) NN (V).

Finalmente, spl(wg) = 2o + N(T) N N(V) C 2o + N(L#L) = sm(p, 29).

2. Supongamos que spl(wg) # @ para algin wy € &. Por el Corolario existe
xg € TH#T(N(V))* tal que Vg = wy. Dado que T#Txg € N(V)+ = R(V#), se sigue
que T#Txg = V#(V#)'T#Tx,. Entonces,

1
(T#T + pV#V )z = pV# <;(V#)TT#T + v) .

Luego, denotando z, := (%(V#)TT#T + V) o, el Corolario asegura que Ty €
sm(p, 29). Dado que N(T) N N(V) C N(L#L), la prueba queda completa.

Observemos que dado z, € & tal que sm(p,20) # @, si fijamos wy := pV (T#T +
pV#V)IV#2, entonces @ # spl(wy) C sm(p, z). Andlogamente, dado wy € & tal
que spl(wg) # 9, si zg € THT(N(V))* es tal que wy = Vg, entonces definiendo
2y 1= <%(V#)TT#T - V) T se sigue que spl(wg) C sm(p, 2o).

Considerando ahora que por el Corolario R(L) es un subespacio no negativo de

(K xE&, [, -], siysolosip € [p_, pi], se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 4.15. Se satisfacen las siguientes condiciones:

1. para cada p € [p—, py]y cada zy € Asn(p) existe wy € Agpy tal que

spl(wo) € sm(p, 20);

2. para cada wy € Ay y cada p € [p—, pi] existe zg € Agp(p) tal que

spl(wo) € sm(p, z0)-

Finalmente, también como consecuencia de la Proposicion4.14] obtenemos la proposicion

a continuacion, y el subsiguiente corolario.
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Proposicion 4.16. Dado p € R\ {0}, supongase que R(L) es un subespacio positivo y

no degenerado de (IC x £, -, -|,). Entonces, se satisfacen las siguientes condiciones:

1. para cada zy € & tal que sm(p, z9) # @ existe wy € & tal que
@ # spl(wo) = sm(p, 20);
2. para cada wy € & tal que sp(wy) # @ existe zy € € tal que

spl(wo) = sm(p, zo).

Demostracion. De la Proposicion [3.3]se tiene que N(L#L) = N(T) N N(V), entonces la

afirmacién sigue como consecuencia de la Proposicion 4.14] O

Corolario 4.17. Si p_ # p., entonces se satisfacen las siguientes condiciones:

1. para cada p € (p_, p;) y cada zy € Ag,y(p) existe wy € Agyy tal que
spl(wo) = sm(p, zo);
2. para cada wy € Ay y cada p € (p—, p1) existe 2y € Agp(p) tal que

spl(wo) = sm(p, zo).

Demostracion. Es una consecuencia inmediata de la Proposicién[4.16] y del hecho de que,
del Corolario[3.12} R(L) es un subespacio no degenerado de (KC x &,[-, -],) para todo

p e (p-,py)- O
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Nl Problema de interpolacion abstracta indefinida

Procedemos a formular el problema de interpolacién abstracta indefinida. Sea (H, (-, - ))
un espacio de Hilbert (complejo y separable), (IC, [+, -]x) y (€,[-, -]¢) dos espacios de
Krein (complejos y separables), y T' € L(H,K), V € L(H,E) dos operadores acotados y
sobreyectivos tales que 77Ty V#V son operadores indefinidos en .

Problema 2. Dado zy € &, analizar la existencia de

min [Tz, Tx],
z€EH

sujetoa [V — zp, Ve — 2] =0,
y si el minimo existe, hallar el conjunto de argumentos donde se alcanza.

Definicién 5.1. Un vector & € H es un interpolador abstracto indefinido o (T,V)-
interpolante de z, € £, si es una solucién del Problema [2| El conjunto de los (7', V)-

interpolantes de z, es denotado con sp(zp).

Fijando =y € H tal que Vo = 2, entonces = € H satisface [Vz — 2z, Vr — 2] = 0si
y s6lo si z € xy+ Cy, y consecuentemente sp(zp) es un subconjunto de xy + Cy . Entonces,

el Problema [2| puede expresarse equivalentemente de la siguiente forma:

Problema 2’. Dado zy € &, sea xq € H tal que Vxq = zy, analizar la existencia de
min [1'(zo +y), T(z0 +y) |, (5.1)

yeCy

v si el minimo existe, hallar el conjunto de argumentos donde se alcanza.

WA Existencia de splines interpolantes indefinidos

En esta seccion, nos disponemos a estudiar diversas caracterizaciones de la existencia de

soluciones del Problema[2] En primer lugar, analizamos la existencia del infimo en (5.I).
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Proposicion 5.2. Dado x, € H, las siguientes condiciones son equivalentes:
1. inf [T(zo+y), T(zo+y)] > —o0;
yeCy

2. existe una constante ¢ > 0 tal que
|[Txo, Ty]|* < [Ty, Ty] para todo y € Cy. (5.2)

Demostracion. Supongamos que inf,cc, [1'(zo + vy),T(xo +y)]| = k > —oo. Entonces,

paratodo y € Cy,
[Ty, Ty|+ 2Re[Txo, Ty| + [Tz, Txog] —k > 0. (5.3)

Para un dado y € Cy, ty € Cy paratodo ¢t € R. Luego, reemplazando y por ty en (5.3) se
sigue que
at>? +bt+¢>0 paratodo t € R, 5.4

donde a = [Ty, Ty], b = 2Re [Tz, Ty|y ¢ = [Tz, Txo] — k > 0. Pero (5.4) se

satisface siy sélosia >0y b? — dac < 0, i.e.

(Re[Txg,Ty])ch[Ty,Ty], para todo y € Cy .
Ahora, sea § € [0,2n) tal que [Ty, Ty] = €?| [Tz, Ty]|, y sea v := ey € Cy.
Entonces, [Tv,Tv] = [Ty, Ty]y Re[Txo,Tv]| = |[Txo,Ty]|. En consecuencia,
|[Txo, Ty]|" < c[Ty,Ty],  paratodoy € Cy.

Reciprocamente, sea ¢ > 0 tal que (5.2)) se cumple. Luego [Ty, Ty | > 0 para todo

yelyvy
(Re[TxO,Ty])2 < |[Txo, Ty |2 <c|[Ty,Ty].

Dado un vector arbitrario (fijo) y € Cy definamos a y b como previamente. Entonces,
a>0,b* —4ac <0,y (5.4) se sigue. O equivalentemente,

[T(zo + ty), T (zo + ty) ] > [Txo, Txo| — ¢,

donde y € Cy y t € R. Dado que y € Cy es arbitrario, inf,cc, [T(xo +y), T(zo +y)] >
—00. [

De la Proposicién [5.2] se obtiene el siguiente corolario, que establece condiciones
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necesarias de la existencia del infimo en (5.1). Denotemos con Cr al conjunto de vectores

neutros de la forma cuadratica x — [Tz, Tx |.

Corolario 5.3. Dado xy € H, si infycc, [T (z0 +y), T(xo +y)] > —o0, entonces T'(Cy)
es un conjunto no negativo de Ky xo € T*T(Cr N Cy)*.

Demostracion. Supongamos que inf,cc,, [T(zo +y), T (zo +y) | > —oc. Luego, la pri-
mer asercion es una consecuencia inmediata de (5.2). Por oro lado, si y € Cr N Cy,
reemplazédndolo en (5.2) implica que | [Tz, Ty | | = 0. En consecuencia, zg € T#T(Cr N
Cv)*. O

Dado que, como establece el Corolario el que T'(Cy ) sea un conjunto no negativo
de K es una condicién necesaria para la existencia del infimo en (5.2), de aqui en més

suponemos que esta condicidn se satisface.

Hipétesis 5.4. T#T y V#V son operadores indefinidos en H y

T'(Cy) es un conjunto no negativo de K.

Procedemos a mostrar la primera caracterizacion de la existencia de soluciones del
Problema 2] La existencia de éstas es equivalente a la existencia de un vector y, € Cy tal
que ¢ := [Ty, Ty | satisfaga (5.2). Luego, la siguiente proposicion establece condiciones

necesarias y suficientes para la existencia de splines interpolantes indefinidos.

Proposicion 5.5. Dado zy € &, sea xq € H tal que zy = Vxy. Entonces, sp(zo) # @ si

solo si existe yy € Cy tal que para todo y € Cy,
[[Tzo, Ty [* < [Tyo, Tyo ] [Ty, Ty, (5.5)

con igualdad cuando y = v.

En este caso, xo + yo € sp(zo) siy sélo si yy € Cy satisface (5.5) y
[T (20 + yo), Tyo] = 0. (5.6)
Demostracion. Supongamos que sp(zg) # &; i.e. existe yo € Cy tal que

[T(zo+yo0), T (o +vo)] <[T(xo+y), T(xe+y)], para todo y € Cy.
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Entonces, de la prueba de la Proposicién

2
(Re[TxO,Ty]) <|[Txo, Ty]|> < c[Ty,Ty], para todo y € Cy,
donde ¢ = —(2 Re[Tzo, Tyo |+ [Ty, Tyo | ) Luego,

(Re[T:cg,Ty] )2 < —(2 Re[Txo,Tyo]—i—[TyO,TyO]) [Ty, Ty], para todo y € Cy.
En particular, para y = o,
([Tyo, Tyo | + Re [ Two, Tyo])* < 0.
Entonces, Re [T'zo, Tyo | = — [Ty0, Tyo |, y se sigue que
(Re [Tz, Ty | )2 <[Tyo, Tyo| [Ty, Ty], paratodo y € Cy .

Ahora, para un y € Cy fijo, sea § € [0,27) tal que [Txo, Ty] = € |[Txo, Ty]|, y
denotemos v := ¢y € Cy. Luego, [Tv, Tv]| = [Ty, Ty]yRe[Txo, Tv]| = | [Tz, Ty]|.
Por lo tanto,

| [Txo, Ty]|* < [Tyo, Tyo] [Ty, Ty],  paratodoy € Cy. (5.7)

Adn mds, dado que Re [Txo, Tyo | = — [T'y0, T'yo |, escogiendo y = o en (5.7) implica
que
2
(Re[Tzo, Tyo])” < |[Tzo, Tyo 1> < [Tyo. To .

Consecuentemente, la igualdad en (3.7) es alcanzada en y = y, en cuyo caso se cumple
que [T(zo + Yo), Tyo | = 0.

Reciprocamente, supongamos que (5.3)) se satisface con igualdad cuando y = y,. Luego,
2
(Re [Tx07Ty] ) < ’ [TanTy] ‘2 < [Ty0>Ty0] [TyaTy] :

Sea 6 € [0,27) tal que [Tzo, Tyo] = € |[Txo, Tyo]|, y fijemos vy := —efy, €
Cy. Entonces, [Tvo, Tvo| = [Ty0,Tyo| y [Txo,Tvo] = —|[Txo,Tyo]|. Dado que
| [Tx0,Tyo ]| = [Tyo, Ty |, se sigue que [ T'(xo + vp), Tvo | = 0. Para un vector arbitrario
(fijo) y € Cy definamos a = [Ty, Ty|, b = 2Re[Txo, Tyl y ¢ = —[Tvo, Tvo] —
2Re[Txp, Tvg]. Luego, a > 0, b — 4ac < 0, y consecuentemente (5.4) se cumple.
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Equivalentemente,
[T (xo + vo), T (zo + vo) | < [T(xo + ty), T (zo +ty) ],

donde y € Cy yt € R. Dado que y € Cy es arbitrario, ¢ + vg € sp(zp). O

Observacion 5.6. Si zg € H y 2y := Vg son tales que sp(zy) # @, del Corolario
resulta que zo € T#T(C7 N Cy)*.

Las condiciones necesarias y suficientes para la existencia de (7, V')-interpolantes
establecidas en la Proposicion [5.5|pueden ser alternativamente expresadas mediante una
transformacion del problema de minimizacién en un probema dual de maximizacion. Con

este fin, denotemos el conjunto
D::{yECV: [Ty,Ty]=1}. (5.8)
Dado zy € T#T(Cr N Cy)*, definamos la funcién

Y :D—RY dadapor o(y)=|[Twzo,Ty]]|.

Proposicién 5.7. Dado un vector xo € T#T(Cy N Cy)*, sea zy = Vxy. Las siguientes

condiciones son equivalentes:

1. Sp(20> 7& a;

2. ma l .
mix Y(y) se alcanza

Demostracion. Sixy € N(T),entonces [1(zo+y),T(xo+y)] =[Ty,Ty] > 0.Luego,
es inmediato que minyec, [T (2o +y), T (zo +y) ] = 0y sp(z0) = xo + Cr N Cy. Dado
que | [T'zo, Ty || = 0 para todo y € Cy, se sigue el resultado deseado.

Ahora supongamos que g € T#T(Cy N Cy)* \ N(T). Sea sp(z) # @,y sea yy € Cy
tal que xo + Yo € sp(2p). Paratodo y € Cy \ Cr, (5.5) implica que

[ror i)
[Ty, Ty]"

Por (5.6), [ Tyo, Tyo ] = — [T, Tyo]. Luego, paratodo y € Cy \ Cr

Yy Yo
Tao.T|—Y Tao, T | —20
‘ ([Ty,Ty]m)] ([TymTyo]l/Q)]

2
<[Tyo,Tyo]-

2 2

<
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Es decir, el maximo es alcanzado en o/ [ Ty, Tyo |*/>.

Reciprocamente, supongamos que el maximo es alcanzado en vy € Cy . Entonces, para

todoy € Cy \ Cr,
Yy
Tao, T | —2
‘ ’ ([Ty,TyW”

Definamos y, := — [Txo, Tvo| vy € Cy. Luego, [Tyo, Tyo]| = | [Tz, Tvo] | y G9)
asegura que para todo y € Cy \ Cr,

2
< | [Tz, Two]|*. (5.9)

|[Txo, Ty )? < [Tyo, Tyo ] [Ty, Ty] .

Dado que zg € T#T(CrNCy )t esta desigualdad es también valida para cada y € CrNCy .
Por otro lado, en vista de que [ Tz, Tyo ] = — | [Tzo, Tvo | |> = — [ Tyo, Tyo ], la asercién
se sigue de la Proposicién[5.5] O

Como consecuencia de la prueba de la Proposicién el siguiente corolario establece
la relacién entre las soluciones del problema de minimizacion y el problema dual de
maximizacion para el caso en que xy ¢ N(T') (de la mencionada prueba, si zg € N(T) y

2o = Vg, entonces ¢ = 0y sp(zg) = xo + Cr NCy).
Corolario 5.8. Dado vy € T#T(Cr N Cy)*t \ N(T), sea zo = V. Si sp(z0) # 9,
entonces se satisfacen las siguientes condiciones:

1. siyy € Cy tal que o + Yo € sp(zp), entonces vy = —L——7 € Dy P(vy) =

) [Tyo,Tyo]
maxyep ¥ (y);

2. sivyg € D tal que 1p(vy) = max,ep Y(y), entonces xo — [Txo, Tv | vo € sp(20).

Ahora procedemos a proveer otra caracterizacién de las soluciones del Problema2]a través
de una ecuacién normal. Antes de expresar el resultado principal, analizamos el caso parti-
cular en que existen soluciones ¥ que no solamente satisfacen que [ VZ — 2o, VZ — 2] = 0,
sino que también pertenecen a la preimagen V! ({ 2o }). El siguiente lema trata con este

caso.

Lema 5.9. Dado zy € &, seax € H tal que Vx = zy. Entonces,
T € sp(z) siysolosi ze€ N(T).

En este caso, sp(zy) = T + Cr N Cy.
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Demostracién. Supongamos que T € sp(2g), y seay € Cy. Dado que T € sp(zp),
[Tz, Tz < [T(@Z+vy), T(xT+y)]. (5.10)
Entonces, de la Proposicion @
[T, Ty]|* < [T9, T [Ty, Ty],  paratodoy € Cy, (5.11)
donde 7, € Cy es el punto donde el minimo

min [T(z+y),T(x+vy)]

yeCy
es alcanzado. De (5.10), estableciendo yy = 0 se satisface (5.11]), y consecuentemente
[T%,Ty] = 0paratodo y € Cy. Luego, T#T7 € Ciz = {0}, y, dado que T# es inyectivo,
z e N(T).

Reciprocamente, supongamos que * € N(T'). Siy € Cy, y considerando que 7'(Cy ) es

un conjunto no negativo,
[T(x+y), T(x+y)] = [Ty, Ty] = 0. (5.12)

Estableciendo y = 0 en (5.12)), el minimo es entonces alcanzado, y consecuentemente

T € sp(zp). Mds atdn, el minimo es alcanzado si 'y sélo si y € Cr N Cy. O

El siguiente teorema establece la ecuacion normal que caracteriza las soluciones del
Problema en el caso general. Observemos que, dado que estamos suponiendo que 7'(Cy)
es un conjunto no negativo de /C, los pardmetros p. introducidos en el Corolario (3.7 estdn

bien definidos.

Teorema 5.10. Dado zy € &, seax € H tal que [V — 20,VZ — 29| = 0. Entonces,
T € sp(zo) siy solo si existe X € [p_, py] tal que

(TH#T + A\V#V)T = \V# 2. (5.13)

Demostracion. Consideremos la funcién f : H — R dada por f(z) = [Tz, Tz], x € H.
Esta funcién es diferenciable fréchet para todo = € H y su derivada de Fréchet en x esta
dada por:

Df(x) Ax =2Re([ Tz, TAz)), Az € H.
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En efecto, dado = € H,

[f(z + Azx) — f(x) — Df(x)Ax|

|Az]]
_ 2Re([Tz, TAz]) + [TAx,TAzx] — 2Re([Tz, TAz])|
| Azl
TAz, TAx
| il < s ——
| Azl | A||—0

Anélogamente, la funcién g : H — R dada por g(z) = [Vo — 20, Vo — 2], x € H, es
diferenciable Fréchet para todo x € H y su derivada de Fréchet en x estd dada por:

Dg(x) Az =2Re([Vx — 29, VAz]), Az € H.
De la misma forma, las derivadas de Fréchet de segundo orden en = € H estdn dadas por:
D?f(x)(Axy, Azy) = 2Re([TAz, TAzy]), Axy, Azy € H,
D?g(z)(Axy, Axy) = 2Re([VAZ, VA ]), Az, Axy € H.

Ahora, supongamos que = € sp(zp). Si VT = zy, entonces el resultado se sigue del Lema

escogiendo un A € [p_, p, | arbitrario. Por el otro lado, si VT # z, considerando que
Dg(z)Az =2Re([VZ — 20, VAZ]), Az e H,
Dg(Z) # 0. Luego, por el Teorema 2.8 existe A € R tal que D f(Z) + ADg(Z) = 0, i.e.
Re([Tz, TAz]+ A[VZT — 20, VAz]) =0, paratodo Az € H.
Reemplazando Az por —iAx, la parte imaginaria también se anula. Entonces,
(T2, TAx |+ AN[VZ —2),VAx] =0, paratodoAzx € H.

En consecuencia,
(T#T + A\V#V)T = \V# 2.
Ademis, por la Proposicién[2.7] para todo Az € H,

0< D*(f+ \g) () (Ax,Az) = 2Re[TAz, TAz ], + \2Re[V Az, VAz],
=2((T*T + \V*V)Az, Az ).
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Entonces T#T + AV#V € L(H)*, o equivalentemente, por el Corolario[3.7, A € [p_, p].

Reciprocamente, supongamos que existe A € [p_, p,] tal que (T#T + \V#V)Z =
AV#2y. Dado que [V — 29, VT — 29| = 0, fijando zy € H tal que Vo, = 2, existe
Yo € Cy tal que T = xg+1o. Luego, (THT +A\V#V)yy = —T#Txy.Seay € Cy, entonces
((T*T + \V#V)y,y ) = [Ty, Ty], y consecuentemente

|[[T20, Ty > = | { ~(T#*T + AV#V ),y ) |
< ((THT + AVFV )yo,y0 ) ((TFT + AVFV)y,y )
= [Tyo, Tyo | [Ty, Ty] .

Ademds, [Tzo, Tyo] = — ((T#*T + AV#V)yo, yo ) = — [ T'y0, T'yo |- Entonces, el resul-
tado se sigue de la Proposicién[5.5] O

Si zy € V(N(T')), entonces, por el Lema[5.9] 1a ecuacién normal (5.13) se reduce a
T#T% =0, (5.14)

para todo T € sp(zp), y por ende se satisface para todo A € R. Ademas, si T es tal que
VT = 2y z satisface (5.14),

sp(z0) =T+ CrNCy.
Por otro lado, si zg € E\V(N(T')), paracada A € [p_, p] sea x, una solucién particular

de la ecuacién normal (5.13) correspondiente a este A. Entonces, el conjunto sp(zg) se

encuentra a priori contenido en una unién de variedades afines; mds precisamente,

sp(zg) C U (zx+ N(T#T + A\V#V)) .

AElp—,p+]

Sin embargo, la siguiente proposicién muestra que en este caso el A que aparece en (5.13)

es tinico, y si Z es una solucién particular de (5.13]) entonces

T+CrNCy Csplz0) €T+ N(THT + A\VFV). (5.15)

Proposicion 5.11. Dado zy € £\ V(N(T')), supongamos que sp(zy) # . Entonces,
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existe un tinico A € [p_, p.| tal que
(TH#T + \V#V)T = A\V# 2,

para todo T € sp(z).

Demostracion. Si p_ = p,, entonces el resultado es trivial. Supongamos ahora que

p— # p+.Dados 1, Ty € sp(z0), T1 # Ta, s€aN A1, A € [p_, p4] tales que
(T#T + )\1‘/#‘/)51 == )\1‘/#2,’0,

(T#T + )\QV#V)%/Q = )\QV#ZO.

Dado zy € H tal que Vg = zg, sean yy1,y2 € Cy tales que 1 = xg + 11 y To = T + Yo.
Entonces,
(TH#T + MV#V )y, = —T#Tao = (THT + M VFV)ys. (5.16)

Dado que T#Txq # 0, es claro que y1,y2 ¢ N(T) N N (V). Més ain, podemos suponer
sin pérdida de generalidad que ¥, > € (N(T) N N(V))* porque Cy + N (V) = Cy.

De la Proposicién[5.5] parai = 1,2, [Tz, Ty; | = — [Tyi, Ty; | y
Consecuentemente, [ T'yy, Ty | = [Ty2, Ty2 ] y

—[Txo, Ty1 ) = [Ty, Ty | = [Ty2, Tya | = — [Tw0, Ty2 ] . (5.17)

Ademds, de (5.16),
[Ty, Ty2 | + M [V, Vyo | = = [Two, Ty |

[Ty, Tyr | + X2 [Vye, Vi | = — [Two, Tyr | -

Supongamos que [ Vy1, Vya | # 0. Dado que [Tz, Tyy | = [Txo, Ty | € R, tenemos que
A1 = Ao. Por el otro lado, si [ Vy;, Vys | = 0 entonces, de (5.17),

[T, Tys ] = — [Txo, Tyr ) = [T, Tyr ]V [Ty, Ty ]2 . (5.18)

Dado p € (p_, p. ), si consideramos el producto interno inducido por el operador T#T +
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pV#V € L(H)T, entonces (5.18)) puede reescribirse como

| ((T*T + pV#V)y1,y2 ) ! = ((T*T + pV*V)y1, 1 >1/2 ((T*T + pV#V)ys, 2 >1/2

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, existen «, 8 € C tales que
ay + Bys € N(T*T 4 pV#V) = N(T) N N(V),

donde la igualdad entre los subespacios es una consecuencia del Lema Dado que
y1,92 € (N(T) N N(V))*, y1 € yo son linealmente dependientes. Luego, haciendo uso de
las igualdades [T'yy, Tyo | = [Ty1, Ty1 | = [Tya, Ty2 | es facil ver que y; = yo, llegando

a una contradiccion. L]

Sizg € E\V(N(T)), (5.15) podria inducirnos a pensar que sp(zp) es una variedad
afin. Sin embargo, éste no es el caso en general. En efecto, el conjunto sp(zy) puede ser
interpretado como una unién de variedades afines paralelas al subespacio N (7') N N (V).

Considerando un vector xy € H tal que Vxy = 2y, luego

sp(z0) = | (2o +y+ N(T)NN(V) ),

ye®

donde O es el conjunto de puntos y, € Cy que satisfacen que (T#T + A\V#V)(zo +yo) =
A\V#2g,con \ € [p_, p;]. El ejemplo a continuacién muestra que sp(2o) no necesariamente

es una tnica variedad afin paralelaa N(7') N N (V).

Ejemplo 5.12. Consideremos un operador sobreyectivo V' € L(H, £) tal que V#V = J es
una simetria. Notemos que H = H & H_, donde H+ = N(I F J). Ademds, supongamos

que el operador sobreyectivo 1" € L(H, K) puede representarse como

21 0
T#T = |7 ,
0 —I_
de acuerdo a esta descomposicion. Luego, para todo x = x4 + x_ con x4 € H4 resulta
que [Vx,Vz] = |zy|* — ||z_||*. Entonces,
Cv ={y =y +y € Hawith ly]| = ly-| }. (5.19)

Es inmediato que sp(zy) = Cr N Cy = {0} si zg = 0. Supongamos ahora que z # 0,

y sea rg = xar + 2, € H con zpy € Hy tal que Vry = 2p. Procedemos a realizar dos
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andlisis diferentes: primero mediante el problema dual de maximizacién, y luego mediante

la ecuacién normal.
1. Mediante el problema dual de maximizacion:

Dados z,y € H, escribiendoz =z, +x_,y =y +y_ conzy,ys € H, setiene que
[Tvay] =2 <$+7y+> - <.I',,y, > Luego,

D:{ i + - Zl‘iGHi,$i7é0}.

[zl |

Supongamos que rg = :vBL + x5 con xpr € H, yseay € D. Entonces, existe 4+ € H,

x4 # 0 tal que

m+,a7 Ty, T
[T, Ty ]| = 2< 0.0 ) o) < 2llzg || + [l II (5.20)
[|2+]] |||
Del Corolario[5.8] dado yo € Cy, zg + yo € sp(20) siy s6lo si yg = — [T'zo, Tvo | v,
donde vy € D satisface que
méx | [Txo, Ty | = |[Txo, Tvo] |- (5.21)
yeD

Supongamos primero que z§ # 0y z, # 0. Luego, de (5.20) es inmediato que vy alcanza
+

s . . 2 . ] Ty Ty
el maximo en (5.21)) si y sélo si vy = e (W” ||xg||) con # € [0,2r). En este caso,

sp(zp) es un conjunto de un solo elemento; mds precisamente,

el o (14 1Y
=< — |1+ +2(1+ . 5.22
o) { (14 ) = el ) 622

Ahora consideremos el caso z, = 0. Entonces, v, alcanza el maximo en (5.21) si y

. +
s6lo si vy = ¥ <”m—3” + :c,) donde 6 € [0,27) y 2 € H_ es un vector arbitrario con
Zo
||z—|| = 1. Consecuentemente,
sp(z0) = { —xg +2lxd||lv- : wo € Sy }, (5.23)

donde Sy, es la esfera unitaria en H_.

Anélogamente, si 7 = 0y Sy . es la esfera unitaria en H ., entonces

sp(zp) = {ng + |lzg |2+ : 24 € Sy, } (5.24)
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2. Mediante la ecuacion normal:

En primer lugar, si descomponemos a + € H como x = z. +2_ con vy € Hy,

entonces, dado un p # 0,
((TFT + pV*V)a, ) = 2+ p)llay | — (1 + p)lla—|*
Luego, T#T + pV#V € L(H)" siysélosi2+p >0y —(1+ p) > 0. En consecuencia,

p-=—2y pr=-1L

Sea yy € Cy tal que z9+ yo € sp(zp), por la Proposicién existe un dnico A € [—2, —1]
tal que
(TH#T + N\V#FV) (2 + yo) = \VF 25 = A\V# V.

o equivalentemente
(TH*T + \V#V)yy = =T#Tx.

Para el caso particular en consideracion, si descomponemos a gy como yy = ¥4 + y, con

Yo+ € H tales que |lyg || = |lyg || (de acuerdo a (5.19)), esta expresién se traduce en
24+ Nys — 1+ Ny, = 228 + ;.

Equivalentemente, obtenemos las siguientes dos ecuaciones:

—(1+ Ny = 5. (5.25)

Observemos que si y; = 0, entonces y; = 0 y consecuentemente roy+ = 0, que es
una contradiccién ya que Vg = 2y # 0. Lo mismo sucede si suponemos que y, = 0.
Supongamos, en primer lugar, que xo, # 0y z, # 0. Luego, del sistema de ecuaciones
(B:23), A # —2y A # —1, por lo que X € (—2, —1). Considerando que [|ys || = ||yo | se

sigue que
—2llzgll _ —llzg i

(24 )N) (14+N)’

o equivalentemente
Dl + e
20z [l + [l I

€(—2,-1).
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Reemplazando esta expresién en (5.23)),
—2 [E21
+ + 0 +
2+ A [l |

a1 et |
Yo T ( TR

H%H) + g |
$o+yo=—<1+ g +2(1++— ,
g [/ ~° [z |l

recuperando asf el resultado obtenido en (5.22).

En consecuencia,

Supongamos ahora que z; = 0. Dado que y, # 0, de (5.23)) resulta que A\ = —1 e
Yy = —2z¢. Ademds, y, debe satisfacer que ||y, || = |lyg || = 2|24 ||, de donde se obtiene
inmediatamente (5.23).

Analogamente si zg = 0, (3.23) implica que A = —2, y, =z, e yg debe satisfacer

que [lyg G.29).

Existencia de splines interpolantes para todo punto

En esta seccién obtenemos condiciones necesarias y suficientes para que el problema de
interpolaci6n abstracta indefinida admita solucién para todo punto, i.e. sp(zg) # & para
todo zg € £.

Consideremos
Capitulo [3] recordemos el producto interno y la seminorma en 7 dados por (3.11)) y (3.12),
respectivamente:
(2,y),:=(L"Lx,y), xy€H;

|z, = (=, :c)l/2 (L# Lz, :1:'>/ x € H.

Dado = € H y un subconjunto M de H, d(x, M) denota la pseudo-distancia entre x y M
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con respecto a la seminorma || - || ,:

d@ﬂﬂzﬁ{m—mm:meM}

A continuacién, bajo la hipétesis adicional de que T#Txy € R(L# L), mostramos c6mo
las Proposiciones [5.5]y [5.7] pueden ser reinterpretadas en este contexto. Observemos que si

denotamos por S, a la esfera unitaria en H con respecto a la seminorma || - || ,:
S,={wen: |z, =1},
entonces el conjunto D definido en (5.8) se traduce en

D=CyNS,

Proposicién 5.13. Dado xy € H, supongamos que existe un vector ug € R(L¥ L) tal que

T#Txy = L* Lug. Si 29 = Vg € E, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1. sple0) # 2
2. d(ug,Cv) es alcanzada;

3. d(ug, D) es alcanzada.

Demostracion.

1.<>2. Dado que [Txo, Ty] = ( L*Luo,y ) = (uo,y), y [Ty, Ty] = lly||% para todo
y € Cy, (5.5)) es equivalente a

| (uo,y), I < llyollZ 1yl (5.26)

Siguiendo el mismo procedimiento que en la prueba de la Proposicion [5.5] (5.26) se

satisface para todo y € Cy para algiin yy € Cy, y con igualdad cuando y = ¥, siy sélo si
d(uo,Cv) = inf lug +yll,
yeCy

es alcanzada.

1.<»3. En primer lugar, notemos que

R(L*L) C N(L*L)* C (Cp NCy)*
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porque Cr NCy C N(L#L). Si T#Txy € R(L¥L), entonces T#Txy € (Cr N Cy)™t,
y consecuentemente, por (2.6), zo € T#T(Cr N Cy)*. Luego, de la Proposicién
sp(zo) # @ siy sblo si el maximo

, it | T T
méx 9(y) = méx | [Tz, Ty]|

es alcanzado. Ademds, si y € D entonces
[Tz, Ty] = <L#Lu0,y> = (any)p y yll, =1
Luego,
luo = ylI7 = lluoll; — 2Re (o, y ), + lyll; = (luolly +1) — 2Re [Txo, Ty],

y la asercion se sigue inmediatamente. [

Recordemos la definicion de proximinalidad expuesta en los Preliminares: sea M un
subconjunto no vacio de un espacio normado (X, || - ||). El subconjunto M es denominado
proximinal (resp. de Chebyshev) si para cada x € X \ M, el conjunto de mejores

aproximantes de = en M,
Au(@)={yeM : Jy—z| =d( M) },

es no vacio (resp. contiene un solo elemento).

Si X es un espacio de Banach reflexivo (por ejemplo, un espacio de Hilbert), entonces
todo subconjunto M de X débilmente cerrado es proximinal [[71, Teorema 4.28]. Este es

uno de los argumentos principales en la prueba del siguiente teorema.

Previamente, observemos que si bien Cy no es un conjunto débilmente compacto, si es

débilmente cerrado.

Lema 5.14. El conjunto Cy es débilmente cerrado en (H, (-, -)).

Demostracién. Dado que F := V#V es un operador autoadjunto en H, existen (tinicos)
subespacios cerrados H . de H tales que H = H, & H_ & N(V), y (tnicos) operadores
invertibles Fy € L(H,)" talesque F = F, — F_.

Dado y € H descompuesto como y = y. +y_ +ypoconyr € Hyiyyo € N(V),
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notemos que

(Vy,Vyl = (Fy,y) = (Fyyr,ye ) — (Foyy-) = |[FY 2y |2 = [|1FY 2y |12

Luego, y € Cy siy s6lo si HF}r/QerH = |F"%y_|.

Sea (yn)nen C Cy tal que y, — y € M, donde y, =y + 4y, + 45, y = Y+ + y— + vo,
vy yr € Ha, ¥0, 90 € N(V),y ||Fi/2y;|| = ||FE/2y;|| para todo n € N. Es inmediato
que y& 5 yi y 42 5 yo. Si existe ng € N tal que y; = 0 para todo n > ng, entonces
HFI/2 s HF}F/2 *|| = 0 paran > ng y, dado que F'/? es invertible en 7{_, se sigue
que y,, = 0 para todo n > ng. Luego, y+ = 0y y = yo € N(V) C Cy. Lo mismo se

cumple si suponemos que existe ny € N tal que y,, = 0 para todo n > ny.

Por otro lado, si para cada ny € N existe n > nyg tal que y= # 0, existe una subsucesién
(Yny Jken de (Yn)nen tal que yﬁfk # 0 para todo k£ € N. Sin pérdida de generalidad
supongamos que ¥~ # 0 para todo n € N. Dado que Fi/ ? es invertible en . resulta
que || F jlt/ *y%|| # 0 para todo n € N. Por la compacidad débil de la esfera unitaria en 7 ,
existe una subsucesion (F 1/2ynk/]|F1/2nykH)k€N C(F }r/Qy;f/HF}F/Q nen y 4 € Hy
tales que P}/ %y /| P2yt || —— FYay /|y .

Paratodox € H,

1/2
P2+ —1/2 F / ynk . +
H ynk” _<xuynk>ﬁ<x7y+>7

—00

y ademads

1/2, ¢ 1/2
F_1/2x Fy ynk 2, F+/ T4 {5 Ty
+ /2, 4 koo + ’ 1/2 - ’ 1/2 )
1y | 17 s | 1y s |

Luego, existe A, > 0 tal que lfmy o | F} %yt | = Ay, y yy = Ay (21 /||[FY 2. |)). En

consecuencia, A, = ||FJ1F/ 2yl

Aplicando el mismo procedimiento a (y,, )Jxen €n H_ resulta en que existe una sub-

sucesion (ynk Jien de (¥, Jren tal que lim;_,o HFW% | = HFi/Qy,H. En vista de que
1/2 1/2 1/2 1/2

| Fy / yf{k | = HF_/ ynle paratodo/ € N, se cumple que ||F+/ yi|l = HF_/ y_||- Entonces

y € Cy, completando la demostracion. O]

A continuacién, presentamos una condicién suficiente para la existencia de splines

interpolantes indefinidos para todo punto z; € £.
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Teorema 5.15. Si R(L) es un subespacio cerrado y uniformemente positivo de (I x

E, -, |p) para algin p € [p_, p.], enonces sp(zy) # & para todo z, € E.

Demostracion. Observemos, en primer lugar, que la Proposicién [3.25] establece que
p— 7 P+, Y P E (P, p+)-

Para probar el teorema, hacemos uso de la Proposicién [5.13] Con este fin, mostramos
primero que T#Tx € R(L#L) para todo z € H. De la Proposicién R(L) es un
subespacio regular. Luego, por la Proposicién R(L¥L) = R(T#*T) + R(V#V), y
consecuentemente R(T#T) C R(L*L).

Dado 2y € &, sean zg, uy € H tales que Vg = 2y T#Txy = L¥ Luy. Entonces la

distancia d(uo, Cy) es alcanzada.

Para probar esta asercién, primero notemos que d(ug,Cy) = d(ug,Cy N H'), donde
H' = N(T)* + N(V)*+ = R(L*#L). En efecto, R(L) es no degenerado y pseudo-regular
(ver la Proposici6n[2.68), entonces R(L# L) es cerradoy N(L#L) = N(T)) N N(V'), por
la Proposicion Luego, dado que Cy + N (V) = Cy, resulta que

Cy =CyNH + N(T)NN(V),
y en consecuencia

inf |Jug —y||Z = if (L#L(ug— —y)= inf —y|%.
nf luo —yl; = if (L7Lug —y)iuo—y) =t~ lluo—yl;

La Proposicién asegura que (H', (-, -),) es un espacio de Hilbert. Ademads, por
el Corolario[3.24] las normas || - || y || - ||, son equivalentes en #'. Por el Lema|5.14] Cy
es débilmente cerrado en (H, (-, -)), pero por la equivalencia de las normas Cy N H’
también es débilmente cerrado en (', (-, -),). En consecuencia, Cyy N H' es un conjunto

proximinal.

Dado que d(ug,Cy) es alcanzada, la Proposicién asegura que sp(zp) # 9. O

En 1961, Victor Klee [88] se preguntd si un conjunto de Chebyshev en un espacio de
Hilbert H debe ser convexo. Si ‘H es finito dimensional, entonces la respuesta es si. Por
otro lado, si H es un espacio de Hilbert infinito dimensional, es sabido que si M es un
conjunto de Chebyshev débilmente cerrado entonces M es convexo [6]], sin embargo atn
no existe una respuesta definitiva a la pregunta de Klee. De acuerdo a F. Deutsch [48], éste

es tal vez el problema mds importante sin resolver en la teoria de aproximacion abstracta.
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Del Ejemplo[5.12} Cyy N H' no es un conjunto de Chebyshev en el espacio de Hilbert
(H/7 ( T )P)

Procedemos ahora a mostrar que la condicién del Teorema [5.15|no sélo es necesaria,

sino también suficiente. Con este fin, desarrollamos previamente algunos resultados.

Proposicion 5.16. Supongamos que sp(zy) # @ para todo zy € E. Entonces, se satisfacen

las siguientes condiciones:

L p— # pys
2. N(T')+ N(V) es un subespacio cerrado.

Demostracion.

1. Supongamos que p_ = p y denotemos p = p;. Dado z € &, el Teorema[5.10|asegura

la existencia de x € H tal que
(T#T + pV#V)Z = pV* 2.

Dado que z es arbitrario, N(V)* = R(V#) C R(T#T + pV#V), y entonces por la
Observacion R(L) es un subespacio regular de (K x £, [, -],), o equivalentemente,
es cerrado y uniformemente positivo. En consecuencia, de la Proposicién[3.25] p # p_ y

p # p+,que es una contradiccion.

2. Para ver que N(T) + N(V) es cerrado, procedemos a probar que T'(N(V)) es
un subespacio cerrado de K (ver la Proposicién 2.19). Sean (T'z,)nen € T(N(V))
con (Zp)nen, Y To € H tales que Tx,, — Txy (recordemos que 7' es sobreyectivo).
Dado que sp(Vzg) # @, por el Teorema [5.10} existen A € [p_, p;] e yo € Cy tales que
(TH*T+AV#V)(20+y0) = \V#V 0, 0 equivalentemente (T# T+ A\V#V )yg = —T#Tx.
Por otro lado,

(TH#T + \V#V)(—x,) = —T#Tx, — —T#Ta.

Entonces (T#T + A\V#V)(yo + x,,) — 0. Ahora, consideremos un p € (p_, p, ) tal que
p # A. A continuacién, mostramos que ||yo + x,||, — 0. Dado que Cy + N (V') = Cy,
(V#V(yo + ), 50 + Ta ) = [V (Yo + ), V(Yo + ) ] = 0, para todo n € N. Luego,

lyo + @ally = ((T#T + pV#V) (yo + 20), 90 + Tn )
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En primer lugar, < (T#T + A\V#V) (yo + T0), Yo > — 0. Ademds, considerando que z,, €
N(V) paratodon € N,

((T*T + AVFV)(yo + ), 20 ) = [T (Yo + ), Tn ] = [T(yo + x0), Txo] .

Pero [T'(yo + x¢), Tz ] = 0 por (5.6), y consecuentemente, ||y + z,||, — 0. Entonces,
dado que

(T*T + pVH#V) (yo + x)|| < |T#T + pVEV |2 (TH#T + pVH#V) 2 (yo + 2,) |
= ||T*T + pV*V||'2 |lyo + 24|, — O,

tenemos que (T#T + pV#V)(yo + x,) — 0. Luego,
T#T(—x,) = (T*T + pV#V)(—1,) — (T*T + pV*V )yo.

Pero por otro lado, T#T(—z,) — —T#Txzy = (T#*T + A\V#V )y,. Esto implica que
(T#T + pV#V)yo = (T#*T + A\V#V )y, y consecuentemente (p — \)V#Vy, = 0. Dado
que p # A, yo € N(V), y entonces

T#Tyy = (T#T + \V#V)yy = —T#Tx,.

Considerando que T es inyectivo, resulta que T'zy = —Tyo € T(N(V)), completando la
demostracion. O

Lema 5.17. Dado zy, € &, sea vo € H tal que Vg = zy. Si yo € Cy es tal que
T + Yo € sp(z0), entonces yy € N(T)*e, para todo p € [p_, p.].

Demostracion. Supongamos que yo € Cy es tal que xg + yo € sp(z0), y fijemos un
p € [p_, p4]. Por el Teorema existe A € [p_, pi] tal que (THT + A\V#V ) (2o + yo) =
A\V#Vzq, o equivalentemente, (T#T + A\V#V )y, = —T#Txy. Luego, \V#Vy, =
—T#T(z9+ yo) € N(T)*. Dado que A # 0 porque 0 ¢ [p_, p,], y haciendo uso de (2.6),

yo € (VFV)THN(T)") = VIV(N(T))" = L*L(N(T))*" = N(T)". -

Haciendo uso de los resultados anteriores, podemos enunciar el teorema a continuacion.

Teorema 5.18. Si sp(zy) # @ para todo z, € E, entonces R(L) es un subespacio cerrado
y uniformemente positivo de (IC x €, [, -1,) para algiin p € [p_, p.].
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Demostracion. En primer lugar, por la Proposici(’)n p— # pi.Seaahorap € (p_, py),
procedemos a demostrar que N(T)* C R(T#T + pV#V) = R(L*#L). Con este fin,
sea T#Twxy € R(T*T) = N(T)*, con zy € H \ N(T). El Corolario asegura que
N(L#L) = N(T)NN(V),yen consecuencia (R(L#L), (-, -),) es un espacio pre-Hilbert.
Consideremos ahora la completacion de este espacio, y denotémosla H,. Definamos el
subespacio

S:=N(T)*NH,

y consideremos su complemento ortogonal S*, con respecto a H,. Notemos que S
es un subespacio cerrado en (#,, (-, -),). Mediante un procedimiento similar al de la
prueba de la Proposicion es facil ver que existen (t,)nen € Sy (2n)nen € St
tales que L#L(u, + 2,) — T#Tx, y ug € S tal que u, % uo. Ademds, dado que

L¥L(S) C N(T)*, existe Ty € H tal que L# Lug = T#Tx,.

Buscamos ahora probar que T#T'xq = T#T%, = L” Luy. Sea x € S, entonces
(tn, ), = (ug,z),= (L#Lug,z ) = (T*TZo,z ).
Pero por otro lado,
(tn, @), = (Up + 2,7), = (L#L(up + 2,),2 ) = (T#Txg,x ).

Luego, [Tz, Tx | = [TTo, Tx] para todo = € S. Notemos que esto implica que =y ¢
N(T). Ademés, dado que Cr NCy € N(L#L) = N(T) N N(V), tenemos que T#T(Cr N
Cy)*+ = H. Entonces, dado que sp(Vzy) # @y sp(VZ,) # &, por la Proposicién
existen vy,7 € P N (N(T) N N(V))* = DN R(L#L) tales que [Tz, Tvo] =
méxyep | [Txo, Tv]|y [TTo, TV | = max,ep | [ TZo, Tv]|. Considerando el Corolario
y el Lema se sigue que vy, g € N(T)*e N m C S. Consecuentemente,

mz’g(| [Txo, Tv]| = [Txo, Tvg] = [TTo, Tvg] < mz’g(| [Tzo, Tv]|,
ve S
méDX| [Txo, Tv]| > [Txo, T0o] = [TTo, TV | = méDX| [Tzo, Tv]|.
ve S

Esto implica que [Ty, Tvy] = méx,ep | [TZo, Tv]|. Entonces, por el Corolario
denotando yy := — [T'zo, T'vg | vo resulta que zo + yo € sp(Vxg) y To + yo € sp(VZy).
Luego, el Teorema establece que existen A, \e [p—, p+] tales que

(TH#T + A\V#V) (20 + yo) = \WH Vg y  (T#T + AV#V)(Z + yo) = \WHV 7,
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o equivalentemente,
(TH#T + \V#V)yy = —T#Txy y (T#T + A\V#V)yo = —T#T7. (5.27)

Si A = \, entonces T#Txq = T#T%, = L#Luy € R(L*L), obteniendo el resultado
deseado. Supongamos ahora que \ # X.Dado z € S,

((T*T + \WHV)yo, 2 ) = = [Tao, Tw] = — [TF, T ] = ((TH*T + \V#V)yo,z ),

de donde se desprende que (A — \) (V#Vyg,z) = 0, y por lo tanto yo L VF#V(S).

Observando que
(L#L)"YN(T)*) = LAL(N(T)) = VFV(N(D))* = (V#V)T{(N(T)"),

resultaque S = (V#V)~Y(N(T)*)NR(L#L), y consecuentemente V#V (S) = N(T)* N
N(V)*. Luego, dado que N(T) + N(V) es cerrado por la Proposicién Yo €
(N(T): N N(V)E)+ = N(T) + N(V). Expresemos ahora yo = 41 + y2 cony; € N(T) e
y2 € N(V). Entonces, considerando que Cy + N (V') = Cy,

Y1 = Yo — Y1 € N(T)Q(CV—FN(V)) :N(T)QCV QCTQCV :N(T>ON(V),
y en consecuencia 3y € N (V). Finalmente, de (5.27) resulta que
T#Txg = —T#*Tyy = T#*T%y = L¥ Luy € R(L¥L),

completando asi la demostracion. [

Finalmente, considerando los Teoremas[5.13]y y la Proposicién (que establece
la invarianza de las propiedades de R(L)), podemos enunciar el siguiente resultado.

Teorema 5.19. Las siguientes condiciones son equivalentes:
1. sp(zy) # @ para todo zy € &;

2. R(L) es un subespacio cerrado y uniformemente positivo de (KK x £, [+, -|,,) para
algiin po € [p—, p+];

3. p— # p4+y R(L) esun subespacio cerradoy uniformemente positivo de (K xE, [, -1,)
para todo p € (p_, p).
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Retomemos la discusién sobre la descripcién del conjunto de soluciones del Problema 2]
Supongamos que la hipétesis del Teorema se satisface. Dado zy € £,si T € sp(z9) y
A € [p—, p4] satisfacen (5.13)), entonces la estructura del conjunto sp(z,) queda determinada

porsi A = pi o\ € (p_, p; ). Més precisamente, si A € (p_, p, ), entonces
sp(zo) =T+ N(T)NN(V).

Por el otro lado, si A = p_ 0 A = p,, entonces sp(zy) puede contener estrictamente a
la variedad afin 7 + N(T") N N (V). La siguiente seccién se dedica a desarrollar estos
resultados.

Descripcion de los splines interpolantes indefinidos

A lo largo de esta seccidén exponemos una descripcion mas detallada del conjunto de
soluciones del Problema 2] desarrollando los casos antes mencionados dependiendo del
valor del pardmetro A. En efecto, mostramos que este conjunto resulta ser una sola variedad
afin en un caso genérico (en el sentido en que es el caso cuando el dato inicial z, pertenece
a un conjunto abierto y denso de £). Con este objetivo, suponemos que se satisfacen las

siguientes hipotesis:
Hipétesis 5.20. T#T y V#V son operadores indefinidos en H, y se satisface que

1. T(Cy) es un conjunto no negativo de K;

2. p_ # pyyexiste py € (p_, p+) tal que R(L) es un subespacio cerrado y uniforme-
mente positivo de (IC < E, [, -1,,);

3. N(I)NNV) = {0}

Como ya se ha mencionado, la primer hipétesis es una condicidn necesaria, y la segunda
asegura la existencia de soluciones del Problema 2] para todo z, € £. La suposicién de que
N(T)N N(V) = {0} no conlleva una pérdida de generalidad, y simplifica la notacién
considerablemente. Mds adelante, expresamos los resultados para el caso general.

Bajo las mencionadas hipétesis, fijemos un el valor p := %, i.e. escogemos un valor

particular para p € (p_, p1 ). Este pardmetro servird como una herramienta para analizar
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en detalle el conjunto de soluciones del Problema [2] para todo z; € £.

Ademds, notemos que H = R(L¥L) = N(T)* + N(V)*, y que por la Proposicién
3.23|(H, (-, -),) es un espacio de Hilbert.

Por el Teorema [5.10] dado z; € £ el conjunto de soluciones del Problema [2]es
sp(zo0) = xo + O,
donde xy € H es cualquier vector tal que Vg = zp 'y
0= {y €Cy : (TH*T + A\V#V)(zo +y) = \V¥ 2 para algin A € [p_, p] }

Obervemos que el conjunto © depende de x.

A continuacién, dado un punto 2z, € £ escogemos un vector conveniente z, € H tal
que Vg = 2, que es util para la descripcion del conjunto sp(zy). Mds precisamente,

escogemos 7 tal que el correspondiente © se encuentre contenido en N (V)1e.

Con este fin, primero hacemos la siguiente observacién. El Lema [3.18] afirma que
T(N(V)) es un subespacio cerrado y uniformemente positivo de (K, [+, -|x), y por lo
tanto es un subespacio regular. Considerando que N(T) N N(V) = {0}, el Lema[2.83
establece entonces que

H=N(V)+TH#T(N(V))*,

Considerando esta descomposicion, se sigue que la proyeccién oblicua () € L(#H) dada
por

Q = Pnw)m#n(nv))Ls (5.28)

es acotada.
Lema 5.21. Dado z, € &, existe xo € H tal que Vo= 2y y
ug = (L¥LY ' T#Txy € N(T)* N N(V)*e.

Demostracion. Consideremos la proyeccion () € L(H) sobre N (V') dada por (5.28). Si
definimos xy € H como
zo = (I —Q)\Vx, (5.29)

entonces Vg = 2y T#Txy € N(T)* N N(V)*. Luego, si

ug := (L¥L) " T#Txy, (5.30)
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entonces ug € (L¥L)"Y(N(T)* N N(V)*t) = L¥L(N(T) + N(V))*. Equivalentemente,
o € N(T)Lr A N(V)Le, O

Observemos que, por la Proposicion [5.5] el conjunto © puede ser alternativamente

descripto como el conjunto de vectores yy € Cy tales que

[T(zo+y0), Tyo] = 0, y
| [Txo, Ty] |2 < [Tyo,Tyo|[Ty,Ty] paratodoy € Cy.

En términos del producto interno ( -, - ), [Two, Tz ] = (ug,x ), para todo z € H.

Ademds, [Ty, Ty] = (y,y )p para todo y € Cy . Entonces,

0= {mwecy: (w.w),=—lwll? v |(uo,y),| < lollsllyll, paratodoy € Cy |,

o equivalentemente, considerando el procedimiento seguido en la prueba de la Proposicién

5.5
6= {yo e Cy  d(uo, —yo) = d(ug, Cv) }

Considerando que uq estd definido por (5.30), el conjunto © depende del vector z
definido por (5.29). A continuacién, analizamos cémo las caracteristicas del vector
determinan si el pardmetro \ que satisface pertenece al intervalo abierto (p_, py) 0
si toma los valores p_ o0 p.

Es fécil ver que para cada u € N(T)*» N N(V)1r existe x € H tal que
T#Tx = L* Lu.

En efecto, dado que 7" es sobreyectivo (en particular, de rango cerrado) N (T)t» NN (V)1 C
N(T)*» = (L¥L)~'(R(T*)). Luego, para lograr describir el conjunto sp(z) para cada
z € &, tenemos que describir el conjunto © para cadau € N(T)t» N N(V)1e,

Recordemos el operador G definido por (3.18)), i.e.
G = (L¥L)'V*#V,

y los subespacios H.. y operadores invertibles y semidefinidos positivos G € L(H4)™"

talesque G =G, —G_y

H=H,d,H ®, NV). (5.31)
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Notemos que, bajo las hipStesis mencionadas L# L es invertible porque H = R(L* L),
ademds de que, dado que N(T) N N(V)={0}, N(G) = N(V) por (3.19).
Habiendo fijado el valor de p = %, reescribimos el Corolario en este nuevo

contexto, como el siguiente lema.

Lema 5.22. Bajo las mencionadas hipétesis, definamos r := “5=. Entonces,

1 1 1
1G]l = =—y [[G-[|= =
K p+—p

Ademds, si y € (—k, k) entonces ambos operadores 1. + yG son invertibles.

Observacion 5.23. Si p > 0 entonces el subespacio N(T') esta contenido en #., més
precisamente, N (T') = N (I, — pG ). Perosi p < 0 entonces N(T') = N(I_ + pG_) estd
contenido en H_.

Efectivamente, supongamos que p > 0. Dado que T# es inyectivo, N (1)) = N(T#T).
Siz € H, entonces T#Tx = 0siy sélosi L#*Lx = (T#T + pV#V)x = pV#Vx, o
equivalentemente, z = p(L# L) 'V#Vz = pGx. Descompongamos z de acuerdo a (53.31)

comoxr =z, +x_ + xg,conzy € Hyyxo € N(V). Luego,
Ty = pG-l-x—H r- = _PG—x—7 Yy Zo= pO

La dltima ecuacién implica que zy = 0, y la segunda que G_z_ = —%x_. Dado que
p>0yG_ € L(H)", resulta que z_ = 0. En consecuencia, z = z, y (I — pG)x =
(I+ = pGi)zy = 0.

Un argumento similar prueba que N(7') = N(I_ + pG_) sip < 0.

A través del operador GG y de la estructura de espacio de Hilbert de (4, (-, -),), la

ecuacién normal (5.13)) puede ser reexpresada, como muestra la siguiente proposicion.

Proposicion 5.24. Dado zy € &, sea uq el vector definido por (5.30). Para y, € Cy,
Yo € © siy solo si existe v € (—k, k) tal que

(I +~G)yo = —uo- (5.32)

Demostracién. Supongamos que yo € O, i.e. o + yo € sp(2p) donde x, estd dado por
(5.29). Entonces, el Teorema establece que existe A € [—k, x| tal que

(T#T + A\VHV) (0 + yo) = \WW# 20 = \WV#V g,
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o equivalentemente
(T*T + \V#V)yy = —T#Txy = —L¥ Lu.
Dado que T#T + A\V#V = L#¥L + (A — p)V#V,
(I+ A =p)G)yo = (LFL)"(LFL+ (A = p)V*V)yo = —ug.

Denotando v = A — p, obtenemos que v € [—k, k| e yo satisface (5.13]), como se buscaba.

Reciprocamente, supongamos que existe v € [—x, k] tal que (I + 7YG)yo = —up.

Denotando A =y + p, resultaque A € [p_, p.]y
LFL(I +7G) = T#T + pV#V + (A — p)V#V = T#T + \V#V.
Entonces, (T#T + A\V#V )yy = —L# Luy = —T#Txy, i.e.
(TH*T + A\VHV ) (@0 4+ yo) = AV 2.

Por el Teorema xo + Yo € sp(z0), y en consecuencia yy € O. O

Ademds, es fécil ver que zy € V(N(T)) siy sélo si vy = 0. Luego, como consecuencia
de la Proposicién tenemos que:

Corolario 5.25. Siug # 0 entonces existe un iinico y € [—k, k| tal que (I + kG)yo = —uy,
para todo y, € ©.

El siguiente lema establece que podemos acotarnos a estudiar la situacion restringiéndo-
nos al subespacio N(T)t» N N(V)Le.

Lema 5.26. Dado z, € &, sea uy el vector definido por (5.30). Entonces, el conjunto O
estd contenido en N (T)» N N(V)Le.

Demostracion. El hecho de que © C N(T')*» fue establecido en el Lema Abhora, si
Yo € ©, por la Proposicién existe v € [—k, k] tal que (I + vG)yo = —uo. Entonces,

dado que R(G) C N(V)*r, yo = —vGyo — ug € N(V)*». H

Nuestro objetivo ahora es describir el conjunto ©. Con este fin, recordemos el conjunto
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N definido en (#.3)):

Ni:MiU{O}:{xEP(V)i ; %z—pi}U{O}.

A continuacién mostramos que N es un subespacio no trivial de H... Recordemos que

por el Lema[5.22| |G| = |G| = +.

Proposicion 5.27. Bajo las mencionadas hipoétesis, se satisface que

Demostracién. Dado que T#T + p=V#V es un operador semidefinido positivo, para un

x € H arbitrario tenemos que [Tz, Tz | = —px [V, V] siy solo si
(L¥L ¥ kV#V)x = (T*T + p=V#V)2z = 0.

Pero esto es equivalente a (I F kG)z = 0. Descomponiendo x de acuerdo a (5.31)) como
r=uz;+2x_+axoconzy € Hyyxy € N(V), es inmediato que (I — kG)z = 0siy
sOlosiz =2, € Hyy (I — kGy)zy = (I — kG)x = 0 (ver el argumento utilizado
en la Observacién [5.23). Andlogamente, (I + kG)x = 0siysSlosiz =z_ € H_y
(I- — kG_)x_ = (I + kKG)x = 0, completando la prueba. O

Corolario 5.28. Bajo las mencionadas hipotesis,
N.ANT» ANV £{0} y N.ANT)*»nNV)>» #£{0}.

Ademds, Ny es el autoespacio de G asociado al autovalor %

Demostracion. Supongamos que p > 0. Por un lado, por la Observacion|5.23] N(T') estd
contenido en H . Entonces,

H_ &, N(V) C N(T#T)* C N(T)7,

yN_ CH_ C N(T) > ANV).

Por el otro lado, para ver que la interseccién entre Ny y N(T)t» N N(V)1# es no
trivial, consideremos un vector uy € H_ \ {0 }. Entonces, por la Proposicion |5.24] existe
Yo € O tal que (I + vG)yo = —uy para algin v € [—k, k|. Descompongamos yy como
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Yo =Yg + Yy > con ya—L € H.. Dado que ug € H_, resulta que
(I +9GH)yg =0y (I- —G_)yy = —uo.

Luego,y = —k ey, € N,.Observemos que y; # 0,deotraformayy = 0y (I+7G)yo =
—ug # 0, que es una contradiccién. Adn més, y; = yo — vy, € N(T)t N N(V)Le
porque yo € © e y; € H_. Consecuentemente Ny N N(T)* N N(V)te £ {0}. Si
ahora denotamos u) = yi € H, N N(T)t» N N(V)Le \ {0}, siguiendo el mismo
procedimiento con y), € Oy v € [—k, k] tales que (I + 7G)y, = —uy, se prueba que
N_NN(T)t» N N(V)+e # {0}, completando la demostracién (para p > 0).

Si p < 0 un argumento andlogo muestra que N, € H, C N(T)t» N N(V)*r, y que
Nie N N(T)* ANV £ {0}, 0

La siguiente proposicion establece la estructura del conjunto ©, dependiendo de si
es un punto interior del intervalo o v = £x. Con este fin, denotemos por Sy, a la esfera

unitaria en el espacio de Hilbert (Ha., (-, - ),), i.e.

Spe=f{xeHs : |z, =1

Proposicion 5.29. Dado z, € &, sea uy el vector definido por (5.30). Sean v € [—k, k] e

yo € Cy tales que (I + vG)yo = —ug. Entonces, se satisfacen las siguientes condiciones:

1. sivy € (—k, k), entonces

2. siy = K, entonces existe a_ > 0 tal que
O=—(I+cG@u+a -N_NSy ;
3. si v = —K, entonces existe o, > 0 tal que
O=—(I-rG@)u+ay -N.NSy,.
Demostracion. Supongamos que y € (—k, k). En este caso I + G es invertible porque

ambos [, + yG y I — vG_ son invertibles en H, y H_, respectivamente. Entonces,
—(I+vG) gy © = { —(I +~vG) g }.
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Ahora supongamos que v = . En primer lugar, describimos el conjunto Cyy N N (V)+»

en términos de G1.. Seay € N(V)1» y escribamos iy = y, + y_ con y+ € H-, entonces
VY, Vyl = (Gy.y), = (Giyp.ys), — (Gy—y-), = IGY ye ] — |G ?y_||2.
Luego,
Crn N ={y=ys+y 16 el = 16y, e € e |-

Dado que © C Cy N N(V)1¢, cada 3y € © puede ser escrito como yy = ygi + y, con
yo € H. satisfaciendo || G2y ||, = |Gy ||,- Ademds, escribiendo wg = ug + ug con

uo € H, la condicién (I + kG)yy = —ug implica que

Entonces,
vy = — Iy +6G) " uf ey =— (- — kG ) ug +,
donde v € NV_. Si v = 0, establecemos o = 0. De otra forma, si v # 0, estableciendo
= [lvll, > 0ey- == > € N-N Sy, tenemos que

yo =yt + vy = — (I + kG uy — (I — kG_) T ug +a_y_
— (I + k&) ug + a_y_.

Sélo resta probar que a._ es el mismo para cada y, € ©. Con este fin, hacemos uso de que
1/2 1/2 _
1GY 2y N, = 1G % yy ||,- Dado que Gy = Ly y (I — kG ) uy Ly,

2
1G5 |12 = IIGY2 (I — kG g |2+ =

Entonces,

HGT (I + Gy M u 2= ||G1/2 T2 = 1GY2y S

1/2 t s, A2
= G271 = wG-) g [l + —.
Luego,

p

B B 1/2
a = (5 (IGY2 (1 + nG) ™ g 12 = 16T (1 = kG g 2))
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y a_ no depende de 1 sino sélo de uy. Ademds, escogiendo cualquier 7 € N_ N Sy
y estableciendo Jy = (I + xG) ug + a_7, es inmediato que (I + G) Jo = —uo. En
consecuencia,

O=—(I+rG)uy+a_ - N_NSy_.

Mediante un procedimiento andlogo para el caso v = —x se completa la demostracion.
[

Dado zy € &, sea ug el vector definido por (5.30). Si ug = 0, entonces T#Txy =
L#Luy = 0,y g € N(T). Luego, por el Lema sp(z0) = xo + Cr N Cy. Pero,
bajo las Hipétesis CrNCy C N(T#T + pV#V) = N(T) N N(V) = {0}. Por
consiguiente,

sp(z0) = {0} .

De aqui en mads, nos restringimos a analizar el caso en que ug # 0. A continuacion,
procedemos a estudiar cémo el vector ug determina si v = +k 0y € (—k, k). Estamos
particularmente interesados en el tltimo caso, dado que alli el conjunto de soluciones

contiene a un solo elemento.

Supongamos que uy # 0y escribamos uy = uf + uy con uf € Hi. Sivy € (—k, k),

entonces el dnico yy € Cy que satisface (I + vG)yo = —uy estd dado por
Yo = —(I +7G)  ug = —(Iy + G ) ud — (I- —vG_)tuy.

En particular, ||GY*(I +vG) ||, = |GY*(I- — vG_)'ug ||, Esto implica inme-
diatamente que ug # 0y uy # 0.

Antes de enunciar el resultado principal, exponemos un lema de caricter técnico. Es
necesario descomponer H.. en NV y su complemento ortogonal con respecto al producto
interno (-, - ),; este tltimo es denominado el subespacio defecto positivo (negativo) de
N4,y es denotado por

Dy =Ms Oy No = Hi NNT".

Lema 5.30. Dado v € H.., consideremos la descomposicion u = v +w conv € Ny y

w € Dy. Entonces, para todo T € (—k, k),

_ _ 2
IGY? (I £ 7G2) M2 = S0l + | GY2 (1 £ 7Go) "

(k+7)
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Demostracion. Sea T € (—k, k), entonces, dado que ||[7TG_|| < 1,

00 2
HGI_/Q(I_ - TG_)_IUHZ = HG1_/2 Z(TG_)ku
k=0 p
_ <Gl_/2 3G G Z@a_)mu) .
k=0 m=0 p

Observando que, sin € N,

(Gl_/ 2N (G, G Z(TG_)%> e DI il [chantan
P

k=0 m=0 k=0 m=0

n n—1
=3 O(k + 1) G 4 ;m — k)T R Gy
— Z(k‘ + 1)7"“HG(,’€+1)/ZU‘

n—00
k=0

2

o’

entonces es facil ver que

|G = 7o)l = Dok + D[ G5l
k=0

Dado que G™v = k~™v paratodo m € Ny, y vL, w,

HG(,kH)/szz (G* o, )p + (GFw,w )p +2Re (GFv,w)

p p
_ /{—(/~c+1)||v||l2)+ HG<k+1)/2wH,2;'

Luego,
HGI_/Q(I_ - TG_)_lu”z = Z(k + 1)Tk/<a_(k+1)||v||i + Z(k + 1)TkHG(—k+l)/2sz
k=0 k=0
Ii J—
= muvui + |G = G [
La prueba para la otra norma es similar. 0

A continuacién exponemos el teorema que enuncia el resultado principal de esta seccion.
Este establece que el conjunto de soluciones del Problema [2| el conjunto de splines

interpolantes, es un conjunto de un solo elemento para todo punto de dato inicial 2y
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perteneciente a un subconjunto denso y abierto del espacio €.

Teorema 5.31. Existe un subconjunto abierto 'y denso M de & tal que sp(z) es un conjunto

de un solo elemento para todo z € M.

Demostracion. En primer lugar, notemos que £ = V(N (7)) siy sélosi H = N(T) +
N (V). Pero esto no es posible porque 7#7T es indefinido y 7(Cy ) es un conjunto no
negativo de K (ver la Observacion [3.9). Entonces, £ \ V(N(T')) # @.

Dado zy € £\ V(N(T)), sea ug el vector definido por (5.30). Descompongamos 1
como uy = vy +wy +v_ +w_,convy € Npywy € Di. Supongamos que vy # 0y

v_ # 0.

Procedemos ahora a mostrar que existe 7o € (—k, x) tal que

HG}F/Q(Lr + 710G 4) vy +wy H = HG1/2 = 7G_) - +w_ )Hp,
que implica que el vector 3 := —(I + 79G) ™ uy pertenece al conjunto O (porque y, € Cy

y (L + 10G)yo = —uo).
Consideremos las funciones reales f. definidas por

2

fe(r) = |G (1e £ 7G2) 7 (vx + ws) T € (=K, K).
Por el Lemal[5.30]
fa(1) = m“viﬂz + HGl/2 Iy + TGi)_lwiHi, paratodo T € (—k, k).

Dado que el operador I + kG _ es invertible, f_ es una funcién acotada sobre (—x, 0).
Anélogamente, f es acotada sobre (0, ). Por el otro lado, dado que v+ # 0, es inmediato
que

lim fy(7) = +o0.

T—FkK

Entonces, es ficil ver que existe 1) € (—k, k) tal que f_(79) = f+(79), 0 equivalentemente,

|G (L 4+ 70G ) o +wy)||, = |GV = 70G) o+ w )]

Luego, estableciendo v = 7y se sigue que © = { —(I + vG)~tug }. Ademds, el conjunto

M = {u:v++w_+v++w_ e NI »»n NV ve e Ne\{0}, ws EDi}
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es un subconjunto no vacio, denso y abierto de N (7')*» N N(V)*#, y © es un conjunto de
un solo elemento para todo u € M. En efecto, M es no vacio por el Corolario , y las

demas condiciones son inmediatas.

Finalmente, considerando (5.29)) y (5.30)), definamos el operador A : £ — H dado por
Az = (L*L)'T#T(I - Q)\V'z, z€&. (5.33)

De la equivalencia de las normas ||-|| y |- ||, establecida por el Corolario [3.24] es
inmediato que A es un operador acotado con respecto al espacio de Hilbert (H, (-, -),).
Es fécil ver que R(A) = N(T)*» N N(V)1r, en particular es un subespacio cerrado, y

consecuentemente A~'(M) es un subconjunto abierto y denso de €. Entonces, sp(z) es

un conjunto de un solo elemento para todo z € A~} (Mv ). ]

La prueba del Teorema muestra que, si al descomponer 1, de acuerdo a H =
Ny & Dy @, N_®,D_®, N(V), los componentes pertenecientes a Ny y N_ son no
nulos, entonces sp(z) contiene un solo elemento. El ejemplo a continuacién ilustra esto,

ademds de lo que sucede en los demads casos.

Ejemplo 5.32. Supongamos que H puede ser descompuesto como H = H; & Ho @ Hs
y consideremos operadores 7' € L(H,K)y V € L(H,E) tales que T#T y V#V pueden

representarse como

I 0 0 I 0 o0
T*T =10 —I 0 y V V=10 21 o0 |,
0 0 3I 0 0 —2I

de acuerdo a esta descomposicion.

Siz € H es descompuesto como x = x1 + z9 + x3 con x; € H,;, parats = 1,2, 3, dado
p# 0,

1+p

((T*T + pV*# V)22 ) = lall* + (20 = 1) [lz2l* + (3 = 2p) [l |

Luego, T#T + pV#V es semidefinido positivo siy sélosil+p >0,2p—1 >0y

3 — 2p > 0. Entonces, es inmediato que
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Si fijamos el valor de p := % = 1, entonces L# L = T#T + pV#V = I. Es decir,
para este caso particular,

(x,y)p: <L#Lx,y> =(x,y), paratodoszx,y € H.

De esta forma, es inmediato que se satisfacen las Hip6tesis [5.20] Ademds, el operador G
definido en (3.18) resulta G = (L# L)"'V#V = V#V, e inmediatamente

H+:H1+7’[2 y H_ :Hg.
Asimismo, tenemos que

N+:H2, D+:H1 y N_:Hg, D_:{O},

Mediante el Teorema podemos afirmar a priori que sp(zy) # @ paratodo zy € £.
A continuacién, describimos el conjunto sp(z) para cada uno de los casos posibles. Dado
1

ve [Va,Va| = 3|x1]|* + 2||x2]|*> — 2||25]|%, el conjunto Cy puede ser descripto como
q 2

1/2
Cy = {yl+92+ (Flel® + llwl?) / ys : Y1 € Hi, Y2 € Ha, y3 € Sy, }7

donde Sy, denota la esfera unitaria en Hs.

Dado z, € &, consideremos el vector u, definido en (5.30) (de hecho, observemos que
en este caso x dado por (5.29) resulta 2o = V ~'zq y ug se reduce a ug = T#TV ~12). Si
y € Cy, la Proposicion asegura que y € O (o equivalentemente, xo + y € sp(2o)) siy

11

sélo si existe 7 € [—3, 5] tal que

(I +9V#V) = (I +vG)y = —uy. (5.34)

Escribiendo el vector uy como uy = uy +ug +us, conu; € H,; parai = 1,2, 3 (recordemos

que Hy =Dy, Hos =N,y Hz = N_), y descomponiendo y € Cy, como

1/2
y=y1+v2+ Gl + llv2]?) 2 s,
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cony; € Hi, Yo € Ha'y ys € Sy, (5.34) se traduce en

(1+37) y1 = —u, (5.35)
(14 27)y2 = —uo, (5.36)
1/2
(1= 29) Gllsll? + lyall?) " ys = —us. (5.37)

Dado que v € [—%, %], (3.35) implica que y; = %ul. Siug = up +uy +us =0, es

inmediato que sp(zy) = { o }. A continuacién, estudiamos las situaciones donde éste no
es el caso.

» Casol:u3; =0.

Dado que y3 # 0, (3.37) implica que v = 5. Ademds,
N S | 4 21 2\1/2
sp(z0) = xo — gur — guz + (g5 llwl® + glluzl*) " S,
= Caso2:us # 0y uy #0.
En este caso, (5.36) y (5.37) implican que v € (—3, 3). En consecuencia,

- 2 1 1
sp(z0) = {iﬂo 2y W1 T Ty U2 T T, UB } )

donde vy € (—%, %) es el unico que satisface la ecuacion

= Caso3:us #0yuy=0.
En este caso, dos situaciones diferentes deben ser tenidas en cuenta. Efectivamente,

(5-36) implica que y» = 0 6 v = —1. De (5.37) resulta que

o usl?
(1—27)%

[l ]
l[usll”

Si denotamos 3 = podemos distinguir entre dos casos:

i) sif8 > %, entonces y = 2%%21 esta contenido en el intervalo (—%, %), luego
y2=0y

_ 2 1 .
SP(ZO) = {370 T S } ;
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. . 3 1
ii) si 3 < 4, entonces y = —35y

1/2
sp(z0) = T — %ul — %Hu;),H (1 — %52) / Sy, — %'LL;),.

El Ejemplo muestra que no siempre es posible determinar si sp(zy) es un conjunto
de un solo elemento o no mediante el analizar cudles de los componentes de u, son nulos,

ver e.g. el Caso 3 en el Ejemplo[5.32]

La siguiente proposicién describe los casos donde si podemos afirmar, con s6lo mirar
cudles de los componentes de ug son nulos, el que 7y pertenezca al intervalo abierto (—k, k)

0y = £k, y consecuentemente, que sp(zg) contenga un solo elemento o no.

Proposicion 5.33. Dado zy € £\ V(N(T)), sea uq el vector definido por (5.30). Con-
sideremos la descomposicion ug = vy +w, +v_ +w_, convy € No yws € Dy. Si
v € |—k, K| es tal que satisface (5.32)) para algiin yo € Cy, entonces se satisfacen las

siguientes condiciones:
1. siug € Hy, entonces A\ = £k,
2. sivy #0,v_ #0, yw, = w_ =0, entonces

_ el = ol
[ollp + [l-1l,

€ (—kr, k).

3.osivg £0,v_ #0, wF £0ywy =0, entonces v € (—k, k).

Demostracion.

1. Supongamos que uy € H. y consideremos yo = yg +y; € O conyi € H. De (5.32),
(I+ +9G)yg +(I- —1G)yg = —ug = —(v4+ + wy).

Dado que (I —vG_)y, = 0evy, # 0 (porque uy # 0), se sigue que 7 = £.

2. Supongamos que vy # 0,v_ # 0y wy = w_ = 0. Denotemos 7 = x %, que
p —llp

pertenece a (—k, k). Entonces,

K

K
sllvll; = lo-113-

(k+7)

R —T

Por el Lema[5.30] esto es equivalente a que

G420 + 7G|, = 620 — 76y

0’
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que implica que el vector yy := (I + 7G) 'y pertenece a © (porque 3y € Cy y
(I +7G)yo = —ug). Luego, por la unicidad establecida en el Corolario|5.25} v = .

3. Esto es una consecuencia del procedimiento aplicado en la prueba del Teorema[5.31] [

Debemos notar que el que y pertenezca al intervalo abierto (—k, ) es una condicién
suficiente para que sp(zp) contenga un solo elemento, pero no necesaria. Si v = %k, el

pardmetro o en la Proposicién [5.29] puede tomar el valor nulo, que es lo que sucede en el
Caso 3 del Ejemplo cuando 3 = 3.

Observacién 5.34. Si la tdltima suposicién de las Hipétesis [5.20| es dejada de lado (es
decir, si no suponemos que N (7)) N N (V') es el conjunto trivial) es facil ver que existe
un subconjunto M de £, abierto y denso, tal que, en lugar de contener un solo elemento,
el conjunto de soluciones del Problema 2] es una variedad afin paralela al subespacio
N(T)N N(V),i.e. paratodo z € M,

sp(z) =2, 4+ N(T)NN(V),

donde 7, es una solucién particular del Problema 2] con dato inicial z.

Asimismo, considerando la Proposicion [5.29] podemos reformular la caracterizacion de
la estructura del conjunto de splines interpolantes de la siguiente manera: dado 2z, € &,
sean z( y ug los vectores definidos por (5.29) y (5.30), respectivamente (considerando la

proyeccién Q = Py r#7(n(v))Lenv) en (3.29)). Sean vy € [k, k] e yo € Cy tales que
(I + vG)yo = —uy. Entonces, se satisfacen las siguientes condiciones:

1. siy € (—k, k), entonces

sp(z0) = 20 — (I +7G) 'ug + N(T) N N(V));

2. si~y = K, entonces existe a_ > 0 tal que

sp(20) = 20 — (I + kG ug +a_ -N_NSy_+ N(T)NN(V);

3. siy = —k, entonces existe o, > 0 tal que

sp(z0) = w0 — (I — KG)Tug + ay Ny NSy, + N(T)NN(V).
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Relacion con el problema de suavizado indefinido

En esta seccion nos disponemos a analizar la relacion entre el conjunto de soluciones

del problema de interpolacion indefinida y el del problema de suavizado indefinido.

Una primera consecuencia inmediata se obtiene a partir de relacionar las ecuaciones
normales, (5.13) y (4.2), de ambos problemas. Este resultado establece que todo conjunto
de splines interpolantes indefinidos es también un subconjunto de las soluciones de algtin

determinado problema de suavizado indefinido.
Proposicion 5.35. Para todo zy € & tal que sp(zy) # &, existe p’ € [p_, p4] tal que
sp(z0) C sm(p, 20).

Demostracion. Sea z, € € tal que sp(zy) # . Supongamos primero que 2o € V(N(T')),
luego por el Lema 5.9 sp(z9) = & + Cr N Cy, donde & € N(T) satisface que V7 = z.

Fijemos un p’ € [p_, p.], entonces
(THT + pV#V)T = p'VH#2,.

El Corolario establece entonces que T € sm(p’, 29). Considerando que Cr N Cy C
N(T#T + p'V#V),

sp(20) =T +CrNCy C T+ N(THT + pVHV) = sm(p, z).

Ahora supongamos que zy ¢ V(N(T)). Por la Proposicién existe un unico
A€ [p-, py] tal que

(T*T + \V#V)T = \V#2,, paratodo T € sp(z).

Escogiendo entonces p' = A, por el Corolario[4.4] sp(zp) C sm(p/, z). O

Revisemos la relacion entre \ en la ecuacion normal (5.13) y v en (5.32)), bajo las Hip6tesis
m Tal y como en la Seccién fijemos p = £=22= Dado 25 € € \ V(N(T)), sea
A € [p_, p+] (el tnico) que satisface que (T#T +AV#V )T = A\V# 2, paratodo T € sp(2).
Luego, si ug € N(T)t» N N (V)1 estd definido por (5.30) (o equivalentemente, uy = Az
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con el operador A definido en (5.33))), entonces (I + vG)yg = —ug para todo yy € O,

donde
_ Pt

5 (5.38)

Yy=A—p=2A

Luego, A € (p_, py)siysblosiy € (—k, k) = (-5, 22,

Podemos también realizar el procedimiento inverso: si vy € N(T)t» N N(V)1e,

v € (—k, k) e yo € Cy satisfacen que (I + vG)yo = —uyo, entonces
(TH*T + A\V#V )yo = A\VF2,

con A =y + 222+ para cualquier 2o € A7 ({ ug }).

Para lo que sigue, no supondremos como cierta la dltima suposicién de las Hipdtesis

5.20}, i.e. no supondremos que N (7") N N (V) es el subespacio trivial.

La proposicion a continuacion establece que para todo dato inicial 2, perteneciente a un
subconjunto abierto y denso de &, el problema de interpolacién indefinida puede traducirse

en un problema de suavizado indefinido.

Proposicion 5.36. Si R(L) es un subespacio cerrado y uniformemente positivo de (K x
E, -, *1po), para algiin py € [p—, p4|, entonces existe un conjunto abierto 'y denso M C &

tal que para todo zy € M, existe p' € [p_, py] tal que

sp(z0) = sm(p', 20)-

Demostracion. Por el Teorema y la Observacion existe un subconjunto abierto
y denso M C £\ V(N(T)) tal que, si 29 € M, existe T € H tal que

sp(z0) =2+ N(T)NN(V).

Ademis, considerando que p_ # p., de la prueba del Teorema existe A € (p_, py)
tal que (T#T + A\V#V)Z = A\V#z,. Luego, denotando p’ = ), y considerando que por el
Lema N(T#T + p'V#V) = N(T) N N(V), por el Corolario (#.4)

sm(p,z0) =2+ N(T) N N(V) = sp(2). -

La siguiente proposicién muestra como podemos relacionar los problemas de inter-
polacién y suavizado indefinidos cuando el parametro de regularizacién se considera

fijo.



140 5. Splines interpolantes abstractos indefinidos

Proposicion 5.37. Si R(L) es un subespacio cerrado y uniformemente positivo de (K x

5’ [ ’ ']po)’ para algz,in Po € [p,, p+], entonces.

1. para cada p' € (p_, py) existe zy € & tal que

sp(z0) = sm(p', z0);

2. existe zy € & tal que

sp(zy) C sm(ps, 2y ).

Demostracion.
1. Denotemos el conjunto
B={u=vi+v_eND)y*NNV)* v, e Ny \ {0} },

(por el Corolario|5.28] B # &) y consideremos el funcional ¢ : B — (—«, ) dado por

o) = el =l e Ny A N (T s € ML\ {0}
[ollp + lo-1l,

Por la Proposicion [5.33] si ug € B, v = ¢(uy) satisface que (I + vG)yo = —ug para
todo yo € ©. Equivalentemente, considerando (3.38), (T#T + A\V#V)yy = AV z,
con A = v+ =3 y 2 € A~ ({uo }). El funcional ¢ cumple que R(p) = (—k, k).
Entonces, dado o € (p_, p.), existe u € B tal que v = p(u) = p' — =22+ satisface
que (I + vG)y = —u, para algin y € Cy. Si fijamos un 2, € A~'({u}), entonces
(T#T + pV#V)T = p'V#2y, con T € sp(z). Siguiendo el mismo razonamiento que en
la prueba de la Proposicion [5.36] resulta entonces que sp(zg) = sm(p/, 2o).

2. Por el Corolario podemos escoger uy € H,. N N(T)* N N(V)*r. Luego,
por la Proposicion existe yg € Cy tal que (I + kG)yy = —up. Considerando que
A=r+ 225 =py sizg € AN ({ug }) entonces (T#T + p V#V)T = p, V# 2, con

T € sp(zp). Esto implica que sp(z9) C sm(p, 20). Para ver que esta inclusion es estricta,

observemos que por el Lema sm(p+, 20) es una variedad afin paralela a
N(T*T + psVFV) = M_U (N(T)NN(V)) = N_+ N(T) N N(V).

De la Observacion m queda claro entonces que sp(z) es un subconjunto propio de

sm(p+,zo). [
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Como resultado final, podemos relacionar las condiciones necesarias y suficientes para
la existencia de solucion para todo punto del problema de interpolacién indefinida con las
del de suavizado indefinido, y también con las del problema de interpolacién indefinida

con restriccion lineal desarrollado en la Subseccién [2.2.8]

Proposicion 5.38. Las siguientes condiciones son equivalentes:
1. sp(zo0) # @ para todo z € &;
2. sm(p, z0) # @ para todo zy € &, para algin p € [p_, p+];
3. spl(z) # @ paratodo zo € Ey p_ # p4.

Ademds, en este caso, sm(p, zo) # & para todos 2o € Ey p € (p—, p+).

Demostracion. Este resultado es una consecuencia del Teorema [5.19]y la Proposicién

4121 O






BIBLIOGRAFIA

[1] R. Abraham, J. Marsden & T. Ratiu, Manifolds, Tensor Analysis & Applications,
Addison Wesley, London (1983).

[2] J. H. Ahlberg, E. N. Nilson & J. L. Walsh, The Theory of Splines & Their Applications,
Academic Press (1967).

[3] T. Ando, Linear operators on Krein spaces, Hokkaido University, Sapporo, Japan
(1979).

[4] P. M. Anselone & P. J. Laurent, A general method for the construction of interpolating
or smoothing spline-functions, Numer. Math. 12 (1968), 66—82.

[5] G. Aronsson, Perfect splines & nonlinear optimal control theory, Journal of Approxi-
mation Theory, Volume 25, Issue 2 (1979), 142—-152.

[6] E. Asplund, Cebysev sets in Hilbert spaces, Trans. Amer. Math. Soc. 144 (1969),
235-240.

[7] M. Atteia, Géneralization de la définition et des propietés des "splines fonctions", C.R.
Sc. Paris 260 (1965), 3550-3553.

[8] M. Atteia, Etude de certains noyaux et théorie des fonctions “spline” en analyse
numérique, These, Plnstit. Math. Appl., Grenoble (1966).

[9] M. Atteia, Hilbertian kernels & spline functions, North-Holland Publishing Co.,
Amsterdam (1992).

[10] A.Z. Averbuch, P. Neittaanméki & V. A. Zheludev, Spline & Spline Wavelet Methods
with Applications to Signal & Image Processing Volume I: Periodic Splines, Springer
(2014).

[11] A.Z. Averbuch, P. Neittaanméki & V. A. Zheludev, Spline & Spline Wavelet Methods
with Applications to Signal & Image Processing Volume II: Non-Periodic Splines,
Springer (2016).

[12] A.Z. Averbuch, P. Neittaanméki & V. A. Zheludeyv, Spline & Spline Wavelet Methods
with Applications to Signal & Image Processing Volume Ill: Selected Topics, Springer
(2019).

[13] D. Axehill, Applications of Integer Quadratic Programming in Control & Communi-
cation, Dissertation No. 1158, Linkping University (2008).



144 Bibliografia

[14] T. Y. Azizov & L. S. Iokhvidov, Linear Operators in spaces with an indefinite metric,
John Wiley & Sons (1989).

[15] J. A. Ball & J. W. Helton, A Beurling-Lax theorem for the Lie group U(m,n) which
contains most classical interpolation theory, J. Operator Theory 7 (1982), 179-189.

[16] J. R. Bar-On & K. A. Grasse, Global Optimization of a Quadratic Functional with
Quadratic Equality Constraints, Journal of Optimization Theory & Applications 82
(1994), 379-386.

[17] J. R. Bar-On & K. A. Grasse, Global Optimization of a Quadratic Functional with
Quadratic Equality Constraints, Part 2, Journal of Optimization Theory & Applications
93 (1997), 547-556.

[18] R. H. Bartels, J. C. Beatty & B. A. Barsky, Introduction to splines in computer

graphics and geometric modeling, Morgan Kaufmann (1995).

[19] A.Bemporad, Simple & Certifiable Quadratic Programming Algorithms for Embedded
Linear Model Predictive Control, IFAC Proceedings Volumes (IFAC-PapersOnline) 4
(2012), 14-20.

[20] A. Ben-Israel & T. N. E. Greville, Generalized inverses. Theory & applications,
Springer-Verlag, New York (2003).

[21] A. Ben-Tal & M. Teboulle, Hidden convexity in some nonconvex quadratically

constrained quadratic programming, Mathematical Programming volume 72 (1996),
51-63.

[22] M. Best, Quadratic Programming with Computer Programs, Chapman & Hall/CRC
(2017).

[23] A. Yu. Bezhaev & V. A. Vasilenko, Variational theory of splines, Kluwer Acade-
mic/Plenum Publishers, New York (2001).

[24] S. Biswas & B. C. Lovell, Bézier & Splines in Image Processing & Machine Vision,
Springer (2008).

[25] J. Bognar, Indefinite Inner Product Spaces, Springer-Verlag (1974).

[26] A. Bojanczyk, N. Higham & H. Patel, Solving the indefinite least squares problem by
hyperbolic OR factorisations, STAM J. Matrix Anal. Appl. 24 (2003), 914-931.

[27] V. Boltyanski, H. Martini & V. Soltan, Geometric methods & optimization problems,
Kluwer, Dordrecht (1999).



Bibliografia 145

[28] S. Boyd & V. Lieven, Convex Optimization, Cambridge: Cambridge University Press
(2004).

[29] S. Canu, C. S. Ong & X. Mary, Splines with non positive kernels, Proceedings of the
Sth International ISAAC Congress (2005), 1-10.

[30] S. Canu, C. S. Ong, X. Mary & A. Smola, Learning with non-positive kernels, Proc.
of the 21st International Conference on Machine Learning (2004), 639-646.

[31] C. Cartis, N. I. M. Gould & P. L. Toint, Trust-region & other regularisations of linear
least-squares problems, BIT Numerical Mathematics 49 (2009), 21-53.

[32] R. Champion, C. T. Lenard & T. M. Mills, An introduction to abstract splines, Math.
Scientist 21 (1996), 8-26.

[33] R. Champion, C. T. Lenard & T. M. Mills, A variational approach to splines, Anziam
Journal 42 (2000), 119-135.

[34] S. Chandrasekaran, M. Gu & A. H. Sayed, A stable & efficient algorithm for the
indefinite linear least-squares problem, SIAM J. Matrix Anal. Appl. 20 (1998),
354-362.

[35] Z. Chen, Y. Dai & J. Liu, A penalty-free method with superlinear convergence for
equality constrained optimization, Computational Optimization & Applications 76
(2019), 801-833.

[36] D.J.Clements & B. D. O. Anderson, Singular Optimal Control: The Linear-Quadratic
Problem, Springer (1978).

[37] E. Cohen, R. F. Riesenfeld & G. Elber, Geometric Modeling with Splines: An
Introduction, A K Peters/CRC Press (2001).

[38] M. Colton, L. Sun, D. Carlson & R. Beard, Multi-vehicle dynamics & control for
aerial recovery of micro air vehicles, International Journal of Vehicle Autonomous
Systems 9 (2011), 78—-107.

[39] G. Corach, G. Fongi & A. Maestripieri, Optimal inverses & abstract splines, Linear
Algebra Appl. 496 (2016), 182—192.

[40] G. Corach, A. Maestripieri & D. Stojanoft, Oblique projections & Schur complements,
Acta Sci. Math. (Szeged) 67 (2001), 337-256.

[41] G. Corach, A. Maestripieri & D. Stojanoft, Oblique projections & abstract splines, J.
Approx. Theory 117 (2002), 189-206.



146 Bibliografia

[42] P. Craven & G. Wahba, Smoothing noisy data with spline functions, Numerische
Mathematik. 31 (4) (1979), 377-U403.

[43] T. Dang, T. Tran & K. Ling, Numerical Algorithms for Quadratic Programming in
Model Predictive Control - An Overview, Conference: ISSAT MCSE’15 (2015).

[44] C. de Boor, Convergence of abstract splines, J. Approx. Theory 31 (1981), 80-89.
[45] C. de Boor, A Practical Guide to Splines (Revised Edition), Springer (2001).
[46] F. Deutsch, Existence of best approximations, J. Approx. Theory 28 (1980), 132-154.

[47] F. Deutsch, The angle between subspaces of a Hilbert space, Approximation theory,
wavelets & applications (Maratea, 1994), 107-130; NATO Adv. Sci. Inst. Ser. C Math.
Phys. Sci., 454, Kluwer Acad. Publ., Dordrecht (1995).

[48] F. Deutsch, Best Approximation in Inner Product Spaces, Springer (2001).

[49] N. Dinh & V. Jeyakumar, Farkas’ lemma: Three decades of generalization for
continuous optimization, TOP 22 (2014), 1-22.

[50] V. V. Dong & N. N. Nguyen, On the Solution Existence of Nonconvex Quadratic
Programming Problems in Hilbert Spaces, Acta Math Vietnam 43 (2018), 155-174.

[51] Z. Dostal, Optimal Quadratic Programming Algorithms: With Applications to Varia-
tional Inequalities, Spinger (2009).

[52] M. A. Dritschel & J. Rovnyak, Operators on indefinite inner product spaces, Fields
Institute Monographs no. 3, Amer. Math. Soc. Edited by Peter Lancaster (1996),
141-232.

[53] M. Egerstedt & C. Martin, Trajectory Planning for Linear Control Systems with
Generalized Splines, Proceedings of the Mathematical Theory of Networks & Systems
(1998), 999-1002.

[54] M. Egerstedt & C. Martin, Control theoretic splines. Optimal control, statistics, &
path planning, Princeton University Press (2010).

[55] Y. C. Eldar, Sampling with Arbitrary Sampling & Reconstruction Spaces & Oblique
Dual Frame Vectors, Journal of Fourier Analysis & Applications 9 (2003), 77-U96.

[56] Y. C. Eldar & T. Werther, General framework for consistent sampling in Hilbert

spaces, International Journal of Wavelets, Multiresolution & Information Processing,
Vol. 03, No. 03 (2005), 347-359.

[57] L. Elden, Solving Quadratically Constrained Least Squares Problems Using a
Differential-Geometric Approach, BIT Numerical Mathematics 42 (2002), 323-335.



Bibliografia 147

[58] J.Farkas, Theorie der einfachen Ungleichungen, Journal fiir die Reine und Angewandte
Mathematik 124 (1902), 1-27.

[59] C. Fortin & H. Wolkowicz, The trust region subproblem & semidefinite programming,
Optim. Methods Softw. 19 (2004), 41-67.

[60] W. Gander, Least squares with a quadratic constraint, Numer. Math. 36 (1980),
291-307.

[61] T. Gértner, Kernels for Structured Data, World Scientific Publishing (2008).

[62] A.Gheondea, On the geometry of pseudo-regular subspaces of a Krein space, Spectral
theory of linear operators & related topics, Birkhduser Verlag (1984), 141-156.

[63] J. 1. Giribet, A. Maestripieri & F. Martinez Peria, Abstract splines in Krein spaces, J.
Math. Anal. Appl. 369 (2010), 423-436.

[64] J. 1. Giribet, A. Maestripieri & F. Martinez Peria, A geometrical approach to indefinite
least squares problems, Acta Appl. Math. 111 (2010), 65-81.

[65] J. 1. Giribet, A. Maestripieri & F. Martinez Peria, Indefinite least-squares problems
and pseudo-regularity, J. Math. Anal. Appl. 430 (2016), 895-908.

[66] G. H. Golub & U. von Matt, Quadratically constrained least squares & quadratic
problems, Numerische Mathematik, volume 59 (1991), 561-580.

[67] S. Gonzalez Zerbo, A. Maestripieri & F. Martinez Peria, Indefinite Abstract Splines
with a Quadratic Constraint, Journal of Optimization Theory & Applications, vol. 186,
issue 1, No 11 (2020), 209-225.

[68] S. Gonzalez Zerbo, A. Maestripieri & F. Martinez Peria, Regularization of an
Indefinite Abstract Interpolation Problem with a Quadratic Constraint, Revista de la
Unién Matematica Argentina, enviado a publicar (2020), arXiv:2008.03491.

[69] O. K. Gupta, Applications of Quadratic Programming, Journal of Information &
Optimization Sciences 16:1 (1995), 177-194.

[70] B. Haasdonk & D. Keysers, Tangent distance kernels for support vector machines,
Proc. of the 16th Int. Conf. on Pattern Recognition 2 (2002), 864—-868.

[71] W. Hackbusch, Tensor Spaces & Numerical Tensor Calculus, Springer (2012).

[72] S. Hassi & K. Nordstrom, On projections in a space with an indefinite metric, Linear
Algebra Appl. 208/209 (1994), 401-417.



148 Bibliografia

[73] B. Hassibi, A. H. Sayed & T. Kailath, Indefinite-Quadratic Estimation & Control. A
Unified Approach to H? & H> Theories, Society for Industrial & Applied Mathematics
(1987).

[74] B. Hassibi, A. H. Sayed & T. Kailath, Linear Estimation in Krein Spaces — Part I:
Theory, IEEE Transactions on Automatic Control 1, 41 (1996), 18-33.

[75] B. Hassibi, A. H. Sayed & T. Kailath, Linear Estimation in Krein Spaces — Part I1:
Applications, IEEE Transactions on Automatic Control 1, 41 (1996), 33—49.

[76] R. Hauser, The S-Procedure via Dual Cone Calculus, arXiv: Optimization & Control
(2013).

[77] H. Hmam, Quadratic optimisation with one quadratic equality constraint, Technical
Report DSTO-TR-2416, Electronic Warfare & Radar Division, Defence Science &
Technology Organisation (2010).

[78] M. E. Hochstenbach, N. McNinch & L. Reichel, Discrete ill-posed least-squares
problems with a solution norm constraint, Linear Algebra & its Applications, Volume
436, Issue 10 (2012), 3801-3818.

[79] J. C. Holladay, A smoothest curve approximation, Math. Tables Aids Comput. 11
(1957), 233-243.

[80] H. S. Hou & H. C. Andrews, Cubic splines for image interpolation & digital filtering,
IEEE Trans. ASSP 26 (1978), 508-517.

[81] S. Izumino, The product of operators with closed range & an extension of the reverse
order law, Tohoku Math. J. 34 (1982), 43-52.

[82] V.lJeyakumar, Farkas lemma: Generalizations, Encyclopedia of Optimization, Kluwer
Academic Publisher, Netherland (2008), 87-91.

[83] C. D. Johnson, Limits of propriety for linear-quadratic regulator problems, Int. J.
Control, vol. 45 (1987), 1835-1846.

[84] P.Jonas, On spectral distributions of definitizable operators in Krein spaces, Spectral
theory, Banach Center Publications 6 (1982), 301-311.

[85] M. Kaeding, Bayesian Analysis of Failure Time Data Using P-Splines, Springer
Spektrum (2015).

[86] F. Kallasi, D. Lodi Rizzini, F. Oleari, M. Magnani & S. Caselli, A novel calibration
method for industrial AGVs, Robotics & Autonomous Systems Volume 94 (2017),
75-88.



Bibliografia 149

[87] R. J. Kelly & W. A. Thompson, Quadratic Programming in Real Hilbert Spaces,
Journal of the Society for Industrial & Applied Mathematics, Vol. 11, No. 4 (1963),
1063-1070.

[88] V. Klee, Convexity of Cebysev sets, Math. Annalen 142 (1961), 291-304.
[89] G. D. Knott, Interpolating Cubic Splines, Birkhauser, Boston (1999).

[90] H. Kwakernaak & R. Sivan, Linear Optimal Control Systems, Wiley-Interscience
(1972).

[91] P.J. Laurent, Approximation et optimisation, Hermann, Paris (1972).

[92] G. M. Lee, N. N. Tam & N. D. Yen, Quadratic Programming & Affine Variational
Inequalities: A Qualitative Study, Springer (2005).

[93] G. Loosli, S. Canu & C. S. Ong, Learning SVM in Krein spaces, IEEE Trans. Pattern
Anal. Machine Intelligence 38 (2016), 1204-1216.

[94] D. G. Luenberger, Optimization by Vector Space Methods, John Wiley, New York
(1969).

[95] A. Maestripieri & F. Martinez Peria, Decomposition of Selfadjoint Projections in
Krein Spaces, Acta Sci. Math. 72 (2006), 611-638.

[96] A. Maestripieri & F. Martinez Peria, Normal Projections in Krein Spaces, Integral
Equations & Operator Theory 99 (2013), 1-24.

[97] H. Mahmoud & H. Arslan, Sidelobe suppression in OFDM-based spectrum sharing

systems using adaptive symbol transition, [IEEE Communications Letters 12 (2008),
133-135.

[98] C. Martin, P. Enqvist, J. Tomlinson & Z. Zhang, Linear Control Theory, Splines &
Interpolation, Computation & Control IV, Progress in Systems & Control Theory, vol
20 (1995), 269-287.

[99] D. H. Martin & D. H. Jacobson, Optimal control laws for a class of constrained
linear-quadratic problems, Automatica 15 (1975), 431-440.

[100] G. Mazzola, G. Milmeister & J. Weissmann, Comprehensive Mathematics for
Computer Scientists 2: Calculus & ODEs, Splines, Probability, Fourier & Wavelet
Theory, Fractals & Neural Networks, Categories & Lambda Calculus, Springer (2004).

[101] G. Micula, A variational approach to spline functions theory, General Mathematics
Vol. 10, No. 1-2 (2002), 21-50.



150 Bibliografia

[102] M. Mohri, A. Rostamizadeh & A. Talwalkar, Foundations of Machine Learning,
MIT Press (2012).

[103] J. J. Moré, Generalizations of the trust region problem, Optimization Methods &
Software, vol. 2 (1993), 189-2009.

[104] A. M. Mosamam & J. T. Kent, Semi-reproducing kernel Hilbert spaces, splines &
increment kriging, Journal of Nonparametric Statistics, 22(6) (2010), 711-722.

[105] M.Z. Nashed, Inner, outer, & generalized inverses in Banach & Hilbert spaces,
Numer. Funct. Anal. Optim. 9 (1987), 261-325.

[106] G. Nikaido, Remarks on the lower bound of linear operators, Proc. Japan Acad. 56
(1980), 321-323.

[107] D. Oglic & T. Gaertner, Learning in Reproducing Kernel Krein Spaces, Proceedings
of the 35th International Conference on Machine Learning, PMLR 80 (2018), 3859—
3867.

[108] D. Oglic & T. Gaertner, Scalable Learning in Reproducing Kernel Krein Spaces,
Proceedings of the 36th International Conference on Machine Learning, PMLR 97
(2019), 4912-4921.

[109] M. Pachter & D. Jacobson, Control with conic control constraint set, J. Optim.
Theory 25 (1978), 112-123.

[110] M. Pachter & D. Jacobson, Observability with a conic observation set, IEEE
Transactions on Automatic Control, vol. 24, 4 (1979), 632-633.

[111] H.J. Palanthandalam-Madapusi, T. H Van Pelt & D. S. Bernstein, Matrix pencils
& existence conditions for quadratic programming with a sign-indefinite quadratic
equality constraint, J. Global Optimization 45 (2008), 533-549.

[112] H.J. Palanthandalam-Madapusi, T. H. Van Pelt & D. S. Bernstein, Parameter con-
sistency and quadratically constrained errors-in-variables least-squares identification,
International Journal of Control, Volume 83, Issue 4 (2010), 862—-877-

[113] J. Park & S. Boyd, General Heuristics for Nonconvex Quadratically Constrained
Quadratic Programming, arXiv: Optimization & Control (2017).

[114] H. Patel, Solving the indefinite least squares problem, Ph. D. Thesis, Univ. of
Manchester, (2002).

[115] T. H. Pelt & D. Bernstein, Quadratically constrained least squares identification,
Proceedings of the American Control Conference, vol. 5 (2001), 3684-3689.



Bibliografia 151

[116] A. Phan, P. Tichavsky & A. Cichocki, Error Preserving Correction: A Method for
CP Decomposition at a Target Error Bound, IEEE Transactions on Signal Processing
67 (2018), 1175-1190.

[117] L. Polik & T. Terlaky, A Survey of the S-Lemma, SIAM Review 49 (2007), 371-418.

[118] M. J. D. Powell & Y. Yuan, A trust-region algorithm for equality constrained
optimization, Mathematical Programming, vol. 49 (1991), 189-211.

[119] H. Prautzsch, W. Boehm & M. Paluszny, Bézier & B-Spline Techniques, Springer
(2002).

[120] P. M. Prenter, Splines & Variational Methods, Dover Publications (2009).

[121] C. E. Rasmussen & C. K. . Williams, Gaussian Processes for Machine Learning,
The MIT Press (2005).

[122] C. H. Reinsch, Smoothing by Spline Functions, Numerische Mathematik. 10 (3)
(1967), 177-183.

[123] R. T. Rockafellar, Convex Analysis, Princeton University Press (1970).

[124] J. Rovnyak, Methods on Krein space operator theory, interpolation theory, systems
theory and related topics, Oper. Theory Adv. Appl. 134 (2002), 31-66.

[125] A. 1. Rozhenko, On the convergence of abstract variational splines, East J. Approx.
1 (1995), 25-36.

[126] A. I. Rozhenko & V. A. Vasilenko, Variational approach in abstract splines:
achievements & open problems, East J. Approx. 1 (1995), 277-308.

[127] M. Samar, A. Farooq, C. Mu & 1. Mushtaq, Indefinite Least Squares Problem with
Quadratic Constraint & Its Condition Numbers, Journal of Mathematical Research
with Applications, Vol. 40, No. 1 (2020), 57-72.

[128] R.Sameni, Online filtering using piecewise smoothness priors: Application to normal

& abnormal electrocardiogram denoising, Signal Processing 133 (2016), 52-63.
[129] A. Sard, Optimal approximation, Journal of Functional Analysis 1 (1967), 222-244.

[130] A. H. Sayed, B. Hassibi & T. Kailath, Inertia Conditions for the Minimization
of Quadratic Forms in Indefinite Metric Spaces, Operator Theory: Advances &
Applications, Vol. 87 (1996), 309-347.

[131] L J. Schoenberg, Contribution to the problem of approximation of equidistant data
by analytic functions, Parts A & B, Quart. Appl. Math. 4 (1946), 45-99, 112-141.



152 Bibliografia

[132] B. Scholkopf & A. Smola, Learning with Kernels: Support Vector Machines,
Regularization, Optimization, & Beyond, Cambridge: MIT Press (2002).

[133] R.Schone & T. Hanning, Least squares problems with absolute quadratic constraints,
J. Appl. Math. (2012), 1-12.

[134] M. H. Schultz, Spline Analysis, Prentice-Hall (1972).
[135] L. Schumaker, Spline Functions: Basic Theory, Cambridge University Press (2007).

[136] M. Signoretto, K. Pelckmans & J. Suykens, Quadratically Constrained Quadratic

Programming for Subspace Selection in Kernel Regression Estimation, Proc. of the
18th International Conference on Artificial Neural Networks (2008), 175-184.

[137] V. Sima, Algorithms for Linear-quadratic Optimization, Chapman & Hall/CRC
(1996).

[138] D. Singh, M. Singh & Z. Hakimjon, Signal Processing Applications Using Multidi-
mensional Polynomial Splines, Springer (2019).

[139] I. Skog, J. O. Nilsson, D. Zachariah & P. Héandel, Fusing information from two navi-
gation system using an upper bound on their maximum spatial separation, International

Conference on Indoor Positioning & Indoor Navigation (2012), 1-5.

[140] S. Sonnenberg, G. Ritsch, C. Schifer & B. Scholkopf, Large scale multiple kernel
learning, Journal of Machine Learning Research 7 (2006), 1531-1565.

[141] R. Stern & H. Wolkowicz, (1993). Indefinite Trust Region Subproblems & Nonsym-
metric Eigenvalue Perturbations, SIAM J. Optimization 5 (2) (1995), 286-313.

[142] C.J. Stone & C. Y. Koo, Additive Splines in Statistics, Proceedings of the American
Statistical Association (1985), 45-48.

[143] R. K. Sundaram, A First Course in Optimization Theory, Cambridge University
Press (1996).

[144] S. Thoen, L. Deneire, L. Van der Perre & M. Engels, Constrained least squares
detector for OFDM/SDMA-based wireless networks, IEEE Transactions on Wireless
Communications 2(1) (2003), 129-140.

[145] A. N. Tikhonov, Solution of Incorrectly Formulated Problems & the Regularization
Method, Soviet Mathematics Doklady 4 (1963), 1035-1038.

[146] A. N. Tikhonov & V. Y. Arsenin, Solution of lll-posed Problems, V. H. Winston &
Sons (1977).



Bibliografia 153

[147] A. N. Tikhonov, A. S. Leonov & A. G. Yagola, Nonlinear ill-posed problems,
Springer (2014).

[148] K. Torachi, S. Yang, M. Kamada & R. Mori, Two dimensional spline interpolation
Jor image reconstruction, Patt. Recognition 21 (1998), 275-284.

[149] M. Vukosavljev, A. Schoellig & M. Broucke, The Regular Indefinite Linear Quadratic
Optimal Control Problem: Stabilizable Case, SIAM Journal on Control & Optimization
56 (2018), 496-516.

[150] Y. Wang, Smoothing splines: Methods & applications, Chapman & Hall/CRC (2011).

[151] E.J. Wegman & I. W. Wright, Splines in Statistics, Journal of the American Statistical
Association Vol. 78, No. 382 (1983), 351-365.

[152] Y. Xia, S. Wang & R. Sheu, S-Lemma with Equality & Its Applications, Mathematical
Programming 156 (2015), 513-547.

[153] J. W. Xu, A. R. C. Paiva, I. Park & J. C. Principe, A Reproducing Kernel Hilbert
Space Framework for Information-Theoretic Learning, IEEE Transactions on Signal
Processing 56(12) (2009) 5891-5902.

[154] V. A. Yakubovich, S-Procedure in nonlinear control theory, Vestnik Leningrad
University, Vol.1 (1971), 62-77.

[155] Y. Ye & S. Zhang, New results on quadratic minimization, SIAM Journal on
Optimization 14 (2003), 245-267.

[156] Z. Zhang, J. Tomlinson & C. Martin, Splines & Linear Control Theory, Acta
Applicandae Mathematicae 49 (1997), 1-34.



	Introducción
	Estado del arte
	Splines polinómicos
	Splines abstractos
	Sobre la programación cuadrática o QP

	Presentación del problema y aportes originales
	Splines interpolantes indefinidos
	Problema de suavizado abstracto indefinido
	Aportes originales

	Consideraciones y resumen de capítulos
	Resumen de capítulos


	Preliminares
	Generalidades sobre espacios de Banach y de Hilbert
	Derivada de Fréchet y extremos de funciones reales
	Conjuntos proximinales
	Inversas generalizadas y generalidades sobre espacios de Hilbert

	Espacios de Krein
	Espacios con producto interno indefinido
	Espacios de Krein
	Operadores sobre espacios de Krein
	Subespacios uniformemente definidos
	Subespacios regulares
	Subespacios pseudo-regulares
	Problema de cuadrados mínimos indefinidos
	Splines indefinidos con restricción lineal


	Sobre el operador de regularización de Tikhonov
	Análisis con el parámetro de regularización fijo
	Variando el parámetro de regularización
	Caracterización del caso en que el rango es regular

	Problema de suavizado abstracto indefinido
	Problema de suavizado abstracto indefinido
	Análisis del conjunto de puntos admisibles
	Relación con los splines con restricción lineal

	Splines interpolantes abstractos indefinidos
	Problema de interpolación abstracta indefinida
	Existencia de splines interpolantes indefinidos
	Existencia de splines interpolantes para todo punto
	Descripción de los splines interpolantes indefinidos
	Relación con el problema de suavizado indefinido

	Bibliografía

