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1
I N T R O D U C C I Ó N

Sea H un espacio de Hilbert complejo y separable y L(H) el álgebra de
operadores lineales y acotados en H. Dado un operador A ∈ L(H), y un
vector b ∈ H, el método de cuadrados mínimos es un método clásico para
obtener soluciones aproximadas, con algún criterio de optimalidad, de la
ecuación

Ax = b,

cuando ésta no admite solución. Más precisamente, buscamos los vectores
x0 ∈ H tales que

‖Ax0 − b‖ = min
x∈H
‖Ax− b‖,

donde ‖ · ‖ denota la norma asociada al producto interno de H. Más aún,
deseamos hallar en el conjunto de estas soluciones, aquellas que tengan norma
mínima. Cuando el operador A tiene rango cerrado, entonces para todo b ∈ H
existe una única solución de norma mínima. En este caso, el operador que
asigna a cada b ∈ H la única solución del problema de cuadrados mínimos es
lineal y acotado y es conocido como la inversa de Moore-Penrose de A y se
denota A†. Los trabajos de Nashed y Votruba [68] y Nashed [67], y los libros
de Rao y Mitra [72] y Ben-Israel y Greville [8] son excelentes referencias para
consultar varios de los resultados sobre inversas generalizadas.

En algunos casos es necesario considerar otro producto escalar (no necesaria-
mente equivalente al original) en el espacioH y entonces aparece naturalmente
un peso (no inversible) y el concepto de inversas generalizadas. La primera
aparición de inversas generalizadas con pesos se debe a Greville [50], quien las
utilizó en problemas de ajuste de curvas y superficies. Esta noción ha aparecido
en numerosas oportunidades en forma natural en problemas de matemática,
estadística e ingeniería. Para nombrar algunos de los numerosos trabajos sobre
este tema, mencionaremos a Chipman [16], quien reintrodujo esta noción para
problemas de regresión lineal; Watson [85], Zyskind [86] y Rao y Mitra [72],
hallaron aplicaciones a Estadística. Aplicaciones a procesamiento de imágenes
y varios resultados algorítmicos, que utilizan inversas generalizadas con pesos
singulares se pueden encontrar en los trabajos de Censor, Gordon y Gordon
[14], [13] y Censor y Elfving, [11], [12].

En [39] Elden expone con gran detalle resultados sobre inversas generaliza-
das con pesos singulares, para espacios de dimensión finita. En este caso la
existencia está garantizada. Sin embargo, cuando el espacio tiene dimensión
infinita, la existencia de inversas generalizadas equivale a una cierta compa-
tibilidad entre el peso (dado por un operador en L(H) positivo, en general
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2 introducción

no inversible) y el rango (cerrado) de A. La noción de compatibilidad entre
un operador positivo y un subespacio cerrado de H ha sido estudiada en
varios trabajos, [25], [24], [26]. En [22], aplicando propiedades de compatibi-
lidad, se determina cuándo el problema de cuadrados mínimos con pesos
singulares admite solución y se caracteriza el conjunto de soluciones mediante
pseudoinversas oblicuas.

Asociados a los problemas anteriores, aparecen ciertos problemas de mini-
mización para operadores, del tipo cuadrados mínimos, pero considerando en
ellos distintas normas de operadores, como por ejemplo las normas de Schatten
p (o de Schatten von Neumann), para 1 ≤ p ≤ ∞, y más generalmente aquellas
normas que son unitariamente invariantes. Estas normas aparecen en distintos
contextos, en muchos problemas matriciales y de operadores, e involucran
los valores singulares de la matriz dada y más generalmente, en el caso de
dimensión infinita, los autovalores del módulo del operador (compacto). Por
ejemplo, en [47], G. R. Goldstein y J. A. Goldstein estudiaron el problema de
hallar las matrices X0 tales que,

|||AX0 − I||| = min
X∈L(H)

|||AX− I|||,

donde A es una matriz dada, I es la matriz identidad y ||| · ||| es una norma
unitariamente invariante (como por ejemplo las normas p). Aplicando propie-
dades de funciones convexas, los autores caracterizaron la solución de norma
mínima. En este trabajo estudiaremos una generalización del problema anterior
en espacios de Hilbert de dimensión infinita. Motivados por aplicaciones en
Procesamiento de Señales e Imágenes, introduciremos además un peso positivo
que modificará el producto interno del espacio de Hilbert original obteniendo
un semi-producto interno con el cual, el nuevo espacio no necesariamente
resultará completo.

Problema a estudiar

Dado W un operador positivo, tal que W1/2 es de la clase Schatten p, con
1 ≤ p < ∞, consideremos la semi-norma de operadores asociada a W dada
por

‖X‖p,W = ‖W1/2X‖p, X ∈ L(H).

Se estudiará el siguiente problema de aproximación de operadores para el
peso W: dado A ∈ L(H) de rango cerrado, y B ∈ L(H), calcular

in f
X∈L(H)

‖AX− B‖p,W .

Observemos que este problema generaliza los casos estudiados en [47], para
matrices, y en [22] donde se caracterizaron las soluciones para problemas con
pesos singulares, para vectores. Observemos que cuando H tiene dimensión
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infinita, el peso W siempre es singular ya que es un operador compacto. Estu-
diaremos si el ínfimo se alcanza y caracterizaremos el conjunto de soluciones
de este problema. Luego estudiaremos si existen soluciones de norma mínima,
en este caso, la norma considerada será una norma q con otro peso W2, tal que
W1/2

2 es de la clase de Schatten q, con 1 ≤ q < ∞.
Observar que, en dimensión finita, cuando el peso es la identidad, y A, B ∈

Sp, (donde Sp denota la clase de Schatten p) recobramos el problema men-
cionado en el punto anterior. Para este caso se puede ver en [40] y [67] un
análisis de la existencia de soluciones y otras propiedades.

Soluciones de cuadrados mínimo con peso de la ecuación AX− B = 0

Un problema de interés en el área de Señales y Procesamiento de Imágenes
es encontrar modelos de bajas dimensiones que aproximen, en algún sentido,
determinados datos [31, 42]. En particular, varios de estos problemas se pueden
enunciar de la siguiente manera: dada una matriz B ∈ Cn×n con ran(B) ≥ k
(donde ran(B) denota el rango de la matriz B ó el número de columnas
linealmente independientes), para k ∈ N tal que k < n, hallar una matriz
Y0 ∈ Cn×n con ran(Y0) = k tal que,

Y0 = argmin
{Y∈Cn×n : ran(Y)=k}

f (Y− B),

para alguna función de costo f : Cn×n → R. Debido a su dificultad, este
problema es estudiado usualmente relajando la restricción del rango de Y, lo
cual bajo ciertas condiciones, resulta ser una relajación exacta (ver Sección 7.1).
Para esto, se usa la factorización de Y = AX, con A ∈ Cn×k, X ∈ Ck×n.

Supongamos que la función costo viene dada por la norma de Frobenius
‖ · ‖F, ahora estamos interesados en el siguiente problema:

Y0 = argmin
{X∈Ck×n, A∈Cn×k}

‖AX− B‖F. (1.1)

De hecho, supongamos que A0 ∈ Cn×k, X0 ∈ Ck×n satisfacen

‖A0X0 − B‖F = min
{X∈Ck×n, A∈Cn×k}

‖AX− B‖F, (1.2)

entonces,

‖A0X0 − B‖F = min
X∈Ck×n

‖A0X− B‖F. (1.3)

Si un peso (positivo) se introduce en la ecuación (1.3), o si la norma de
Frobenius se reemplaza por otra norma unitariamente invariante, se puede
estudiar el mismo problema.

La primera parte del Capítulo 6, está dedicada a buscar una solución de la
extensión del Problema (1.3) a espacios de Hilbert abstractos.
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Más específicamente, estudiamos el siguiente problema de aproximación:
dado a A ∈ L(H) un operador de rango cerrado, B ∈ L(H) y W un operador
positivo, tal que W1/2 es de la clase Schatten p, con 1 ≤ p < ∞, analizamos las
condiciones para la existencia de

min
X∈L(H)

‖AX− B‖p,W . (1.4)

Para estudiar el Problema 1.4, primero introducimos el siguiente problema
asociado: dados W ∈ L(H)+, A de rango cerrado y B ∈ L(H) analizamos,

min
X∈L(H)

(AX− I)∗W(AX− I), (1.5)

con el orden inducido en L(H) por el cono de operadores positivos.
En el Capítulo 7, se describen algunos ejemplos de estos problemas de

minimización en la Teoría de Control y en el Procesamiento de Señales [36, 80].
La existencia del mínimo de ‖AX− B‖p en espacios de Hilbert, fue estudiada

en [60] usando técnicas de diferenciación y también en [40] y [67], donde se
estableció una conexión entre las normas p-Schatten y el orden en L(H)+

(el orden inducido por el cono de operadores positivos). A partir de esto, la
resolución del Problema 1.5, resulta de gran interés porque es posible relacionar
las soluciones de este problema, en el que se considera el orden de operadores
dado por el cono de positivos, con las del problema de minimización 1.4. De
todas maneras, la introducción de un peso W ∈ L(H)+ juega un importante
rol, ya que estamos introduciendo en H un semi-producto interno asociado
a W para el cual H ya no es más un espacio de Hilbert, a menos que W sea
inversible. En este caso, la existencia de una proyección ortogonal adecuada
no está asegurada. De hecho, la existencia de una proyección W-ortogonal en
R(A) (el subespacio cerrado rango de A) depende de la relación entre W y
R(A), lo que da lugar al concepto de compatibilidad.

La noción de compatibilidad, definida en [24] y desarrollada luego en
[20, 23, 26], tiene sus orígenes en el trabajo de Z. Pasternak-Winiarski [69]. En
dicho trabajo el autor estudió, para un subespacio cerrado fijo S , la analiticidad
del mapa W → PW,S que asocia a cada operador positivo inversible W la
proyección ortogonal en S bajo el (equivalente) producto interno 〈 x, y 〉W =
〈Wx, y 〉, para x, y ∈ H.

La noción de compatibilidad aparece cuando W puede ser cualquier opera-
dor semidefinido positivo, no necesariamente inversible (e incluso, un operador
lineal autoadjunto acotado). Más precisamente, W y S se dicen compatibles
si existe una proyección (lineal y acotada) Q con rango S , la cual satisface
WQ = Q∗W. Si W es positivo e inversible, existe una única proyección en S
que es W-autoadjunta [24]. En general, puede suceder que no exista tal Q o que
haya un número infinito de ellas. De todas maneras, existe una condición de
ángulos entre S⊥ y W(S) que determina la existencia de dichas proyecciones
[35], ver Teorema 4.1.5. La existencia de tales proyecciones está relacionada
con la existencia del mínimo del Problema 1.4.
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Resultados obtenidos

Por simplicidad en la sección 6.1.1, estudiamos el Problema 1.4 cuando B = I.
En primer lugar, probamos que el ínfimo del conjunto {(AX− I)∗W(AX− I) :
X ∈ L(H)} (donde el orden es el inducido por el cono de operadores positivos),
siempre existe y además que

inf
X∈L(H)

(AX− I)∗W(AX− I) = W/R(A), (1.6)

donde W/R(A) es el operador de shorted de W a R(A) (definido en la Sección
5.1), ver Proposición 6.1.1. En el Teorema 6.1.2, probamos que la existencia
de mínimo del conjunto anterior es equivalente a la compatibilidad del par
(W, R(A)) y también caracterizamos los operadores que minimizan este prob-
lema como las soluciones de la ecuación normal

A∗W(AX− I) = 0,

ó equivalentemente como las W-inversas de A (Proposición 6.1.4).
Resuelto el problema del mínimo para el orden de operadores, hicimos uso

de la Proposición 3.1.15, la cual dice que si ||| · ||| es una norma unitariamente
invariante en un ideal no nulo J de L(H), y S, T ∈ J . Entonces,

si T∗T ≤ S∗S entonces |||T||| ≤ |||S|||.

De esta manera si W1/2 está en la clase p-Schatten, para algún 1 ≤ p < ∞,
es fácil concluir que si el par (W, R(A)) es compatible, entonces el mínimo del
conjunto {‖AX− I‖p,W : X ∈ L(H)} existe, simplemente porque el mínimo en
el orden de operadores garantiza el mínimo en las normas p, por la proposición
anterior. Para probar la recíproca se utilizaron técnicas de diferenciación que
nos permitieron concluir que si existe mínimo del conjunto

{‖AX− I‖p,W : X ∈ L(H)}

entonces el mínimo cumple con la ecuación normal

A∗W(AX− I) = 0,

y por lo tanto el par (W, R(A)) es compatible, ver Teorema 6.1.5. De esta
manera se establece la equivalencia entre la compatibilidad del par (W, R(A))
y la existencia del mínimo del Problema 1.4. En este caso, el conjunto de
soluciones de 1.4 también son las W-inversas de A.

En la sección 6.1.2, probamos resultados similares para un operador arbi-
trario B ∈ L(H), donde la existencia de mínimo del conjunto {‖AX− B‖p,W :
X ∈ L(H)}, es equivalente a la condición de compatibilidad R(B) ⊆ R(A) +
W(R(A))⊥ (Teorema 6.1.11). En este caso, los minimizantes son las W-inversas
de A en R(B) (ver definición en la Sección 4.2.2).
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En la sección 6.2, se caracterizaron entre todos los operadores que realizan
el mínimo de 1.4, aquellos que tienen norma mínima, donde la norma conside-
rada es una norma q con otro peso W2, tal que W1/2

2 es de la clase de Schatten
q, con 1 ≤ q < ∞.

En el caso donde R(B) ⊆ R(A) + R(A)⊥W , que es cuando se garantiza
la existencia de mínimo del conjunto {(AX − B)∗W(AX − B) : X ∈ L(H)},
consideramos el conjunto

MB = {X0 ∈ L(H) : (AX0− B)∗W(AX0− B) = min
X∈L(H)

(AX− B)∗W(AX− B)},

y dado W2 ∈ L(H)+, tal que W1/2
2 ∈ Sq, para algún q con 1 ≤ q < ∞,

analizamos la existencia de

min
X∈MB

‖X‖q,W2 . (1.7)

En el Teorema 6.2.1, se prueba que un operador X1 resuelve el Problema 1.7
si y sólo si R(W2X1) ⊆ N(WA)⊥. En este caso, los minimizantes resultan ser
las WW2-inversas de A en R(B) (definición en la sección 6.2).

Soluciones de cuadrados mínimos con peso de la ecuación AXB− C = 0

A partir de los resultados obtenidos para la solución de cuadrados mínimos
con peso de la ecuación AX− C = 0 detallados en la sección anterior, se buscó
estudiar el problema más general que consiste en hallar las soluciones de
cuadrados mínimos con peso de la ecuación AXB− C = 0, en este caso tanto
A y B son operadores acotados de rango cerrado y C (como antes lo era B)
es un operador acotado arbitrario. Este nuevo problema, resulta equivalente
al anterior en los casos en que el operador B sea inversible o inyectivo. Para
los caso en que el N(B) (núcleo de B) sea distinto del trivial, se obtendrán
resultados que se diferencian del caso anterior en donde tomábamos a B = I.
Observar que ahora, el operador C ocupa el rol que tenía el operador B en
el Problema 1.4 Por otra parte, en este caso supondremos que B 6= 0, pues si
B = 0 el problema resulta trivial.

Los resultados obtenidos en este caso más general, tendrán aplicaciones en
el área de Procesamiento de Señales, más precisamente en los problemas de
sampling ó muestreo. El sampling ó muestreo es un operación que convierte una
señal continua (modelada como vector en un espacio de Hilbert H apropiado)
en una discreta. Frecuentemente las muestras de una señal f ∈ H son represen-
tadas de la siguiente manera: dado un marco {vn}n∈N ⊆ H (ver Sección 7.2.1)
de un subespacio cerrado S , denominado subespacio de muestreo, dichas
muestras vienen dadas por { fn}n∈N = {〈 f , vn 〉}n∈N ∈ `2(N).

Por otra parte, dadas las muestras { fn}n∈N ∈ `2(N), la señal de recons-
trucción f̂ viene dada por f̂ = ∑n∈N fnwn, donde {wn}n∈N es un marco del
subespacio cerrado R, llamado el subespacio de reconstrucción.
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Supongamos que, A y B son los operadores de sintesis correspondientes a
los marcos {wn}n∈N y {vn}n∈N, respectivamente, es decir A, B : `2(N)→ H
son los operadores tales que, si x = {xn}n∈N ∈ `2(N), Ax = ∑n∈N xnwn y
Bx = ∑n∈N xnvn, que son acotados dado que {vn}n∈N y {wn}n∈N son marcos.
Observar que, si f ∈ H es una señal, las muestras correspondientes están
dadas por { fn}n∈N = B∗ f . Por otra parte, dadas las muestras { fn}n∈N, la
señal reconstruída viene dada por f̂ = A{ fn}n∈N, ver [38], [82].

Si sólo conocemos las muestras de una señal { fn}n∈N ∈ `2(N), en general
no es posible recuperar la señal f ∈ H, incluso si se aplica un filtro digital (un
operador lineal acotado X : `2(N)→ `2(N)) a estas muestras. Pero, en algunos
casos es posible encontrar una buena representación de la señal f ∈ H, es decir,
una señal recuperada f̂ = AXB∗ f que tiene buenas propiedades. Por ejemplo,
en el esquema clásico de muestreo (donde los subespacios de muestreo y
de reconstrucción coinciden), es posible reconstruir el mejor aproximante de
la señal f , es decir, es posible encontrar X tal que AXB∗ = PS y entonces
f̂ = PS f , donde PS es la proyección ortogonal sobre S = R = R(A). Otro
ejemplo interesante, donde los subespacios de muestreo y de reconstrucción
podrían no coincidir, es el llamado esquema de muestreo consistente, donde
las muestras de la señal reconstruída f̂ son iguales a las muestras de la señal
original f , es decir B∗ f̂ = B∗ f , en este caso X es tal que Q = AXB∗ resulta
una proyección oblicua.

Consecuentemente, la señal reconstruida f̂ no necesariamente es una buena
aproximación de f , dado que la distancia ‖ f − f̂ ‖ = ‖ f − AXB∗ f ‖ no está
minimizada. Ahora, supongamos que queremos encontrar un filtro digital
X ∈ `2(N) → `2(N) tal que AXB∗ f sea una buena aproximación de f en
R(A) = R, es decir queremos que AXB∗ aproxime a PR en algún sentido.
Por ejemplo, quisiéramos encontrar X0 : `2(N)→ `2(N) un operador lineal y
acotado tal que, para cada f ∈ H

‖(AX0B∗ − PR) f ‖ ≤ ‖(AXB∗ − PR) f ‖,

para cada X ∈ L(H). Esto significa que, estamos interesados en el siguiente
problema,

min
X∈L(`2(N))

(AXB∗ − PR)∗(AXB∗ − PR),

con el orden inducido en L(H) por el cono de operadores positivos.
Alternativamente, podemos aproximar PR en alguna norma de operadores

conveniente. Por ejemplo, en el caso finito dimensional, es usual considerar
la norma de Frobenius; el problema asociado es equivalente a estudiar la
existencia de

min
X∈L(`2(N))

‖AXB∗ − PR‖F,

donde ‖ · ‖F es la norma de Frobenius.



8 introducción

En la segunda parte del Capítulo 6, estudiamos una extensión de estos
problemas. Más específicamete dados A, B ∈ L(H) de rango cerrado, C ∈
L(H), W ∈ L(H) positivo, estudiamos la existencia de

min
X∈L(H)

(AXB− C)∗W(AXB− C), (1.8)

con el orden inducido en L(H) por el cono de operadores positivos.
Si W ∈ L(H)+ también satisface que W1/2 ∈ Sp, la clase p-Schatten (para

algún p con 1 ≤ p < ∞), estudiamos la existencia de

min
X∈L(H)

‖AXB− C‖p,W . (1.9)

La existencia de mínimo de ‖AXB− C‖p en espacios de Hilbert (sin peso),
con hipótesis adecuadas para garantizar que AXB−C ∈ Sp, fueron estudiadas
en [63] y en [62] usando técnicas de diferenciación. En [15], una caracterización
de los puntos críticos (y equivalentemente de los mínimos globales) del mapa
‖AXB− C‖p

p fueron dadas.

Resultados obtenidos

En la sección 6.3.1, estudiamos el Problema 1.8. Probamos que si N(B) ⊆
N(A∗WC) entonces existe ínfimo del conjunto {(AXB − C)∗W(AXB − C) :
X ∈ L(H)} (donde el orden es el inducido por el cono de operadores positivos)
y además cumple que

in f
X∈L(H)

(AXB− C)∗W(AXB− C) = C∗W/R(A)C,

ver Proposición 6.3.2.
En el Teorema 6.3.3, probamos que el mínimo del conjunto anterior existe si

sólo si N(B) ⊆ N(A∗WC) y R(C) ⊆ R(A) + W(R(A))⊥. Más aún, probamos
que un operador X0 minimiza este problema, si y sólo si X0B es una W-inversa
de A en R(C).

Utilizando la Proposición 3.1.15, si W1/2 está en la clase p-Schatten, para
algún 1 ≤ p < ∞, entonces es fácil probar que si N(B) ⊆ N(A∗WC) y R(C) ⊆
R(A) + W(R(A))⊥, el mínimo del conjunto {‖AXB − C‖p,W : X ∈ L(H)}
existe.

En el Lema 6.3.7, dimos una caracterización de los puntos críticos (y equiva-
lentemente de los mínimos globales) del mapa ‖AXB− C‖p

p,W , que es similar

a la presentada por [15], con la introducción de un peso W tal que W1/2 está
en la clase p-Schatten, para algún 1 ≤ p < ∞.

En el caso en que p = 2 ó alternativamente 1 ≤ p < ∞ y N(B) ⊆ N(A∗WC),
se probó que la existencia de mínimo del conjunto anterior es equivalente
a la existencia de solución de la ecuación normal A∗W(AXB − C)B∗ = 0.
Finalmente, dimos algunos ejemplos para mostrar que en general, la existencia
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del mínimo del conjunto anterior, no es equivalente a la existencia de solución
de la ecuación normal presentada. Estos hechos contradicen el Teorema 4.1 de
[63], por lo cual, los resultados obtenidos en este trabajo son nuevos también
para matrices.

Los contenidos de la tesis son los siguientes.
En el Capítulo 2, se introducen notaciones y algunos resultados que se

utilizarán a lo largo del trabajo. Se presenta el importante Teorema de Dou-
glas y se define el concepto de ángulos entre subespacios como así también
algunas propiedades importantes. Se realiza una breve introducción a la teoría
de operadores no acotados en espacios de Hilbert, se definen las inversas
generalizadas y se demuestran propiedades importantes de las mismas.

En el Capítulo 3, se introducen las clases de Schatten Sp, con 1 ≤ p ≤ ∞. Se
definen operadores en dichas clases y se enuncian propiedades relevantes de
los mismos. Se hace especial hincapié en las clases de Schatten S1 (operadores
de traza) y se muestra que el espacio Sp con la norma ‖ · ‖p resulta un
espacio vectorial normado completo. Por otra parte, se definen las normas
unitariamente invariantes y se establecen propiedades que se usarán a lo
largo de la tesis. Por último, se prueba que la norma asociada al espacio de
Schatten Sp, para 1 < p < ∞, es Fréchet diferenciable y se deduce la fórmula
de dicha derivada. Para el caso p = 1, se prueba la existencia de la derivada
φ-direccional para todo X ∈ Sp y en la dirección de todo Y ∈ Sp y se da la
fórmula de la misma.

En el Capítulo 4, dado un peso positivo W ∈ L(H) y un subespacio cerrado
S ⊆ H, se introduce el concepto de proyección W-autoadjunta y el de compati-
bilidad del par (W,S). Se enuncian propiedades que deben cumplir los pares
compatibles, como así también se dan algunos ejemplos de pares compatibles
y no compatibles. Finalmente, se enuncian resultados que relacionan el ángulo
entre subespacios y el concepto de compatibilidad y se presentan las proyec-
ciones W-contractivas junto con algunas propiedades. A continuación, dado
un operador A ∈ L(H) de rango cerrado y un peso W positivo, se define el
concepto de solución de cuadrados mínimos con peso de la ecuación Az = x.
Finalmente se presentan las W-inversas de A, definidas inicialmente por S.K.
Mitra y C.R. Rao en [72] y extendidas en este trabajo a las W-inversas de A
en el rango de un cierto operador B ∈ L(H), como los operadores X0 ∈ L(H),
tales que para cada x ∈ H, X0x es una solución de cuadrados mínimos con
peso de la ecuación Az = Bx, para cada x, z ∈ H.

En el Capítulo 5, dado un operador positivo W ∈ L(H) y un subespacio
cerrado S ⊆ H, se presenta la noción de operador de shorted de W a S .
Dicha noción fue introducida por M.G. Krein [55] y fue luego redescubierta
por W.N.Anderson y G.E. Trapp [3], [4], quienes lo aplicaron a la teoría de
redes eléctricas. En dicho capítulo se presentan propiedades relevantes de los
operadores de shorted y qué características adquieren cuando el par (W,S)
resulta compatible.
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En el Capítulo 6, se estudia y se resuelve el Problema 1.4 y el problema
asociado 1.6. En primer lugar, se resuelven dichos problemas para el caso B = I
y luego para cualquier B ∈ L(H) arbitrario. A continuación, se caracterizan
entre todos los operadores que minimizan el Problema 1.4, aquellos de norma
mínima. Por último, se estudia y resuelve el Problema 1.9 y el problema
asociado 1.8 y finalmente en la Sección 6.4, se estudian aplicaciones de estos
resultados del operador de shorted.

En el Capítulo 7, se estudian aplicaciones de los problemas resueltos en el
Capítulo 6. Por ejemplo, se estudian los problemas de optimización de rango
fijo, y los problemas de muestreo y reconstrucción de señales.

Hacia el final del capítulo, decidimos presentar algunos ejemplos de proble-
mas de Procrusto, los cuales se diferencian de los problemas que se resolvieron
en este trabajo, en que tienen una condición adicional (restricción) que consta
en general en buscar el mínimo pidiendo, por ejemplo, que el mismo resulte un
operador unitario, etc. Si bien en la tesis no presentamos resultados para este
tipo de problemas, nos pareció interesante incluir algunos ejemplos de este tipo
de problemas de minimización los cuales surgen naturalmente, por ejemplo
en Química Cuántica ó en el área de Procesamientos de Señales. Uno de ellos,
por ejemplo, es el proceso de ortogonalización de Löwdin, [58], [1], donde se
busca hallar una base ortonormal que minimice la desviación cuadrática con
respecto a una base dada no ortonormal. Otro problema de minimización de
operadores consiste en, dada una matriz A (no necesariamente autoadjunta)
que representa una aproximación del Hamiltoniano (ver sección 7.3.1.1), hallar
su estado básico, o en términos matemáticos, el autovalor mínimo. Sin em-
bargo A podría no ser autoadjunta. Entonces se busca la matriz autoadjunta
más cercana a A, donde la cercanía se determina en función de la norma
usada. En este tipo de problemas se agrega una restricción sobre el conjunto
de minimizantes, [49], [61]. Por último, daremos un ejemplo de problema de
Procrusto conmumente encontrado en la teoría de marcos y otro relacionado
con el procesamiento y reconstrucción de señales.

Finalmente, en el Capítulo 8, se enumeran las conclusiones más relevantes
que resultan de la tesis.

En los anexos A y B, se recopilan varias generalidades conocidas de la teoría
de espacios de Hilbert y se detallan las demostraciones de las propiedades
enunciadas en el Capítulo 3 sobre espacios de Schatten Sp, respectivamente.



2
P R E L I M I N A R E S

En este capítulo se introducen las notaciones y algunos resultados que se
utilizarán a lo largo de la tesis. Los temas tratados en este capítulo son muy
diversos y no necesariamente están vinculados, decidimos incluirlos para que
el trabajo resulte autocontenido.

Dados dos espacios de Hilbert complejos y separables H y K, se denotará
con L(H,K) al álgebra de operadores lineales acotados de H en K, L(H) =
L(H,H), L(H)+ al cono de operadores (semidefinidos) positivos de L(H),
GL(H) al grupo de operadores inversibles de L(H), GL(H)+ = GL(H) ∩
L(H)+, CR(H) los operadores con rango cerrado de L(H).

Para A, B ∈ L(H)+, escribimos A ≤ B, si B− A ∈ L(H)+.
Dado un operador T ∈ L(H), se utilizará la notación R(T) como el rango o

imagen de T y N(T) para su núcleo. Dado R un subespacio cerrado de H y
S un subespacio cerrado de K, se denotará L(R,S) al subespacio L(R,S) =
{T ∈ L(H,K) : R(T) ⊆ S ,R⊥ ⊆ N(T)}. Dado T ∈ L(H) y S un subespacio
cerrado de H, se utilizará la notación T|S para la restricción del operador T al
subespacio S , i.e., T|S : S → H es tal que para todo x ∈ S , Tx = T|Sx.

Se utilizará Q = Q(L(H)) para denotar al conjunto de proyecciones en
L(H) y con P = P(L(H)) al subconjunto de Q de proyecciones ortogonales.
Los elementos en Q ∈ Q \ P se denominan proyecciones oblicuas.

Dados dos subespacios S y T de H, S u T será la suma directa de S y
T , S ⊕ T la suma directa ortogonal de ellos, y S 	 T = S ∩ (S ∩ T )⊥. Si
H = S u T , la proyección sobre S a lo largo de T se denotará PS//T y
es la única proyección con R(PS//T ) = S y N(PS//T ) = T . En particular,
PS = PS//S⊥ es la proyección ortogonal sobre S .

Dados x, y ∈ H, definimos x⊗ y ∈ L(H) como (x⊗ y)z = 〈 z, y 〉 x, z ∈ H.
En B.1.1, se enuncian las propiedades más relevantes del operador x⊗ y.

2.1 generalidades sobre operadores en espacios de hilbert

A continuación se enuncian algunos resultados de teoría de operadores en
espacios de Hilbert, los cuales serán utilizados a lo largo de la tesis.

2.1.1 Factorización de rangos de operadores

El siguiente resultado, debido a R. G. Douglas [37], caracteriza las inclusiones
de rangos de operadores.

11
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Teorema 2.1.1. Dados los espacios de Hilbert H, K1, K2 y los operadores A ∈
L(K1,H) y B ∈ L(K2,H), las siguientes condiciones son equivalentes:

1. la ecuación AX = B tiene una solución en L(K2,K1);

2. R(B) ⊆ R(A);

3. existe λ > 0 tal que BB∗ ≤ λAA∗.

En este caso, existe un único D ∈ L(K2,K1) tal que AD = B y R(D) ⊆ R(A∗).
Además D ∈ L(H) satisface N(D) = N(B) y

‖D‖ = inf{λ > 0 : BB∗ ≤ λAA∗}.

El operador D se denomina solución reducida de la ecuación AX = B.

Demostración. 1.⇒ 2. es trivial.

1. ⇒ 3. : Dado que CC∗ ≤ ‖C‖2 I, si B = AC con C ∈ L(K2,K1) entonces
BB∗ = ACC∗A∗ ≤ ‖C‖2AA∗.

2.⇒ 1. : Sean A ∈ L(K1,H) y B ∈ L(K2,H) tales que R(B) ⊆ R(A). Se define
el operador C : K2 → K1 de la siguiente manera: si x ∈ K2, se tiene que
Bx ∈ R(B) ⊆ R(A) y, como A : N(A)⊥ → R(A) es biyectivo, existe un único
y ∈ N(A)⊥ tal que Ay = Bx. Definiendo Cx = y se tiene que C está bien
definido y B = AC.

Dado que C está definido en todo K2, para probar que C es acotado es sufi-
ciente ver que C tiene gráfico cerrado, [77, Teorema 2.15 ]. Sea {(xn, yn)}n∈N

una sucesión con yn = Cxn, tal que (xn, yn) → (x, y). Por definición, Bxn =
Ayn para todo n ∈N. Como A y B son acotados, lim

n→∞
Ayn = Ay y lim

n→∞
Bxn =

Bx, con lo cual Ay = Bx. Además, como N(A)⊥ es cerrado, se sigue que
y ∈ N(A)⊥ y por consiguiente Cx = y.

3.⇒ 1. : Suponiendo que BB∗ ≤ λAA∗ para algún λ > 0, se define la siguiente
aplicación D : R(A∗) → R(B∗) tal que D(A∗x) = B∗x para todo x ∈ H.
Entonces D está bien definida pues, si A∗x = A∗x′ entonces A∗(x− x′) = 0
y, como BB∗ ≤ λAA∗, se sigue que x − x′ ∈ N(B∗) o equivalentemente
B∗x = B∗x′. Para ver que D es acotado en R(A∗):

‖D(A∗x)‖2 = ‖B∗x‖2 = 〈 BB∗x, x 〉 ≤ λ2 〈 AA∗x, x 〉 = λ2‖A∗x‖2.

Por lo tanto, D puede ser extendido de manera única a R(A∗). Definiendo
Dx = 0 para x ∈ R(A∗)⊥, entonces D ∈ L(K1,K2) y DB∗ = A∗, o equivalen-
temente, A = BD∗ con D∗ ∈ L(K2,K1).

Finalmente, para probar que existe una única solución reducida de la
ecuación AX = B, observar que la inclusión R(D) ⊆ R(A∗) = N(A)⊥ identi-
fica unívocamente al operador D, ya que AD = B y A|N(A)⊥ es inyectivo. En
particular, los operadores construidos en 2. ⇒ 1. y 3. ⇒ 1. tienen el rango
contenido en el subespacio R(A∗) = N(A)⊥ y por lo tanto coinciden.
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Corolario 2.1.2. Sea A ∈ L(H,K), entonces R((AA∗)1/2) = R(A).

Demostración. Dado que AA∗ = (AA∗)1/2((AA∗)1/2)∗, la igualdad entre los
rangos de A y (AA∗)1/2 es consecuencia del Teorema de Douglas.

Corolario 2.1.3. Sea A ∈ L(H) y Q ∈ Q tal que R(QA) ⊆ R(A). Entonces la
solución reducida D ∈ L(H) de la ecuación AX = QA es una proyección, es decir,
D ∈ Q.

Demostración. En primer lugar, observar que, si D es la solución reducida de
AX = QA entonces AD2 = QAD = Q2A = QA y R(D2) ⊆ R(D) ⊆ R(A∗).
Por lo que, D2 también es una solución reducida de la ecuación AX = QA y,
por la unicidad de la misma, resulta que D ∈ Q.

2.1.2 Ángulos entre subespacios

La noción de ángulo entre dos subespacios cerrados de un espacio de Hilbert
permite dar una interpretación geométrica de resultados analíticos o topológi-
cos. Las siguientes definiciones dan dos nociones diferentes de ángulos entre
subespacios.

Definición (J. Dixmier [34]). El ángulo mínimo entre S y T es el ángulo
α0(S , T ) ∈ [0, π

2 ] cuyo coseno está definido por

c0(S , T ) = sup {| 〈 x, y 〉 | : x ∈ S , ‖x‖ ≤ 1, y ∈ T , ‖y‖ ≤ 1} .

La idea de ángulo entre dos subespacios de dimensión uno es bastante
natural. El ángulo de Dixmier entre S y R consiste en comparar los ángulos
de todos los subespacios contenidos en S con dimensión uno y todos los
subespacios de R con dimensión uno y tomar el ínfimo de estos ángulos.
Cuando la intersección entre S y R es distinta de cero, esta noción de ángulo
no es tan rica puesto que, independientemente de la posición relativa entre
S y R, el ángulo entre ellos es cero, basta tomar el subespacio generado
por x ∈ S ∩ R . En estos casos la siguiente noción de ángulo resulta más
conveniente.

Definición (K. Friedrichs [45]). Dados dos subespacios cerrados S y T de H,
el ángulo entre ellos es aquel α(S , T ) ∈ [0, π

2 ] cuyo coseno es

c(S , T ) = sup {| 〈 x, y 〉 | : x ∈ S 	 T , ‖x‖ ≤ 1, y ∈ T 	 S , ‖y‖ ≤ 1} .

En general c(S , T ) ≤ c0(S , T ). Sin embargo, cuando S ∩ T = {0}, estas dos
definiciones coinciden.

El siguiente es un importate resultado que relaciona el ángulo entre dos
subespacios cerrados S , T y cuándo la suma S + T es un conjunto cerrado.
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Proposición 2.1.4. Sean S , T subespacios cerrados de H. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

1. c(S , T ) < 1,

2. S + T es cerrado,

3. S⊥ + T ⊥ es cerrado,

4. c(S⊥, T ⊥) < 1,

5. PS⊥(T ) es cerrado.

Demostración. Ver [32, Teorema 13].

Los siguientes resultados muestran cuándo la composición de dos operado-
res de rango cerrado tiene rango cerrado y cuando el rango de un operador
coincide con el rango de su raíz cuadrada.

Lema 2.1.5. Sea A ∈ L(H)+. Entonces

1. N(A) = N(A1/2),

2. R(A) ⊆ R(A1/2) ⊆ R(A),

3. si R(A) no es cerrado, entonces R(A) está propiamente incluido en R(A1/2).

Demostración. Los ítems 1. y 2. son fáciles de ver. De hecho siempre vale
que N(A1/2) ⊆ N(A) y por otra parte si x ∈ N(A) entonces, 0 = 〈 Ax, x 〉 =〈

A1/2x, A1/2x
〉

y tenemos la otra inclusión. Por otra parte, siempre tenemos
que R(A) ⊆ R(A1/2) y la segunda inclusión se deduce del ítem 1.

El ítem 3. lo probaremos por el contrarrecíproco. Si R(A) = R(A1/2) y ξ ∈
N(A)⊥ = N(A1/2)⊥ = R(A1/2), entonces existe ρ ∈ N(A)⊥ tal que A1/2ξ =
Aρ. Por lo tanto A1/2ρ − ξ ∈ N(A1/2) ∩ N(A1/2)⊥ y entonces A1/2ρ = ξ y
R(A1/2) es cerrado. Claramente, esto implica que R(A) también es cerrado.

Proposición 2.1.6. Sea H un espacio de Hilbert y A, B ∈ L(H) dos operadores con
rango cerrado. Entonces, AB tienen rango cerrado si y sólo si c(R(B), N(A)) < 1.

Demostración. Ver [9, 53].
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2.1.3 Operadores no acotados en espacios de Hilbert

En esta sección, queremos analizar los operadores líneales en general, no
necesariamente acotados. Estas definiciones y propiedades serán útiles porque
no siempre lidiaremos con operadores acotados. Por ejemplo, si tenemos
un operador A ∈ L(H) cuyo rango no es cerrado, entonces el operador A†

(la inversa de Moore-Penrose de A), será un operador no acotado, ver [67].
Dado un peso W ∈ L(H)+ y un subespacio cerrado S ⊆ H, otro ejemplo de
operadores no acotados, los encontramos en las proyecciones W-simétricas de
los pares cuasi-compatibles que definiremos en 4.1.

Definición. Sea H un espacio de Hilbert. Por operador en H, ahora nos
referiremos a un operador lineal cuyo dominio D(T) es un subespacio de H y
cuyo rango R(T) ⊆ H.

No suponemos que el operador T es acotado ó continuo. Por supuesto que
si T es acotado entonces tenemos que D(T) = H.

Definiremos el gráfico de un operador T en H como el siguiente subespacio
de H×H

gr(T) = {(x, Tx) ∈ H×H : x ∈ D(T)}.

Diremos que un operador en H es cerrado si su gráfico es un subespacio
cerrado de H×H. Entonces, por el Teorema del gráfico cerrado [77, Teorema
2.15 ], tenemos que T ∈ L(H) si y sólo si T es cerrado y D(T) = H.

Dados dos operadores lineales S, T en H, usaremos la siguiente notación

T ⊂ S,

para denotar que D(T) ⊂ D(S) y que Tx = Sx, para cada x ∈ D(T).

Definición (Definición de operador adjunto). Sea T un operador densamente
definido, es decir, D(T) = H. Definiremos el dominio de T∗ como

D(T∗) = {x ∈ H : ∃ z = zx ∈ H : 〈 x, Ty 〉 = 〈 z, y 〉 , para cada y ∈ D(T)}.

Entonces
T∗x := z, (x ∈ D(T∗)).

Observar, que al suponer que T es densamente definido, nos aseguramos
que de existir tal z, es único y entonces T∗ está bien definido.

Las operaciones algebraicas ordinarias, con operadores no acotados, deben
ser tratadas con cuidado. A continuación, las definiciones naturales para los
dominios de las sumas y productos:

D(S + T) = D(S) ∩ D(T).

D(ST) = {x ∈ D(T) : Tx ∈ D(S)}.
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Las propiedades asociativas, (R + S) + T = R + (S + T) y (RS)T = R(ST),
siguen valiendo. Con respecto a las propiedades distributivas, una de ellas,
(R + S)T = RT + ST, vale en la forma usual. Pero la otra valdrá únicamente
en la forma T(R + S) ⊃ TR + TS, ya que puede pasar que (R + S)x ∈ D(T),
aún cuando Rx ó Sx no pertenezca a D(T).

La multiplicación por un escalar se define de la siguiente manera: Si α = 0
entonces D(αT) = H y αT = 0, si α 6= 0 entonces D(αT) = D(T) y (αT)x =
α(Tx), para x ∈ D(T).

Teorema 2.1.7. Sean S, T y ST operadores densamente definidos en H. Entonces

T∗S∗ ⊂ (ST)∗.

Si además, S ∈ L(H) entonces

T∗S∗ = (ST)∗,

Demostración. Supongamos x ∈ D(ST) e y ∈ D(T∗S∗). Entonces

〈 Tx, S∗y 〉 = 〈 x, T∗S∗y 〉 ,

pues, x ∈ D(T) y S∗y ∈ D(T∗), y

〈 STx, y 〉 = 〈 Tx, S∗y 〉 ,

pues Tx ∈ D(S) y además y ∈ D(S∗). Por lo tanto

〈 STx, y 〉 = 〈 x, T∗S∗y 〉 .

Esto prueba que
T∗S∗ ⊂ (ST)∗.

Ahora, supongamos que S ∈ L(H) e y ∈ D((ST)∗). Entonces S∗ ∈ L(H), y
por lo tanto D(S∗) = H, además

〈 Tx, S∗y 〉 = 〈 STx, y 〉 = 〈 x, (ST)∗y 〉 ,

para cada x ∈ D(ST). Por lo tanto, S∗y ∈ D(T∗), y entonces y ∈ D(T∗S∗).
Entonces usando la primera parte de la prueba, tenemos que

T∗S∗ = (ST)∗.

Definición. Un operador lineal T en H, densamente definido, se dice simétrico
si

〈 Tx, y 〉 = 〈 x, Ty 〉 , para cada x, y ∈ D(T).

Por lo tanto, los operadores simétricos densamente definidos son exactamente
aquellos que satisfacen

T ⊂ T∗.

Si T = T∗, entonces diremos que T es autoadjunto.
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Estas dos propiedades, evidentemente coinciden cuando T ∈ L(H). En
general, no coinciden.

Más aún, si D(T) es denso y 〈 Tx, y 〉 = 〈 x, Sy 〉 , para cada x ∈ D(T) e y ∈
D(S), entonces

S ⊂ T∗.

2.1.4 Inversas generalizadas

A continuación se enuncian algunos resultados sobre inversas generalizadas.
Como se mostrará más adelante, las inversas generalizadas guardan una
estrecha relación con el conjunto de proyecciones.

Sea T ∈ L(H,K), y seaM⊆ H un subespacio, tal que

H = N(T)uM.

Sin suponer que R(T) es un conjunto cerrado, sea N un subespacio tal que

K = R(T)uN .

Denotaremos P = PN(T)//M y Q = PR(T)//N , entonces es fácil ver que

T = T(I − P) = QT.

Observar que
T|M :M→ R(T),

es un operador biyectivo. Entonces existe (T|M)−1 y definimos

T†
P,Qy := (T|M)−1Qy, (2.1)

y ∈ R(T)uN .
Es decir definimos la inversa generalizada T†

P,Q relativa a dichas proyecciones,
como la única extensión lineal de (T|M)−1 a R(T)uN , tal que N(T†

P,Q) = N .
Si definimos el dominio de T†

P,Q como

D(T†
P,Q) = R(T)uN ,

entonces T†
P,Q, resulta ser un operador cerrado densamente definido, que

cumple las siguientes condiciones.

Teorema 2.1.8. Las siguientes condiciones, caracterizan la inversa generalizada T†
P,Q

de un operador T ∈ L(H,K), con D(T†
P,Q) = R(T)uN .

T†
P,QT = I − P, (2.2)

TT†
P,Q = Q|D(T†

P,Q)
, en D(T†

P,Q), (2.3)

T†
P,QTT†

P,Q = T†
P,Q, en D(T†

P,Q), (2.4)

TT†
P,QT = T. (2.5)
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Demostración. Observar que para y ∈ D(T†
P,Q), vale que Qy ∈ R(T), entonces

T†
P,Q está bien definido.
Observar que si x ∈ H lo descomponemos como x = x1 + x2, con x1 ∈ N(T)

y x2 ∈ M, tenemos que

T†
P,QTx = (T|M)−1QTx = (T|M)−1Tx = (T|M)−1Tx2 = x2 = (I − P)x,

por lo tanto tenemos (2.2).
Además, como R((T|M)−1Q) ⊆M, entonces TT†

P,Qx = T(T|M)−1Qx = Qx,
para x ∈ D(T†

P,Q), y obtenemos (2.3).
Por otra parte, sea x ∈ D(T†

P,Q), entonces por (2.2), tenemos que

T†
P,QTT†

P,Qx = (I − P)T†
P,Qx = T†

P,Qx,

donde se usó que R(T†
P,Q) = R((T|M⊥)

−1Q) ⊆M, con lo que vale (2.4).
Finalmente, de (2.3), tenemos que para x ∈ H vale

TT†
P,QTx = Q|D(T†

P,Q)
Tx = Tx,

y entonces obtenemos (2.5).

Notar que T†
P,Q ∈ L(H,K) si y sólo si R(T) es cerrado, en este caso

D(T†
P,Q) = H.

Dado que los subespacios N(T) y R(T) tienen infinitos complementos, T
tendrá en general, infinitas inversas generalizadas.

De todas maneras, en los espacios de Hilbert, los complementos ortogonales
de N(T) y R(T), se distinguen entre los demás posibles complementos. En
este caso, si M = N(T)⊥ y N = R(T)⊥ (y equivalentemente P y Q son
proyecciones ortogonales), la inversa generalizada de T se llama la inversa
de Moore-Penrose y se notará T†, notar que D(T†) = R(T)u R(T)⊥. En este
caso, las ecuaciones (2.4) y (2.5) y la condición que TT† y T†T sean simétricas,
definen únicamente a T†. Observar que, TT† no es autoadjunta, al menos que
R(T) sea cerrado.

Para el caso especial que T ∈ L(H,K) y R(T) es cerrado, T† se puede
caracterizar por las ecuaciones de Moore-Penrose:

(T†T)∗ = T†T = PN(T)⊥ , (2.6)

(TT†)∗ = TT† = PR(T), (2.7)

T†TT† = T†, (2.8)
TT†T = T. (2.9)

Proposición 2.1.9. Dado T ∈ L(H,K), R(T) es cerrado si y sólo si R(T∗) es
cerrado. Más aún, si R(T) es cerrado, entonces (T∗)† = (T†)∗.
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Demostración. Supongamos que T ∈ L(H,K) con R(T) cerrado, entonces
tenemos que T† ∈ L(H) y se cumplen las ecuaciones (2.6), (2.7), (2.8), (2.9). Si
calculamos el adjunto en dichas ecuaciones, tendremos que

T†T = T∗(T†)∗, (2.10)
TT† = (T†)∗T∗, (2.11)

(T†)∗T∗(T†)∗ = (T†)∗, (2.12)
T∗(T†)∗T∗ = T∗. (2.13)

Observar que, como T† ∈ L(H) entonces por definición (T†)∗ ∈ L(H). Por
lo tanto el operador T∗(T†)∗ ∈ L(H) y como cumple que

(T∗(T†)∗)2 = T∗(T†)∗T∗(T†)∗ = T∗(T†)∗,

entonces es una proyección. Además, tenemos que

R(T∗(T†)∗) ⊆ R(T∗) = R(T∗(T†)∗T∗) ⊆ R(T∗(T†)∗),

entonces
R(T∗(T†)∗) = N(I − T∗(T†)∗) = R(T∗),

y R(T∗) es cerrado. La recíproca se prueba de manera similar.
La última afirmación resulta de ver que (T†)∗ satisface las condiciones de la

definición de (T∗)†.

Observar que si T ∈ L(H,K) y R(T) es cerrado, entonces

R(T†) = N(T)⊥ = R(T∗).

De hecho, T†T = PN(T)⊥ , por lo que N(T)⊥ ⊆ R(T†). Además T†TT† =

T† = PN(T)⊥T†, por lo que R(T†) ⊆ N(T)⊥. En forma similar, es fácil ver que
N(T†) = R(T)⊥ = N(T∗).

Proposición 2.1.10. Sea H un espacio de Hilbert y T ∈ L(H) de rango cerrado.
Entonces,

TT∗ tiene rango cerrado y R(T) = R(TT∗).

Demostración. Sea T ∈ L(H) de rango cerrado, entonces T∗ ∈ L(H) también
tiene rango cerrado. Por lo tanto, por la Proposición 2.1.6, como

c(R(T), N(T∗)) = c(R(T), R(T)⊥) = 0 < 1,

vale que R(TT∗) es cerrado. Entonces, por el Lema 2.1.5 y el Corolario 2.1.3,
tenemos que

R(TT∗) = R((TT∗)1/2) = R(T).
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Definición. Dado T ∈ L(H), se define el módulo mínimo reducido γ(T) como

γ(T) = in f {‖Tx‖ : x ∈ N(T)⊥, ‖x‖ = 1}

Definición. Un operador T ∈ L(H) se dice acotado inferiormente si existe un
α > 0 tal que ‖Tx‖ ≥ α‖x‖ para todo x ∈ N(T)⊥.

Observar que un operador T ∈ L(H) no nulo es acotado inferiormente si y
sólo si γ(T) > 0.

Proposición 2.1.11. Sea T ∈ L(H) no nulo, entonces γ(T) > 0 si y sólo si R(T) es
cerrado.

Demostración. Sea T ∈ L(H) tal que γ(T) > 0. Si y ∈ R(T), existe una sucesión
{xn}n∈N en N(T)⊥ tal que Txn → y. Luego, dado ε > 0, existe un n0 ∈N tal
que ‖xn‖ ≤ 1

γ(T)‖Txn‖ ≤ 1
γ(T)(‖y‖+ ε) para todo n ≥ n0. Por lo tanto, existe

M > 0 tal que ‖xn‖ ≤ M para todo n ∈N.
Entonces, existe una subsucesión {xnk}k∈N de {xn}n∈N y cierto vector x0 ∈

R(T), tal que
〈 xnk , h 〉 → 〈 x0, h 〉 ,

para cada h ∈ H. Es fácil ver que 〈 Txnk , h 〉 → 〈 Tx0, h 〉 , para cada h ∈ H y
además vale que 〈 Txnk , h 〉 → 〈 y, h 〉 , para cada h ∈ H. Luego, por la unicidad
del límite, resulta que y = Tx0. Por lo tanto, R(T) es cerrado.

Recíprocamente, si R(T) es cerrado, T† resulta acotada y dado x ∈ N(T)⊥,

‖x‖ = ‖T†Tx‖ ≤ ‖T†‖‖Tx‖.

Por lo tanto, γ(T) ≥ ‖T†‖−1 > 0.



3
O P E R A D O R E S E N L A S C L A S E S D E S C H AT T E N SP

En este capítulo veremos ciertas clases Sp (1 ≤ p < ∞), de operadores en
un espacio de Hilbert H, los cuales fueron introducidos por von Neumann
y Schatten [79]. Cada una de estas clases es un ideal bilátero en L(H) y
consiste en operadores compactos. Por otra parte, cuando se define una norma
acorde, Sp resulta un espacio de Banach (es decir un espacio vectorial normado
sobre los complejos que resulta completo con la norma correspondiente), con
propiedades análogas a aquellas que tienen las sucesiones del espacio lp(N), el
cual se define como lp(N) = {{xn}n≥1 ⊆ C : ∑n≥1 |xn|p < ∞}, y está provisto
de la norma ‖{xn}n≥1‖p = (∑n≥1 |xn|p)1/p.

La teoría del espacio Sp, sin embargo, tiene dificultades que provienen de la
no conmutatividad de Sp, lo cual no tiene paralelismo con lp(N).

En este capítulo, supondremos que el espacio de Hillbert H es un espacio
separable. Entonces cada base ortonormal de H se puede expresar como
{φj : j ∈N}, y un sistema ortonormal general (no necesariamente completo)
lo notaremos como {ψk : k ∈N}.

Los resultados enunciados en este capítulo pueden ser ampliados en [75].

Definición. Cuando 1 ≤ p < ∞, Sp es el conjunto de todos los operadores
T ∈ L(H) compactos (ver A.2), que satisfacen la siguiente condición: para todo
sistema ortonormal {ψk : k ∈N} en H,

∑
k≥1
| 〈 Tψk, ψk 〉 |p < ∞.

Usamos la notación S∞ = K(H) = {T ∈ L(H) : T es compacto}.
Observación 3.0.1. De la definición anterior, se desprende que Sp es un subes-
pacio lineal de L(H), y que si T ∈ Sp entonces T∗ ∈ Sp. De las propiedades
del espacio lp(N), también se puede ver que Sp ⊆ Sq si 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞.

3.1 operadores en la clase de schatten

Lema 3.1.1. Supongamos 1 ≤ p < ∞, T es un operador compacto y autoadjunto en
H, y {λn}n≥1 es la sucesión de autovalores no nulos de T, contados de acuerdo a su
multiplicidad. Entonces:

1. Si T ∈ Sp entonces ∑n≥1 |λn|p < ∞,

2. si ∑n≥1 |λn|p < ∞, entonces T ∈ Sp y para cualquier sistema ortonormal
{ψk : k ∈N} en H,

∑
k≥1
| 〈 Tψk, ψk 〉 |p ≤ ∑

n≥1
|λn|p.

21
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Demostración. Ver Anexo B, B.1.1.

Es bien sabido que un operador T en H es compacto si y sólo si es el
límite en norma de operadores de rango finito, ver Teorema A.2.1. El próximo
teorema muestra un resultado similar para el espacio Sp.

Teorema 3.1.2. Sea T ∈ L(H) y 1 ≤ p < ∞. Entonces T ∈ Sp si y sólo si existe
una sucesión {Fn}n≥1 de operadores en H, tal que Fn tiene rango finito, no mayor que
n y

∑
n≥1
‖T − Fn‖p < ∞.

Demostración. Ver B.1.2.

Corolario 3.1.3. Sp(1 ≤ p ≤ ∞) contiene todo operador de rango finito de H.

Demostración. Se sigue del Teorema 3.1.2.

Lema 3.1.4. Supongamos que 1 ≤ p ≤ ∞. Sea T ∈ Sp y A ∈ L(H). Entonces
AT ∈ Sp y TA ∈ Sp.

Demostración. Para p = ∞ el resultado es evidente. Si 1 ≤ p < ∞, por el
Teorema 3.1.2, existe una sucesión {Fn}n≥1 de operadores en H de rango finito
no mayor que n tal que ∑n≥1 ‖T − Fn‖p < ∞. Ya que AFn y Fn A tienen rango
finito no mayor que n y además

∑
n≥1
‖AT − AFn‖p ≤ ‖A‖p ∑

n≥1
‖T − Fn‖p < ∞,

y
∑
n≥1
‖TA− Fn A‖p ≤ ‖A‖p ∑

n≥1
‖T − Fn‖p < ∞,

se sigue, nuevamente del Teorema 3.1.2, que AT ∈ Sp y TA ∈ Sp.

Concluimos la sección resumiendo, en un teorema, las propiedades alge-
braicas principales de Sp que se han establecido hasta ahora.

Teorema 3.1.5. Supongamos 1 ≤ p ≤ ∞. Entonces Sp es un ideal bilátero en L(H).
Contiene todos los operadores de rango finito de H y también contiene el adjunto de
sus miembros. Si 1 ≤ p < ∞, entonces cada elemento de Sp es un operador compacto.

3.1.1 Operadores de traza

Definición. El ideal S1 en L(H) es llamado la clase de operadores de traza en
H. Si T ∈ S1 y {φj : j ∈N} es una base ortonormal de H, entonces la traza de
T, denotada por tr(T), se define por

tr(T) = ∑
j≥1

〈
Tφj, φj

〉
.
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Observación 3.1.6. Observar que como T ∈ S1, la tr(T) converge absoluta-
mente. Además, tr(T) depende sólo de T (y no de la elección de la base
ortonormal), de hecho, sea {en : n ∈N} otra base ortonormal de H, entonces

Ten = ∑
j≥1

〈
Ten, φj

〉
φj.

Por lo tanto
∑
n≥1
〈 Ten, en 〉 = ∑

n≥1
∑
j≥1

〈 〈
Ten, φj

〉
φj, en

〉
=

= ∑
n≥1

∑
j≥1

〈
Ten, φj

〉 〈
φj, en

〉
= ∑

j≥1
∑
n≥1

〈
φj,
〈

φj, Ten
〉

en
〉
=

= ∑
j≥1

〈
φj, ∑

n≥1

〈
T∗φj, en

〉
en

〉
= ∑

j≥1

〈
φj, T∗φj

〉
= ∑

j≥1

〈
Tφj, φj

〉
,

donde el orden de la suma se puede intercambiar, debido a la convergencia
absoluta de la serie con doble índice.

Teorema 3.1.7. Sean S, T ∈ S1, A ∈ L(H) y α, β ∈ C entonces:

1. tr(αS + βT) = αtr(S) + βtr(T),

2. tr(S∗) = tr(S),

3. tr(S) > 0, si S ≥ 0 y S 6= 0,

4. tr(AS) = tr(SA).

Demostración. Sea {φj : j ∈ N} una base ortonormal de H, los ítems 1. y 2.
son una consecuencia inmediata de la definición de la traza.

Supongamos que S ≥ 0, entonces tr(S) = ∑j≥1
〈

Sφj, φj
〉
≥ 0, ya que cada

término de la suma es no negativo. Si tr(S) = 0 entonces para cada j ∈ N,
tenemos

0 =
〈

Sφj, φj
〉
= ‖S1/2φj‖2,

entonces S1/2 = 0 y S = 0. Esto prueba el ítem 3.
Para el ítem 4., usando el Lema A.1.7 y la linealidad de la traza, vamos a

suponer que A ∈ L(H) es un operador unitario. En este caso {Aφj : j ∈N} es
una base ortonormal de H entonces

tr(SA) = ∑
j≥1

〈
SAφj, φj

〉
=

∑
j≥1

〈
SAφj, A∗Aφj

〉
= ∑

j≥1

〈
AS(Aφj), Aφj

〉
= tr(AS).
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3.1.2 El espacio de Banach Sp

En esta sección introduciremos una norma en Sp, y se probará que con dicha
norma, Sp es un espacio de Banach. Supongamos que T es un operador lineal
compacto en H, y sea T = U|T| (ver Teorema A.1.6). Entonces se sigue del
Teorema A.2.2, que existe una sucesión decreciente {µn}n≥1 de números reales
positivos (los autovalores de |T|, contados de acuerdo a su multiplicidad) y
sucesiones ortonormales {φn}n≥1, {ψn}n≥1, tales que

|T|x = ∑
n≥1

µn 〈 x, φn 〉 φn, (3.1)

Tx = ∑
n≥1

µn 〈 x, φn 〉ψn. (3.2)

Las sucesiones {µn}n≥1, {φn}n≥1, {ψn}n≥1, son nulas a partir de k términos
si T tiene rango finito k, y son infinitas si T no tiene rango finito.

Dado p ≥ 1, la función fp(t) = tp, es continua en el eje real no negativo, y
por lo tanto, también lo es en el espectro del operador positivo |T|. El operador
fp(|T|) se denotará por |T|p. Entonces, por el Teorema A.1.3, sigue que |T|p es
compacto y que

|T|px = ∑
n≥1

µ
p
n 〈 x, φn 〉 φn. (3.3)

Lema 3.1.8. Sea 1 ≤ q ≤ p < ∞. Entonces las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

1. T ∈ Sp,

2. |T| ∈ Sp,

3. |T|p/q ∈ Sq.

Demostración. Ver B.1.3.

Observación 3.1.9. Del Lema 3.1.1, y la equivalencia de los ítems 1. y 2. del
Lema 3.1.8, se sigue que un operador compacto T ∈ L(H) pertenece a Sp si y
sólo si la sucesión {µn}n≥1 de los autovalores no nulos de |T| satisface

∑
n≥1

µ
p
n < ∞.

Usaremos esto como la definición de Sp.

Definición. Sea 1 ≤ p < ∞ y T ∈ Sp. Entonces

‖T‖p = (tr (|T|p))1/p.

Usaremos la convención de que ‖ · ‖∞ es la norma usual de operadores en
K(H). En el Teorema 3.1.12 probaremos que ‖ · ‖p es efectivamente una norma.
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Observación 3.1.10. Notar primero que, si 1 ≤ p < ∞, T ∈ Sp y la ecuación
(3.1) se cumple, luego |T|p está representado por la ecuación (3.3), entonces

tr (|T|p) = ∑
n≥1

〈
(|T|pφj, φj

〉
= ∑

n≥1

〈
µ

p
nφj, φj

〉
= ∑

n≥1
µ

p
n.

Por lo tanto

‖T‖p = (∑
n≥1

µ
p
n)

1/p, (3.4)

donde {µn}n≥1 es la sucesión decreciente de autovalores positivos de |T|,
contados de acuerdo a su multiplicidad.

Por otra parte, dado que ‖T‖ = ‖ |T| ‖ = µ1, ver Lema A.1.5, tenemos que

‖T‖ ≤ ‖T‖p. (3.5)

Por último si T es un operador compacto normal, y {λn}n≥1 es la sucesión de
autovalores no nulos de T (ordenados de acuerdo a valor absoluto decreciente
y contado de acuerdo a su multiplicidades) entonces existe una sucesión
ortonormal {φn}n≥1 tal que

Tx = ∑
n≥1

λn 〈 x, φn 〉 φn.

Dado que, Tφn = λnφn, vale que T∗φn = λnφn, y entonces

T∗Tx = ∑
n≥1
|λn|2 〈 x, φn 〉 φn,

entonces
|T| = (T∗T)1/2 = ∑

n≥1
|λn| 〈 x, φn 〉 φn.

Entonces, la sucesión de autovalores no nulos de |T| es {|λn|}n≥1 y por lo
tanto T ∈ Sp si y sólo si

∑
n≥1
|λn|p < ∞.

Cuando esto sucede,

‖T‖p = (∑
n≥1
|λn|p)1/p.

Lema 3.1.11. Si T ∈ S1, entonces

|tr (T)| ≤ ‖T‖1.

Demostración. Supongamos que T y |T| están representados por las ecuaciones
(3.1) y (3.2) respectivamente. Entonces µn > 0 y tr(|T|) = ∑n≥1 µn = ‖T‖1.
Entonces

|tr (T)| = | ∑
n≥1
〈 Tφn, φn 〉 | ≤
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∑
n≥1
| 〈 Tφn, φn 〉 | = ∑

n≥1
µn| 〈ψn, φn 〉 | ≤ ∑

n≥1
µn = ‖T‖1.

Sea F el conjunto de todos los operadores de rango finito de H en H. El
siguiente teorema afirma que Sp es un espacio normado completo y además
que el conjunto F es denso en Sp.

Teorema 3.1.12. Sea 1 ≤ p < ∞. Entonces ‖T‖p es una norma en Sp, y con esta
norma Sp es un espacio de Banach. Además, el conjunto F de los operadores de rango
finito en H es un subespacio denso de Sp.

Demostración. Ver B.1.1.

3.1.3 Normas unitariamente invariantes

Definición. Una norma ||| · ||| en un ideal no nulo J de L(H) se llama uni-
tariamente invariante si

|||UTV||| = |||T|||,
para todo operador unitario U, V ∈ L(H) y T ∈ J .

Las normas de Schatten p ‖ · ‖p y ‖ · ‖ (la norma de operadores en L(H))
son ejemplos de normas unitariamente invariantes.

Lema 3.1.13. Toda norma unitariamente invariante ||| · ||| en un ideal no nulo J de
L(H) es simétrica, es decir,

|||T1ST2||| ≤ ‖T1‖ |||S||| ‖T2‖,

para todo T1, T2 ∈ L(H) y S ∈ J .

Demostración. Sea T ∈ L(H), S ∈ J y consideremos un número real α > 1.
Por [70, Teorema 1], existen operadores unitarios U1, · · · , Un ∈ L(H) tales que

T
α‖T‖ =

U1 + · · ·+ Un

n
.

Entonces
|||TS||| = α‖T‖ ||| T

α‖T‖S||| =

= α‖T‖ |||U1 + · · ·+ Un

n
S||| ≤ α‖T‖

n

∑
i=1

1
n
|||UiS||| =

= α‖T‖
n

∑
i=1

1
n
|||S||| = α‖T‖|||S|||,

como α es arbitrario, la desigualdad |||TS||| ≤ ‖T‖ |||S||| se sigue. De manera
similar podemos probar que |||ST||| ≤ ‖T‖ |||S|||
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Corolario 3.1.14. Sea ||| · ||| una norma unitariamente invariante en un ideal no
nulo J de L(H), y S, T ∈ J . Entonces,

1. |||T||| = ||| |T| |||,

2. |||T||| = |||T∗|||.

Demostración. Sea T = U|T|, la descomposición polar de T, entonces

|T| = U∗T, T∗ = |T|U∗ y |T| = T∗U.

Por lo tanto, usando el Lema 3.1.13, tenemos

|||T||| = |||U|T| ||| ≤ ‖U‖ ||| |T| ||| ≤ ||| |T| |||,

y por otro lado

||| |T| ||| = |||U∗T||| ≤ ‖U∗‖ |||T||| ≤ |||T|||,

y se sigue el ítem 1. De manera similar se sigue el ítem 2.

La siguiente proposición será útil para obtener varios resultados en este
trabajo. Con hipótesis adicionales, una proposición similar se puede encontrar
en [40, Proposition 2.5].

Proposición 3.1.15. Sea ||| · ||| una norma unitariamente invariante en un ideal no
nulo J de L(H), y S, T ∈ J . Entonces,

Si T∗T ≤ S∗S entonces |||T||| ≤ |||S|||.

Demostración. Si T∗T ≤ S∗S, por el Teorema 2.1.1, existe un operador R con
‖R‖ ≤ 1 tal que T∗ = S∗R, entonces usando el Lema 3.1.13 tenemos

|||T||| = |||T∗||| = |||S∗R||| ≤ |||S∗||| ‖R‖ ≤ |||S∗||| = |||S|||.

3.2 resultados sobre diferenciación en sp

A continuación daremos algunas definiciones que se usarán a lo largo de esta
sección.

Definición. Sea (E , ‖ · ‖) un espacio de Banach y f : E → R. Diremos que f
es Fréchet diferenciable en x ∈ E , si existe Dx f : E → R, un operador lineal y
continuo, tal que

limz→0
f (x + z)− f (x)

‖z‖ = Dx f (z).
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Definición. Sea (E , ‖ · ‖) un espacio de Banach y f : E → R. Sea t ∈ R, la
derivada de Gâteaux de f en el punto x ∈ E en dirección y ∈ E está definida
por

D f (x, y) = limt→0
f (x + ty)− f (x)

t
.

Observación 3.2.1. Si f es Fréchet diferenciable, entonces es fácil ver que es
derivable Gâteaux, además sus derivadas de Fréchet y Gâteaux conciden. De
hecho, sea z ∈ E , entonces

D f (x, z)− Dx f (z) = limt→0
f (x + tz)− f (x)

t
− Dx f (z) =

= limt→0
f (x + th)− f (x)− Dx f (tz)

t
=

= limt→0
f (x + tz)− f (x)− Dx f (tz)

‖tz‖ ‖z‖ = 0,

pues t→ 0 implica que tz→ 0 y ‖tz‖ → 0.

Definición. Sea (E , ‖ · ‖) un espacio de Banach y f : E → R. Sea φ ∈ [0, 2π)
y h > 0, entonces la derivada φ−direccional de f en el punto x ∈ E , en la
dirección y ∈ E está definida por

Dφ f (x, y) = limh→0+
f (x + heiφy)− f (x)

h
.

A continuación probaremos varias propiedades de la derivada φ−direccional
de una función f y pondremos especial atención al caso en que la función f es
la norma asociada al espacio de Banach E considerado.

Proposición 3.2.2. Sea (E , ‖ · ‖) un espacio de Banach, f : E → R, definida por
f (x) = ‖x‖. Sea Dφ f (x, y), la derivada φ−direccional de f en el punto x ∈ E y en
la dirección y ∈ E entonces:

1. La función
αx,y(h) = ‖x + heiφy‖

es convexa,

2. Dφ f (x, y) es la derivada a derecha de la función αx,y en el punto h = 0, y
teniendo en cuenta 1., Dφ f (x, y) siempre existe.

Demostración.
1. Sea 0 ≤ t ≤ 1, y h1, h2 ∈ R entonces

αx,y(th1 + (1− t)h2) = ‖x + (th1 + (1− t)h2)eiφy‖ =

= ‖t(x + h1eiφy) + (1− t)(x + h2eiφy)‖ ≤ tαx,y(h1) + (1− t)αx,y(h2),
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por lo tanto, la función αx,y(h) es convexa.

2. Observar que Dφ f (x, y) = limh→0+
f (x+heiφy)− f (x)

h = limh→0+
αx,y(h)−αx,y(0)

h ,
por lo tanto Dφ f (x, y) es la derivada a derecha de la función αx,y en el punto
h = 0. Además, por 1., como αx,y es una función convexa, entonces existen las
derivadas a derecha y a izquierda [84, Teorema1.6].

Proposición 3.2.3. Sea (E , ‖ · ‖) un espacio de Banach, f : E → R, definida por
f (x) = ‖x‖. Sea Dφ f (x, y), la derivada φ−direccional de f en el punto x ∈ E y en
la dirección y ∈ E entonces:

1. Dφ f (x, y) es una funcional en E subaditiva en la segunda variable y positiva.

2. Dφ f (x, eiθy) = Dφ+θ f (x, y),

3. |Dφ f (x, y)| ≤ ‖y‖.

Demostración. 1. : Tenemos que

‖x + heiφ(y1 + y2)‖ ≤ ‖
x
2
+ heiφy1‖+ ‖

x
2
+ heiφy2‖,

y tomando límite obtenemos

Dφ f (x, y1 + y2) = limh→0+
‖x + heiφ(y1 + y2)‖ − ‖x‖

h
≤

limh→0+
‖x + 2heiφy1)‖+ ‖x + 2heiφy2)‖ − 2‖x‖

2h
= Dφ f (x, y1) + Dφ f (x, y2).

2. : Es inmediato de la definición.
3. : Es suficiente ver que

| ‖x + heiφy‖ − ‖x‖ | ≤ ‖x + heiφy− x‖ = h‖y‖.

El siguiente lema nos permite relacionar, el mínimo de la función f (si existe)
con la derivada φ−direccional de f en el punto donde alcanza su mínimo.

Lema 3.2.4. Sea (E , ‖ · ‖) un espacio de Banach y f : E → R, tal que f tiene
una derivada φ−direccional para cada φ ∈ [0, 2π), en cada punto x ∈ E y en cada
dirección y ∈ E . Si f tiene un mínimo global en x0 ∈ E , entonces

in f
0≤φ<2π

(Dφ f (x0, y)) ≥ 0, para todo y ∈ E , (3.6)

además si f (x) = ‖x‖, también vale la recíproca.
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Demostración. Supongamos que f tiene un mínimo global en x0 ∈ E , es decir,

f (x) ≥ f (x0), para todo x ∈ E .

Sean h > 0, φ ∈ [0, 2π) e y ∈ E tomados arbitrariamente, entonces si x =
x0 + heiφy, tenemos que

f (x0 + heiφy)− f (x0) ≥ 0, para todo φ ∈ [0, 2π), h > 0, y ∈ E ,

esto implica que

f (x0 + heiφy)− f (x0)

h
≥ 0, para todo φ ∈ [0, 2π), h > 0, y ∈ E ,

haciendo tender h→ 0+ tenemos que

Dφ f (x0, y) = lim
h→0+

f (x0 + heiφy)− f (x0)

h
≥ 0, para todo φ ∈ [0, 2π), y ∈ E .

Entonces
in f

0≤φ<2π

(Dφ f (x0, y)) ≥ 0, para todo y ∈ E .

Recíprocamente, supongamos que que f (x) = ‖x‖, entonces

Dφ f (x0, ei(π−φ)x0) = lim
h→0+

f (x0 + heiπx0)− f (x0)

h
=

= lim
h→0+

‖x0 − hx0‖ − ‖x0‖
h

= ‖x0‖ lim
h→0+

|1− h| − 1
h

= −‖x0‖.

Sea y ∈ E arbitrario y sea ŷ = y + ei(π−φ)x0. Usando (3.6) y la propiedades
probadas en la Proposición 3.2.3, tenemos que

f (x0) = ‖x0‖ ≤ −Dφ f (x0, ei(π−φ)x0) + Dφ f (x0, ŷ) ≤

−Dφ f (x0, ei(π−φ)x0) + Dφ f (x0, y) + Dφ f (x0, ei(π−φ)x0) =

= Dφ f (x0, y) ≤ ‖y‖ = f (y),

y x0 resulta un mínimo global de f (x) = ‖x‖.

El siguiente lema prueba que, dado T ⊆ Sp, con 1 < p < ∞, un conjunto
convexo, de existir el mínimo del conjunto

{‖X‖p : X ∈ T },

este es único.

Lema 3.2.5. Sea T un conjunto convexo de operadores en Sp, con 1 < p < ∞,
entonces existe a lo sumo un minimizante de ‖X‖p si X ∈ T .
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Demostración. Supongamos que existen dos minimizantes distintos de ‖X‖p,
A1, A2 ∈ T . Entonces

‖A1‖p = ‖A2‖p ≤ ‖X‖p, para cada X ∈ T .

Como T es convexo, tenemos que A1+A2
2 ∈ T . Entonces debe valer que

‖A1 + A2‖p < ‖A1‖p + ‖A2‖p,

de lo contrario, si ‖A1 + A2‖p = ‖A1‖p + ‖A2‖p, para 1 < p < ∞, por [64,
Teorema 2.41], tendríamos que a1A1 = a2A2, para algunos números reales no
negativos a1, a2 (con a1 + a2 > 0), y dado que ‖A1‖p = ‖A2‖p, tendríamos que
A1 = A2.

Por lo tanto, para todo X ∈ T , tenemos:

‖A1 + A2

2
‖p <

‖A1‖p + ‖A2‖p

2
= ‖A1‖p(= ‖A2‖p) ≤ ‖X‖p,

lo que contradice que A1 (ó A2) es un minimizante de ‖X‖p en T .

3.2.1 Fórmula de derivadas en Sp

En este sección probaremos, para el caso 1 < p < ∞, que la norma asociada al
espacio de Schatten correspondiente Sp, es Fréchet diferenciable y deduciremos
la fórmula de dicha derivada. Para el caso p = 1, se demostrará que la norma
‖ · ‖1 tiene derivada φ−direccional y también se deducirá la fórmula de la
misma. Debido a la importancia que estos resultados tienen para el trabajo,
se decidió incluir demostraciones detalladas de los mismos. Estos resultados
aparecieron originalmente en [2](caso 1 < p < ∞) y en [54] (caso p = 1).

Caso 1 < p < ∞

Para el caso 1 < p < ∞, probaremos que el espacio (Sp, ‖ · ‖p), con 1 < p < ∞,
es un espacio uniformemente convexo. Está propiedad nos permite afirmar
que ‖ · ‖p, con 1 < p < ∞, es Fréchet diferenciable y luego deduciremos la
fórmula de dicha derivada.

Definición. Sea (E , ‖ · ‖) un espacio de Banach. Diremos que E es uniforme-
mente convexo si para todo ε > 0, existe δ > 0 tal que

‖x‖ = ‖y‖ = 1, y ‖x + y‖ > 2− δ implican ‖x− y‖ < ε.

Lema 3.2.6. (Sp, ‖ · ‖p), con 1 < p < ∞, es un espacio uniformemente convexo.

Demostración. Sean S, T ∈ Sp, con 1 < p < ∞ y sea 1
q +

1
p = 1. C. A. MCCarthy

demostró en [64, Teorema 2.7] las siguientes desigualdades:
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si 1 < p ≤ 2 entonces

‖T + S‖q
p + ‖T − S‖q

p ≤ 2(‖T‖p
p + ‖S‖

p
p)

q
p ,

si 2 ≤ p < ∞ entonces

‖T + S‖p
p + ‖T − S‖p

p ≤ 2p−1(‖T‖p
p + ‖S‖

p
p).

Si tomamos ‖S‖p = ‖T‖p = 1 en las desigualdades de arriba, tenemos

‖T − S‖q
p ≤ 2q − ‖T + S‖q

p, 1 < p ≤ 2,

y
‖T − S‖p

p ≤ 2p − ‖T + S‖p
p, 2 ≤ p < ∞.

Dado 2 > ε > 0, para 1 < p ≤ 2, sea δ = 2− (2q − εq)1/q > 0, entonces si
‖S + T‖p > 2− δ = (2q − εq)1/q, tenemos que

‖T − S‖q
p ≤ 2q − ‖T + S‖q

p < 2q − 2q + εq = εq,

entonces ‖T − S‖p < ε.
Dado 2 > ε > 0, para 2 ≤ p < ∞, sea δ = 2 − (2p − εp)1/p > 0, si
‖S + T‖p > 2− δ = (2p − εp)1/p, tenemos que

‖T − S‖p
p ≤ 2p − ‖T + S‖p

p < 2p − 2p + εp = εp,

y entonces ‖T − S‖p < ε. Concluyendo que (Sp, ‖ · ‖p), con 1 < p < ∞ es
uniformemente convexo.

Definición. Sean H,K espacios de Hilbert y Tn, T ∈ L(H,K). Decimos que Tn
converge fuertemente (o en sentido fuerte) a T si para cualquier x ∈ H se tiene
que Tn(x) →

n→∞
T(x).

Teorema 3.2.7. Sea 1 < p < ∞ y Gp : Sp → R+, Gp(X) = ‖X‖p
p. Sean X, Y ∈ Sp,

entonces Gp es Frechét diferenciable y su derivada en X ∈ Sp está dada por

DXGp(Y) = p Re [tr(|X|p−1U∗Y)],

donde Re(z) es la parte real del número complejo z, tr(T) denota la traza del operador
T y X = U|X|, es la descomposición polar del operador X, con U la isometría parcial
tal que N(U) = N(X).

Demostración. En el Lema 3.2.6, vimos que Sp (1 < p < ∞) es uniformemente
convexo. Se sigue entonces de un resultado estándar (ver, por ejemplo [33,
Teorema 1, pág. 36]) que entonces Sp tiene una norma diferenciable Fréchet.
Entonces Gp es diferenciable Fréchet y sólo resta establecer la fórmula de su



3.2 Resultados sobre diferenciación en Sp 33

derivada. Sean X, Y ∈ Sp y sea E cualquier proyección que conmute con X.
Entonces, afirmamos que

DXGp(EY(I − E)) = 0.

Un simple cálculo permite ver que

(2E− I)[X + EY(I − E)](2E− I) = X− EY(I − E). (3.7)

Observar que 2E− I es unitario, es decir, (2E− I)∗(2E− I) = (2E− I)(2E−
I)∗ = I, entonces vale que

‖X + EY(I − E)‖p
p = ‖X− EY(I − E)‖p

p,

ó en otras palabras, ‖X + EY(I − E)‖p
p es una función par de Y. Por lo tanto,

su derivada se anula en 0, lo cual permite concluir que DXGp(EY(I − E)) = 0.
Ahora, consideremos el caso en que X es positivo. Entonces por el Teorema

A.2.2
X = ∑

i≥1
λixi ⊗ xi,

donde λi ≥ 0 y {xi}i≥1 es una base ortonormal. Sea Ei una proyección en
el espacio generado por xi y sea Fn = I − ∑n

i=1 Ei. Ya que, por lo de arriba,
DXGp(E1YF1) = DXGp(F1YE1) = 0, tenemos

DXGp(Y) = DXGp(E1YE1) + DXGp(F1YF1).

Repitiendo el argumento de arriba, obtenemos por inducción, que para todo
n ∈N,

DXGp(Y) =
n

∑
i=1

DXGp(EiYEi) + DXGp(FnYFn). (3.8)

Veamos que
DXGp(EiYEi) = pRe [λp−1

i 〈Yxi, xi 〉].

De hecho, notemos que

X + tEiYEi = ∑
j≥1

λjxj ⊗ xj + txi ⊗ xiYxi ⊗ xi =

= ∑
j 6=i

λjxj ⊗ xj + λixi ⊗ xi + txi ⊗ xiYxi ⊗ xi =

= ∑
j 6=i

λjxj ⊗ xj + (λi + t 〈Yxi, xi 〉)xi ⊗ xi,

entonces
‖X + tEiYEi‖

p
p = ∑

j 6=i
λ

p
j + |λi + t 〈Yxi, xi 〉 |p.
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Llamando βi = 〈Yxi, xi 〉 tenemos que

d|λi + tβi|2
dt

|t=0 = limh→0
|λi + hβi|2 − λ2

i
h

=

= limh→0
(λi + hβi)(λi + hβi)− λ2

i
h

=

= limh→0
λ2

i + 2hRe(λiβi) + h2|βi|2 − λ2
i

h
= 2Re(λiβi).

Por lo tanto
d|λi + tβi|p

dt
|t=0 =

d(|λi + tβi|2)
p
2 )

dt
|t=0 =

=
p
2
(|λi + tβi|2)

p
2−1|t=0

d|λi + tβi|2
dt

|t=0 = pRe(λp−1
i βi).

Entonces

DXGp(EiYEi) = limt→0
‖X + tEiYEi‖

p
p − ‖X‖

p
p

t
=

= limt→0
|λi + t 〈Yxi, xi 〉 |p − λ

p
i

t
=

d|λi + tβi|p
dt

|t=0 = pRe(λp−1
i βi),

donde usamos el hecho de que, debido a que Gp es Fréchet diferenciable, su
derivada de Fréchet y Gâuteaux coinciden.

Por lo tanto

DXGp(EiYEi) = pRe(λp−1
i 〈Yxi, xi 〉) = pRe(

〈
Xp−1Yxi, xi

〉
),

entonces volviendo a la ecuación (3.8) tenemos que

DXGp(Y) = p
n

∑
i=1

Re(
〈

Xp−1Yxi, xi

〉
) + DXGp(FnYFn).

Debido a que {Fn}n≥1 converge fuertemente a 0 cuando n → ∞, se sigue
(ver [41, Teorema 1]) que FnYFn converge a 0 en Sp. Debido a que DXGp es
continua (por definición), tenemos que DX(FnYFn)→ 0 y entonces tomando
límite en la ecuación anterior, tenemos que

DXGp(Y) = p
∞

∑
i=1

Re(
〈

Xp−1Yxi, xi

〉
) = pRe tr(Xp−1Y),

que es la fórmula requerida cuando X ≥ 0.
Ahora, sea X ∈ Sp y sea X = U|X| su descomposición polar. Es bien sabido

que existe V tal que V ó V∗ es una isometría tal que V y U coinciden en
N(|X|)⊥. Entonces X = V|X|.

Si V∗ es una isometría, entonces para cualquier Y ∈ Sp tenemos (usando
que VV∗ = I)

|X +Y|2 = (|X|V∗ +Y∗)(V|X|+Y) = |X|2 + |X|V∗Y +Y∗V|X|+Y∗VV∗Y =
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= ||X|+ V∗Y|2,

entonces
‖X + Y‖p

p = ‖|X|+ V∗Y‖p
p,

y entonces DXGp(Y) = D|X|(V∗Y), y por lo tanto

DXGp(Y) = D|X|(V
∗Y) = pRe tr(|X|p−1V∗Y) = pRe tr(|X|p−1U∗Y),

y tenemos la fórmula requerida.
En caso en que V sea una isometría, tomando adjuntos y realizando cálculos

similares tenemos que

DXGp(Y) = D|X∗|(VY∗) = pRe tr(|X∗|p−1VY∗) = pRe tr(V|X|p−1V∗VY∗) =

= pRe tr(U|X|p−1Y∗) = pRe tr(|X|p−1Y∗U) = pRe tr((U∗Y|X|p−1)∗) =

= pRe tr(U∗Y|X|p−1) = pRe tr(|X|p−1U∗Y),

donde usamos que |X∗|p−1 = V|X|p−1V∗, y el resultado deseado se obtiene
fácilmente.

El próximo corolario es una consecuencia inmediata del Teorema 3.2.7.

Corolario 3.2.8. Sea 1 < p < ∞ y Gp : Sp → R+, Gp(X) = ‖X‖p
p. Sean

X, Y ∈ Sp, h > 0 y φ ∈ [0, 2π), entonces

DφGp(X, Y) = lim
h→0+

Gp(X + heiφY)− Gp(X)

h
= pRe tr(|X|p−1eiφU∗Y),

donde X = U|X|, es la descomposición polar del operador X.

La próxima proposición, permite deducir la derivada φ-direccional de la
función gp(X) = ‖X‖p, a partir del Corolario 3.2.8.

Proposición 3.2.9. Sean 1 < p < ∞ y Gp : Sp → R,

Gp = ‖X‖p
p,

y consideremos gp : Sp → R

gp(X) = Gp(X)1/p = ‖X‖p.

Entonces
Dφgp(X, Y) =

1
p

Gp(X)
1
p−1DφGp(X, Y),

para cada φ ∈ [0, 2π) y para cada X, Y ∈ Sp, tal que Gp(X) 6= 0.
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Demostración. Observar que gp(X) = f (Gp(X)), con f : R≥0 → R, f (t) = t
1
p .

Definimos

v =
f (t + h)− f (t)

h
− f ′(t),

como f es derivable para todo t > 0, vale que v →
h→0

0, para todo t > 0. Y

definimos

w =
Gp(X + eiφkY)− Gp(X)

k
− DφGp(X, Y),

como existe la derivada φ− direccional de Gp para cada φ ∈ [0, 2π) y para
cada X, Y ∈ Sp, (ver Corolario 3.2.8), vale que w →

k→0+
0, para todo X, Y ∈ Sp.

Usando las definiciones anteriores, tenemos que

f (t + h) = f (t) + [ f ′(t) + v]h, (3.9)

y

Gp(X + eiφkY) = Gp(X) + [DφGp(X, Y) + w]k. (3.10)

Tomando en (3.9), h = [DXGp(Y) + w]k, (donde vale que h = [DXGp(Y) +
w]k →

k→0+
0) y t = Gp(X), para algún X ∈ Sp tal que Gp(X) 6= 0, tenemos

f (Gp(X) + [DφGp(X, Y) + w]k) =

f (Gp(X)) + [ f ′(Gp(X)) + v][DφGp(X, Y) + w]k.

Por otra parte, usando (3.10) y la ecuación anterior, tenemos

f (Gp(X + eiφkY)) = f (Gp(X) + [DφGp(X, Y) + w]k) =

= f (Gp(X)) + [ f ′(Gp(X)) + v][DφGp(X, Y) + w]k.

Entonces
f (Gp(X + eiφkY))− f (Gp(X))

k
=

=
f (Gp(X)) + [ f ′(Gp(X)) + v][DφGp(X, Y) + w]k− f (Gp(X))

k
=

= [ f ′(Gp(X)) + v][DφGp(X, Y) + w] →
k→0+

f ′(Gp(X))DφGp(X, Y).

Por lo tanto
Dφgp(X, Y) =

1
p

Gp(X)
1
p−1DφGp(X, Y),

para cada φ ∈ [0, 2π) y para cada X, Y ∈ Sp, tal que Gp(X) 6= 0.
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Caso p = 1

A continuación, seguiremos [54, Teorema 2.1], para probar la existencia de la
derivada φ- direccional de G1 y deduciremos la fórmula de la misma.

Teorema 3.2.10. Sea G1 : S1 → R+, G1(X) = ‖X‖1. Sean X, Y ∈ S1, entonces

limh→0+
‖X + hY‖1 − ‖X‖1

h
= Re tr(U∗Y) + ‖QYP‖1,

donde X = U|X|, es la descomposición polar del operador X, P = PN(X) y Q =
PN(X∗).

Para la prueba de este teorema, necesitamos algunas definiciones y tres
lemas técnicos.

Definición. Sea (H, 〈·, ·〉) un espacio de Hilbert. Diremos que la sucesión
{xn}n≥1 ⊆ H converge débilmente a x ∈ H si

lim
n→∞
〈 xn − x, y 〉 = 0, para cada y ∈ H.

Lema 3.2.11. Sean X, Y ∈ L(H). Sean X = U|X| y X + hY = Vh|X + hY| las
descomposiciones polares de X y X + hY respectivamente, sea Q(P) el proyector al
N(X∗)(N(X)) y sea {χj}j≥1 una base ortonormal de N(X). Entonces

1. Vhn x → Ux, fuertemente, para todo x ∈ R(X∗), y para alguna sucesión
hn → 0+. También V∗hn

x → U∗x, fuertemente, para todo x ∈ R(X), y para
alguna (ó la misma) sucesión hn → 0+,

2. limn→∞ ∑j

〈
V∗hn

(I −Q)χj, χj

〉
= 0, si Y ∈ S1.

Demostración. 1. Sea {ej}j≥1 una base ortonormal de H. Para cada j, la familia
{Vhej : h > 0} es acotada, y entonces, existe una sucesión hn → 0, tal que
Vhn ej converge débilmente, [19, Capítulo V, Teorema 4.2]. Más aún, usando
el proceso diagonal de Cantor, concluímos que existe una sucesión hn → 0
tal que Vhn ej converge débilmente para todo j, y por lo tanto Vhn converge
débilmente. Sea V0 el límite débil de la sucesión Vhn .

Ahora, para todo y, z ∈ H tenemos

〈Vhn |X + hnY|z, y 〉 = 〈 (X + hnY)z, y 〉 .

Entonces, X + hnY converge fuertemente (incluso uniformemente) a X, lo
mismo con |X + hnY| que converge fuertemente a |X|, y tomando límites
obtenemos que

〈V0|X|z, y 〉 = 〈Xz, y 〉 = 〈U|X|z, y 〉 , para todo z, y ∈ H.

Entonces V0x = Ux, para todo x ∈ R(|X|). Ya que, R(|X|) es denso en R(X∗),
tenemos que Vhn converge débilmente a U para todo x ∈ R(X∗). Es más



38 operadores en las clases de schatten sp

esta convergencia es fuerte. De hecho, sea x un vector arbitrario de R(X∗),
usando la descomposición polar de X, existe z ∈ H tal que x = |X|z. Tenemos
que Vhn |X + hnY|z converge débilmente a Ux. Pero, Vhn |X + hnY|z = (X +
hnY)z converge fuértemente a Xz = Ux. Entonces Vhn |X + hnY|z converge
fuértemente a Ux. Entonces tenemos que

‖Vhn x−Ux‖ ≤ ‖Vhn(|X|z− |X + hnY|z)‖+ ‖Vhn |X + hnY|z− Xz‖,

que tiende a 0 cuando n tiende a infinito. De manera similar, podemos obtener
que V∗hn

x tiende a U∗x para todo x ∈ R(X) y para alguna (o la misma) sucesión
hn.

2. Por la parte 1. tenemos que PV∗hn
(I − Q)YP converge fuértemente a

PU∗(I−Q)YP, y por [46, Teorema III.6.3], PV∗hn
(I−Q)YP converge a PU∗(I−

Q)YP en S1, ya que Y ∈ S1. Pero, ∑j

〈
V∗hn

(I −Q)Yχj, χj

〉
es precisamente la

traza del operador PV∗hn
(I−Q)YP y por lo tanto tiende a la traza del operador

PU∗(I −Q)YP. Pero PU∗ = 0 y la prueba está completa.

Lema 3.2.12. Sea T ∈ L(H) tal que ‖T‖ ≤ 1, y sea {φj}j≥1 un sistema ortonormal
arbitrario de H. Entonces, tenemos que

‖X‖1 ≥ |∑
j

〈
TXφj, φj

〉
|.

Demostración. De hecho,

|∑
j

〈
TXφj, φj

〉
| ≤ |tr(TX)| ≤ ‖T‖‖X‖1 ≤ ‖X‖1,

donde se usó e Lema 3.1.11 y el Lema 3.1.13.

Lema 3.2.13. Sea {φj}j≥1 un sistema ortonormal (no necesariamente completo) en
H. Entonces

1. Para cualquier vector f ∈ H, y para todo ε > 0, existe un vector f ′, tal que

‖ f − f ′‖ ≤ ε y ∑
j
|
〈

f ′, φj
〉
| < ∞,

2. el conjunto
F = {T ∈ S1 : ∑

j
‖Tφj‖ < ∞},

es denso en S1.

Demostración. 1. Sea f = f1 + f2 con f1 ∈ gen{φj : j ≥ 1} y f2 ∈ gen{φj : j ≥
1}⊥.
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Ya que, tenemos que ‖ f1‖ = ∑j |
〈

f1, φj
〉
|2, dado ε > 0, existe n0 ∈ N, tal

que ∑j>n0
|
〈

f1, φj
〉
|2 < ε2. Definimos

f ′ = ∑
j≤n0

〈
f1, φj

〉
φj + f2,

entonces

∑
j
|
〈

f ′, φj
〉
| = ∑

j≤n0

|
〈

f1, φj
〉
| < ∞,

y también

‖ f − f ′‖2 = ‖ ∑
j>n0

〈
f1, φj

〉
φj‖2 = ∑

j>n0

|
〈

f1, φj
〉
|2 < ε2.

2. Sea Y ∈ S1 y sea ε > 0, entonces por el Teorema 3.1.12, existe Z ∈ F
tal que ‖Y − Z‖1 < ε

2 . Como Z es de rango finito, podemos escribirlo de la
siguiente manera Z = ∑N

k=1 σkgk ⊗ fk, con 0 ≤ σk+1 ≤ σk, y fk, gk sistemas
ortonormales. Entonces

‖Y− Z‖1 <
ε

2
.

Por la parte 1., existen vectores f ′k, tales que

∑
j
|
〈

f ′k, φj
〉
| < ∞, y ‖ fk − f ′k‖ <

ε

2Nσk
.

Sea T = ∑N
k=1 σkgk ⊗ f ′k. Entonces, por la desigualdad triangular de la norma

‖ · ‖1 y la ecuación (B.1), tenemos que

‖T − Z‖1 = ‖
N

∑
k=1

σkgk ⊗ ( fk − f ′k)‖1 ≤
N

∑
k=1

σk‖ fk − f ′k‖ <
ε

2
,

y por lo tanto
‖T −Y‖1 < ε.

Por otra parte

∑
j
‖Tφj‖ ≤

N

∑
k=1

∑
j
‖σk

〈
φj, f ′k

〉
gk‖ =

N

∑
k=1

σk ∑
j
|
〈

φj, f ′k
〉
| < ∞.

Ahora, podemos probar el Teorema 3.2.10.

Demostración. (Teorema 3.2.10.) Sea X = ∑j sjφj⊗ψj la expansión del operador
X ∈ S1 tal como se expresó en (A.1) y sea {χj}j≥1 una base ortonormal de
N(X). Entonces, teniendo en cuenta el Lema 3.2.12, tenemos:

1
h
{‖X + hY‖1 − ‖X‖1} =

1
h
{‖X + hY‖1 −∑

j
sj} ≥
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1
h
(∑

j
|
〈

U∗(X + hY)φj, φj
〉
+ ∑

j

〈
V∗(X + hY)χj, χj

〉
| −∑

j
sj),

donde V : N(X)→ N(X∗) está dada por QYP = V|QYP|.
Observar que en la ecuación anterior, el sistema ortonormal considerado

es el dado por {φj : j ≥ 1} ∪ {χj : j ≥ 1}, es decir el que se produce al unir
las bases consideradas de N(X)⊥ y N(X) respectivamente. Además como
N(U) = N(X), R(U) = R(X) y que N(X)⊥ ⊆ N(V), R(V) ⊆ N(X∗) =
R(X)⊥ vale que si z = z1 + z2 ∈ H, con z1 ∈ N(X) y z2 ∈ N(X)⊥ entonces
‖(U + V)z‖2 = ‖Uz2 + Vz1‖2 = ‖Uz2‖2 + ‖Vz1‖2 ≤ ‖z1‖2 + ‖z2‖2 = ‖z‖2,
por lo tanto ‖U + V‖ = ‖U∗ + V∗‖ ≤ 1.

Entonces, como |X| = U∗X, y |X|φj = sjφj, que tenemos que

1
h
{‖X + hY‖1 − ‖X‖1} ≥

1
h
(|∑

j

〈
|X|φj, φj

〉
+ h ∑

j

〈
U∗Yφj, φj

〉
+

+∑
j

〈
V∗(X + hY)χj, χj

〉
| −∑

j
sj) =

=
1
h
(|∑

j
sj + h ∑

j

〈
U∗Yφj, φj

〉
+ ∑

j

〈
V∗(X + hY)χj, χj

〉
| −∑

j
sj).

Pero, ya que V∗Q = V∗ y Pχj = χj, la última expresión queda igual a

1
h
{‖X + hY‖1 − ‖X‖1} ≥

=
1
h
{|∑

j
sj + h ∑

j

〈
U∗Yφj, φj

〉
+ h ∑

j

〈
V∗QYPχj, χj

〉
| −∑

j
sj} =

=
|∑j sj + h( tr (U∗Y) + ‖QYP‖1)| −∑j sj

h
→

h→0+
Re( tr(U∗Y) + ‖QYP‖1),

y por lo tanto

lím
h→0+

‖X + hY‖1 − ‖X‖1

h
≥ Re( tr(U∗Y)) + ‖QYP‖1.

Demostraremos la desigualdad contraria, para aquellos Y ∈ F = {T ∈ S1 :
∑j ‖Tφj‖ < ∞}. Será suficiente, ya que obtendremos dos funcionales acotados

líneales Y → lim
h→0+

‖X+hY‖1−‖X‖1
h e Y → Re( tr(U∗Y)) + ‖QYP‖1, que coinciden

en el conjunto F que, por el Lema 3.2.13, es denso en S1. En lo que sigue, siem-
pre que escribamos lím

h→0+
Vh, significa lím

n→∞
Vhn , donde {hn}n≥1 es la sucesión del

Lema 3.2.11 (no necesitamos preocuparnos por eso, ya que por la Proposición
3.2.2, siempre existe el límite que estamos considerando). Entonces tenemos

1
h
{‖X + hY‖1 − ‖X‖1} =

1
h
{∑

j

〈
|X + hY|φj, φj

〉
+ ∑

j

〈
|X + hY|χj, χj

〉
−∑

j
sj}. (3.11)
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Sea X + hY = Vh|X + hY| tal como en el Lema 3.2.11, entonces

1
h
{∑

j

〈
|X + hY|χj, χj

〉
} =

=
1
h ∑

j

〈
V∗h (X + hQY)χj, χj

〉
+ ∑

j

〈
V∗h (I −Q)Yχj, χj

〉
,

y también
‖QYP‖1 ≥ |∑

j

〈
V∗h QYPχj, χj

〉
| =

= |∑
j

〈
V∗h QYχj, χj

〉
| = |∑

j

〈
V∗h (X + hQY)χj, χj

〉
|,

entonces el número real 1
h ∑j

〈
|X + hY|χj, χj

〉
es igual a la suma de números

complejos, uno de los cuales su módulo es igual o menor a ‖QYP‖1, y otro,
cuyo módulo es, para h suficientemente chico, igual o menor a ε (Lema 3.2.11).
Entonces, para h lo suficientemente chico, tenemos que

∑
j

〈
|X + hY|χj, χj

〉
≤ ‖QYP‖1 + ε.

Por otra parte, por la desigualdad de Jensen aplicada a la medida espectral
[76, Capítulo 6, ecuación 42], tenemos:

∑
j

〈
|X + hY|φj, φj

〉
≤
√

∑
j

〈
|X + hY|2φj, φj

〉
=

= ∑
j

√
s2

j + 2 h Re
〈

Yφj, sjψj
〉
+ h2‖Yφj‖2,

y aplicando (3.11)
1
h
{‖X + hY‖1 − ‖X‖1} ≤

∑j

√
s2

j + 2 h Re
〈

Yφj, sjψj
〉
+ h2‖Yφj‖2 −∑j sj

h
+ ‖QYP‖1 + ε =

= ∑
j

√
s2

j + 2 h Re
〈

Yφj, sjψj
〉
+ h2‖Yφj‖2 − sj

h
+ ‖QYP‖1 + ε =

= ∑
j

h 2 Re
〈

Yφj, sjψj
〉
+ h2‖Yφj‖2

h(
√

s2
j + 2 h Re

〈
Yφj, sjψj

〉
+ h2‖Yφj‖2 + sj)

+ ‖QYP‖1 + ε

→
h→0+

∑
j

Re
〈

Yφj, ψj
〉
+ ‖QYP‖1 + ε = ∑

j
Re
〈

Yφj, Uφj
〉
+ ‖QYP‖1 + ε =

= Re (tr (U∗Y)) + ‖QYP‖1 + ε.
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La desigualdad

|
h 2 Re

〈
Yφj, sjψj

〉
+ h2‖Yφj‖2

h(
√

s2
j + 2 h Re

〈
Yφj, sjψj

〉
+ h2‖Yφj‖2 + sj)

| ≤ |2 Re(
〈

Yφj, ψj
〉
|+ ‖Yφj‖,

nos permite tomar límite cuando h→ 0+ bajo la suma. El resultado ahora se
sigue, ya que ε puede ser arbitrariamente chico.

El próximo corolario es una consecuencia inmediata del Teorema 3.2.10.

Corolario 3.2.14. Sea G1 : S1 → R+, G1(X) = ‖X‖1. Sean X, Y ∈ S1, h > 0 y
φ ∈ [0, 2π), entonces

DφG1(X, Y) = lim
h→0+

G1(X + heiφY)− G1(X)

h
= Re tr(eiφU∗Y) + ‖QYP‖1,

donde X = U|X|, es la descomposición polar del operador X, P = PN(X) y Q =
PN(X∗).



4
P R O Y E C C I O N E S W- A U T O A D J U N TA S

Dado un espacio de Hilbert H con producto interno 〈 , 〉, el propósito de este
capítulo es estudiar las proyecciones que resultan autoadjuntas, con respecto a
una perturbación del producto escalar. Más precisamente, dado un operador
W ∈ L(H)+ se define la forma sesquilineal 〈 , 〉W : H×H → C mediante

〈 x, y 〉W = 〈Wx, y 〉 , x, y ∈ H.

Se desea caracterizar al conjunto de proyecciones Q que satisfacen 〈Qx, y 〉W =
〈 x, Qy 〉W , para todo x, y ∈ H, a las cuales se las denominará W-autoadjuntas.

Si el operador W ∈ GL(H)+, es fácil probar que 〈 , 〉W también es un
producto interno sobre H e induce una norma en H equivalente a la del
producto 〈 , 〉, por lo que H con el producto 〈 , 〉W es un espacio de Hilbert.

Los primeros resultados sobre el espacio de proyecciones W-autoadjuntas,
se deben a G. Corach et al. quienes estudiaron la geometría del espacio de
estas proyecciones y algunas aplicaciones a diversos problemas de teoría de
operadores [24, 27, 28, 25, 26, 23].

4.1 compatibilidad: definiciones y propiedades

Sea H un espacio de Hilbert con producto interno 〈 , 〉 y sea 〈 , 〉W la forma
sesquilineal en H inducida por W ∈ L(H)+.

Definición. Dado W ∈ L(H)+, un operador T ∈ L(H) es W-autoadjunto si

〈 Tx, y 〉W = 〈 x, Ty 〉W para todo x, y ∈ H.

Es fácil ver que T es W-autoadjunto si y sólo si WT = T∗W.
Es bien sabido que, en un espacio de Hilbert, una proyección autoadjunta

satisface

Q∗ = Q ⇔ ‖Q‖ ≤ 1, (4.1)

es decir que las proyecciones ortogonales están caracterizadas por ser con-
tractivas. En lo que se sigue se darán resultados sobre la contractividad de las
proyecciones W-autoadjuntas.

Definición. Sea H un espacio de Hilbert y W ∈ L(H)+. Un proyección Q ∈ Q
es W-contractiva si

〈Qx, Qx 〉W ≤ 〈 x, x 〉W para todo x ∈ H. (4.2)

43



44 proyecciones w-autoadjuntas

No es difícil ver que Q ∈ Q es W-contractiva si y sólo si Q∗WQ ≤W.
Para W ∈ L(H)+, G. Corach y A. Maestripieri demostraron que las proyec-
ciones W-autoadjuntas tienen las mismas propiedades contractivas que las
proyecciones autoadjuntas en espacios de Hilbert [24, Lema 3.2], en el siguiente
sentido.

Proposición 4.1.1. Sean W ∈ L(H)+ y Q ∈ Q. Luego, Q es W-autoadjunta si y
sólo si Q es W-contractiva.

Demostración. Si 0 ≤ Q∗WQ ≤ W, como (Q∗W1/2)(Q∗W1/2)∗ = Q∗WQ ≤
W = W1/2(W1/2)∗, por el Teorema de Douglas 2.1.1, existe una solución
reducida E ∈ L(H) de la ecuación W1/2X = Q∗W1/2 y cumple que ‖E‖ ≤ 1.
Además, por el Corolario 2.1.3, se tiene que E ∈ Q y la ecuación (4.1) asegura
que E ∈ P . Luego, Q∗W = W1/2EW1/2 es un un operador autoadjunto, i.e.
Q∗W = WQ.

Recíprocamente, sea Q W-autoadjunta, notar que

WQ = (WQ)Q = (Q∗W)Q = Q∗WQ ∈ L(H)+,

y sea E = I −Q, entonces también WE = E∗WE ∈ L(H)+. Por lo tanto,

W = W(Q + E) = Q∗WQ + E∗WE ≥ Q∗WQ.

Definición. Sea S un subespacio cerrado de H y W ∈ L(H)+. El par (W,S)
es compatible si existe una proyección W-autoadjunta con rango S , i.e., si el
conjunto

P(W,S) := {Q ∈ Q : R(Q) = S , WQ = Q∗W} 6= ∅

Si S es un subespacio de H y W ∈ L(H)+, el subespacio W-ortogonal a S
está dado por

S⊥W := {x ∈ H : 〈Wx, s 〉 = 0 para todo s ∈ S}.

Como W es autoadjunto, es fácil ver que S⊥W = W−1(S⊥) = W(S)⊥.

El siguiente resultado ([24, Lema 3.2]), establece qué condiciones debe
satisfacer toda proyección del conjunto P(W,S).

Lema 4.1.2 (Krein). Sea Q ∈ L(H) una proyección con R(Q) = S . Entonces,
Q ∈ P(W,S) si y sólo si N(Q) ⊆W−1(S⊥).

Demostración. Si Q es W-autoadjunta y x ∈ N(Q) entonces Q∗Wx = WQx = 0,
es decir, Wx ∈ N(Q∗) = R(Q)⊥ = S⊥. Por lo tanto, x ∈W−1(S⊥).

Recíprocamente, si N(Q) ⊆W−1(S⊥) y x ∈ H,

Q∗Wx = Q∗WQx + Q∗W(I −Q)x = Q∗WQx
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porque W(I − Q)x ∈ S⊥ = R(Q)⊥ = N(Q∗). Entonces, Q∗W = Q∗WQ y
tomando el adjunto, se tiene WQ = Q∗WQ = Q∗W.

El siguiente teorema probado en [24, Proposición 3.3], nos permite caracterizar
la compatibilidad del par (W,S).

Teorema 4.1.3. Dados W ∈ L(H)+ y un subespacio cerrado S , el par (W,S) resulta
compatible si y sólo si

H = S + W−1(S⊥). (4.3)

Demostración. Si el par (W,S) es compatible, entonces existe Q ∈ P(W,S), y
por el Lema 4.1.2, tenemos que N(Q) ⊆W−1(S⊥), entonces

H = R(Q)+̇N(Q) = S+̇N(Q) ⊆ S + W−1(S⊥).

Recíprocamente, lamando N = S ∩W−1(S⊥), tenemos que

H = S + W−1(S⊥) = S+̇(W−1(S⊥)	N ).

La proyección Q, definida por esta descomposición de H cumple que N(Q) =
W−1(S⊥)	N ⊆W−1(S⊥), entonces nuevamente por el Lema 4.1.2, tenemos
que el par (W,S) es compatible.

A continuación se presentan algunos ejemplos de pares compatibles y no
compatibles.

1. Si W ∈ GL(H)+ entonces (W,S) es compatible. Esto resulta evidente ya
que, como se mencionó anteriormente, H con el producto 〈 , 〉W es un
espacio de Hilbert. Más aún, en este caso existe una única proyección en
el conjunto P(W,S).

2. Menos trivial resulta el siguiente resultado (ver [24, Teorema 6.2]). Si W ∈
L(H)+ y S es un subespacio de dimensión finita, entonces P(W,S) 6= ∅.

El siguiente ejemplo de un par (W,S) no compatible, en donde el operador
W ∈ L(H)+ es un operador con buenas propiedades, en particular es fácil ver
que es de traza.

Ejemplo 4.1.4. Sea {ek}k=0,1,2,... una base ortonormal de H, ak =
√

k3−k,
wk = k3−k, k = 1, 2, .... y S⊥ el subespacio generado por e0, entonces S =
gen{{ek}k=1,2,....}. Se define el operador W ∈ L(H)+ de la siguiente manera,

〈Wek, el 〉 =


1 a1 a2 a3 . . .
a1 w1 0 0 . . .
a2 0 w2 0 . . .
... . . .

 , k, l = 0, 1, 2, ... (4.4)
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no es difícil ver que W es un operador positivo y de traza.
Sea x ∈W(S)⊥, entonces para todo k = 1, 2, 3, ...

0 = 〈Wek, x 〉 =
〈

Wek, ∑
l=0
〈 x, el 〉 el

〉
= ∑

l=0
〈 x, el 〉 〈Wek, el 〉 .

Entonces, de la ecuación (4.4) se sigue que, para k = 1, 2, 3, ...,

〈 x, e0 〉ak + 〈 x, ek 〉wk = 0,

ó equivalentemente,

〈 x, ek 〉 = − 〈 x, e0 〉
ak
wk

, para todo k = 1, 2, 3, ...

Entonces,

‖x‖2 = ∑
k=0
| 〈 x, ek 〉 |2 = | 〈 x, e0 〉 |2 + ∑

k=1
| 〈 x, e0 〉

ak
wk
|2 =

= | 〈 x, e0 〉 |2(1 + ∑
k=1
| ak
wk
|2)

Por lo que, x tiene norma finita si y sólo si 〈 x, e0 〉 = 0, es decir, x = 0.
Entonces S + W(S)⊥ = S 6= H, es decir, el par (W,S) no es compatible.

Dados un subespacio cerrado S de H y un operador W ∈ L(H)+, la compa-
tibilidad del par (W,S) puede relacionarse con los ángulos de ciertos subespa-
cios.

Teorema 4.1.5. ([27, Teorema 2.15]) Sean W ∈ L(H)+ y S un subespacio cerrado
de H. Entonces, el par (W,S) es compatible si y sólo si c0(S⊥, W(S)) < 1.

Demostración. Si el par (W,S) es compatible, se tiene que H = S + W(S)⊥,
tomando el complemento ortogonal, se sigue que S⊥ ∩W(S) = {0} entonces,
c0(S , W(S)) = c(S , W(S)). Por la Proposición 2.1.4, la igualdad H = S +
W(S)⊥ implica que el subespacio S⊥ + W(S) es cerrado, o equivalentemente,
c(S⊥, W(S)) < 1. Por lo tanto, c0(S⊥, W(S)) < 1.

Recíprocamente, si c0(S⊥, W(S)) < 1, como c(S⊥, W(S)) ≤ c0(S⊥, W(S)),
se tiene que c(S⊥, W(S)) < 1 y además por la definición de c0, tenemos que
S⊥ ∩W(S) = {0}. Entonces, utilizando la Proposición 2.1.4, se sigue que
S + W(S)⊥ es cerrado, y además,

S + W(S)⊥ = S + W(S)⊥ = (S⊥ ∩W(S))⊥ = {0}⊥ = H,

es decir, el par (W,S) es compatible.
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Cuasi-compatibilidad

En este sección, estudiamos proyecciones no acotadas que son simétricas para
el semi-producto interno definido por el operador W ∈ L(H)+. También,
caracterizamos la existencia de dichas proyecciones con un rango S ⊆ H de-
terminado. Para un resumen de las propiedades y definiciones más relevantes
de operadores no acotados en un espacio de Hilbert, ver la sección 2.1.3.

Definición. Sea Q un operador densamente definido. Diremos que Q es una
proyección densamente definida, si Q es idempotente, es decir

R(Q) ⊆ D(Q), y Q2x = Qx, para cada x ∈ D(Q).

En este caso
D(Q) = R(Q)u N(Q).

Además la proyección Q resulta cerrada si y sólo si R(Q) y N(Q) son subes-
pacios cerrados.

Definición. Sea W ∈ L(H)+ y Q una proyección cerrada densamente definida;
diremos que Q es W-simétrica si WQ es simétrica y diremos que es W- au-
toadjunta si WQ es autoadjunta.

Dado que W es acotado, entonces D(WQ) = D(Q) y (WQ)∗ = Q∗W, ver
Teorema 2.1.7. Por lo tanto Q es W-simétrica, si y sólo si

WQx = Q∗Wx para cada x ∈ D(Q),

y Q es W-autoadjunta si y sólo si WQ = Q∗W.

Proposición 4.1.6. Sean W ∈ L(H)⊥, S ⊆ H un subespacio cerrado y Q una
proyección densamente definida con R(Q) = S . Entonces Q es W-simétrica si y sólo
si N(Q) ⊆ (WS)⊥.

Demostración. Ver [21, Proposición 2.2].

Dados W ∈ L(H)+ y un subespacio cerrado S ⊆ H, como vimos, la teoría de
compatibilidad estudia la existencia de proyecciones acotadas W-autoadjuntas
con rango S . Más precisamente, el par (W,S) se dice compatible si existe
Q ∈ L(H) con rango S tal que WQ = Q∗W. Este hecho, es equivalente
a H = S + (WS)⊥, como se puede ver en el Teorema 4.1.3. A continuación,
caracterizaremos la compatibilidad del par (W,S) en términos de proyecciones
no acotadas.

Definición. Sean W ∈ L(H)+ y S ⊆ H, un subespacio cerrado. Diremos que
el par (W,S) es cuasi-compatible si existe una proyección W-simétrica Q tal que
R(Q) = S .
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Proposición 4.1.7. Dados W ∈ L(H)+ y S ⊆ H, un subespacio cerrado. El par
(W,S) es cuasi-compatible si y sólo si

S + (WS)⊥ = H.

Demostración. Si el par (W,S) es cuasi-compatible entonces existe una proyec-
ción W-simétrica densamente definida Q con rango S , y por la Propoposición
4.1.6, D(Q) = S u N(Q) ⊆ S + (WS)⊥. Como Q es densamente definida,
entonces tenemos que

S + (WS)⊥ = D(Q) = H.

Recíprocamente, sea N = S ∩ (WS)⊥. Notar que

S + (WS)⊥ = S u (WS)⊥ 	N ,

y definamos
Q = PS//(WS)⊥	N .

Entonces Q es una proyección densamente definida y como N(Q) = (WS)⊥ 	
N ⊆ (WS)⊥, por la Proposición 4.1.6, Q es W-simétrica. Por lo tanto, el par
(W,S) es cuasi-compatible.

4.2 compatibilidad: aplicaciones

4.2.1 Problema de cuadrados mínimos con peso

A continuación daremos la definición de la solución de cuadrados mínimos
con peso W de la ecuación Az = x.

Definición. Dados A ∈ CR(H), W ∈ L(H)+ y x ∈ H, u ∈ H es una solución
de cuadrados mínimos con peso W ó W-LSS de Az = x, si

‖Au− x‖W ≤ ‖Az− x‖W , para cada z ∈ H. (4.5)

El próximo teorema describe algunas propiedades de la solución de cuadra-
dos mínimos con peso W de la ecuación Az = x (ver [22]).

Teorema 4.2.1. Dados A ∈ CR(H), W ∈ L(H)+ y x ∈ H, entonces las siguientes
condiciones se siguen:

1. Existe una W-LSS de Az = x si y sólo si x ∈ R(A) + R(A)⊥W ,

2. u0 es una W-LSS de Az = x si y sólo si

A∗W(Au0 − x) = 0.
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Demostración. 1. Sea u0 una W-LSS de Az = x. Sea v = Au0 − x, veamos que
v ∈ R(A)⊥W . Sea z ∈ H, entonces, para cualquier t ∈ R

‖v‖2
W ≤ ‖A(tz + u0)− x‖2

W = ‖Atz + v‖2
W = 〈W(Atz + v), Atz + v 〉 =

‖v‖2
W + t2 〈WAz, Az 〉+ 2t Re 〈Wv, Az 〉 ,

entonces,

t2 〈WAz, Az 〉+ 2t Re 〈Wv, Az 〉 ≥ 0, para todo t ∈ R.

Usando un argumento estándar obtenemos que 〈Wv, Az 〉 = 0, entonces
v ∈ R(A)⊥W . Por lo tanto x = Au0 − v ∈ R(A) + R(A)⊥W .
Recíprocamente si x ∈ R(A) + R(A)⊥W , existen u0 ∈ H y v ∈ R(A)⊥W tal que
x = Au0 + v. Entonces para todo h ∈ H, vale 〈Wv, Ah 〉 = 〈WAh, v 〉 = 0. Sea
z ∈ H, entonces

‖x− Az‖2
W = ‖v + A(u0 − z)‖2

W = 〈W(v + A(u0 − z)), v + A(u0 − z) 〉 =
= ‖v‖2

W + ‖A(u0 − z)‖2
W ≥ ‖v‖2

W = ‖x− Au0‖2
W .

Por lo tanto u0 es una W-LSS de Az = x.
2. Dado x ∈ H, u satisface (4.5) si y sólo si

‖W1/2(x− Au)‖ ≤ ‖W1/2(x− Az)‖ =

= ‖W1/2(x− Au) + W1/2A(u− z)‖, para todo z ∈ H,

ó equivalentemente〈
W1/2x−W1/2Au, W1/2Az

〉
= 0, para todo z ∈ H.

Es fácil ver que dados x, y ∈ H, tenemos que

‖x‖ ≤ ‖x + ty‖ para todo t ∈ C,

si y sólo si
〈 x, y 〉 = 0.

Entonces u es una W-LSS de Az = x si y sólo si u es solución de la ecuación
normal

A∗WAy = A∗Wx. (4.6)

El próximo teorema, relaciona la existencia de W-LSS de la ecuación Az = x
con la compatibilidad del par (W, R(A)).

Teorema 4.2.2. Sea A ∈ CR(H), W ∈ L(H)+, entonces existe u una W-LSS de la
ecuación Az = x para cada x ∈ H si y sólo si el par (W, R(A)) es compatible.
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Demostración. Supongamos que existe u una W-LSS de la ecuación Az = x,
para cada x ∈ H. Entonces si x ∈ H, por el Teorema 4.2.1, x ∈ R(A) + R(A)⊥W ,
es decir H = R(A) + R(A)⊥W y por el Teorema 4.1.3, el par (W, R(A)) es
compatible.

Recíprocamente, si el par (W, R(A)) es compatible, por el Teorema 4.1.3,
H = R(A) + R(A)⊥W . Entonces, si x ∈ H, x ∈ R(A) + R(A)⊥W , y por el
Teorema 4.2.1, existe u una W-LSS de la ecuación Az = x, para cada x ∈ H.

4.2.2 W-inversas

En [72] S. K. Mitra y C. R. Rao introdujeron la noción de W-inversa de una
matriz. Ahora extenderemos la definición en el siguiente sentido.

Definición. Dados A ∈ CR(H), B ∈ L(H) y W ∈ L(H)+, X0 ∈ L(H) es una
W-inversa de A en R(B), si para cada x ∈ H, X0x es una W-LSS de Az = Bx,
es decir

‖AX0x− Bx‖W ≤ ‖Az− Bx‖W , para cada z ∈ H.

Cuando B = I, X0 se llama la W-inversa de A (ver [20]). El próximo teorema
muestra que existe una estrecha relación entre las W-inversas y las soluciones
W-LSS.

Teorema 4.2.3. Dados A ∈ CR(H), B ∈ L(H) y W ∈ L(H)+, las siguientes
condiciones son equivalentes:

1. El operador A admite una W-inversa en R(B),

2. R(B) ⊆ R(A) + R(A)⊥W ,

3. la ecuación normal A∗WAX = A∗WB admite una solución.

Demostración. 1.⇔ 3.: Si X0 es una W-inversa de A en R(B) entonces,

‖AX0x− Bx‖W ≤ ‖Az− Bx‖W , para cada x, z ∈ L(H),

ó equivalentemente, X0x es una W-LSS de Az = Bx, para cada x ∈ H, ó, por
el Teorema 4.2.1,

A∗W(AX0 − B)x = 0, para cada x ∈ H,

entonces X0 es una solución de la ecuación normal. La recíproca se sigue de
manera similar, aplicando el Teorema 4.2.1.
2. ⇔ 3.: Si R(B) ⊆ R(A) + R(A)⊥W , aplicando A∗W a ambos lados de la
inclusión obtenemos,

R(A∗WB) ⊆ R(A∗WA).
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Luego por el Teorema 2.1.1, la ecuación normal admite solución.
Recíprocamente, si la ecuación normal A∗WAX = A∗WB admite una solu-

ción, entonces tenemos que

A∗WR(B) ⊆ A∗WR(A),

aplicando (A∗W)−1 a ambos lados de la inclusión obtenemos

R(B) ⊆ (A∗W)−1(A∗WR(B)) ⊆

(A∗W)−1(A∗WR(A)) = R(A) + N(A∗W) = R(A) + W−1N(A∗) =

= R(A) + W−1(R(A)⊥) = R(A) + R(A)⊥W .

Observar en el teorema anterior, que si B = I, entonces el operador A admite
una W-inversa si y sólo si el par (W, R(A)) es compatible.

Corolario 4.2.4. Si R(B) ⊆ R(A) + R(A)⊥W , entonces el conjunto de W-inversas
de A en R(B) es el conjunto de soluciones de la ecuación normal A∗WAX = A∗WB,
ó equivalentemente la variedad afín

(A∗WA)† A∗WB + {L ∈ L(H) : R(L) ⊆ N(A∗WA)}.





5
O P E R A D O R D E S H O RT E D Y C O M P R E S I O N E S

Dado un subespacio cerrado S ⊆ H, en esta sección usaremos el hecho de que
P = PS ∈ P induce una representación matricial de todo operador T ∈ L(H),
en matrices de 2× 2. Si T ∈ L(H) se descompone como

T = PTP + PT(I − P) + (I − P)TP + (I − P)T(I − P),

entonces T está representado por la matriz

T =

[
t11 t12

t21 t22

]
, (5.1)

donde t11 : S → S , t21 : S → S⊥, t12 : S⊥ → S , t22 : S⊥ → S⊥.
Bajo esta representación P puede ser identificada como

P =

[
I 0
0 0

]
,

y todas las matrices idempotentes Q ∈ Q con el mismo rango que P tienen la
forma

Q =

[
I x
0 0

]
,

para algún x ∈ L(N(P), R(P)).

5.1 operador de shorted

Sea W ∈ L(H)+ y S ⊆ H un subespacio cerrado, la noción de operador de
shorted de W a S , fue introducida por M.G. Krein [55] y fue luego redescubierta
por W.N.Anderson y G.E. Trapp [3], [4], quienes lo aplicaron a la teoría de
redes eléctricas.

En espacios de dimensión finita, el operador de shorted es una de las varias
manifestaciones del complemento de Schur de una matriz. Dada una matrix
en bloque

W =

[
W11 W12

W∗12 W22

]
,

con W11 inversible. W22 −W∗12W−1
11 W12 es el complemento de Schur de W11 en

W. Esta definición se debe a E. Haynsworth [52].
En [10] y [30] se recopilan varias propiedades y aplicaciones. La noción

fue generalizada en varias direcciones. En particular, T. Ando [5] introdujo,

53
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simultáneamente junto con una generalización del complemento de Schur, el
concepto de S-compresión. En la definición de Ando, si S es un subespacio
de H y W es un operador positivo en H de la forma

W =

[
W11 W12

W∗12 W22

]
,

con W11 inversible en S , entonces W/S =

[
0 0
0 W22 −W∗12W−1

11 W12

]
, y

WS =

[
W11 W12

W∗12 W∗12W−1
11 W12

]
.

W.N. Anderson y G. E. Trapp en [3], caracterizaron el complemento de Schur
como el máximo del conjunto

{X ∈ L(H) : 0 ≤ X ≤W y R(X) ⊆ S⊥}.

Esta propiedad se usó por dichos autores, para extender el concepto de
operador de shorted a operadores positivos en espacios de Hilbert arbitrarios,
[4].

Teorema 5.1.1 ([4]). Sea W ∈ L(H)+ y S ⊆ H un subespacio cerrado. Sea el
conjuntoM(W,S) de operadores positivos definido por

M(W,S) = {X ∈ L(H) : 0 ≤ X ≤W y R(X) ⊆ S⊥}.

EntoncesM(W,S) tiene un elemento máximo.

Demostración. Primero observar que debido a que A ≤ B y B ≤ A implica
A = B, siM(W,S) tiene un elemento máximo, este máximo es único.

Ahora, supongamos que W es inversible. Entonces la matriz de W inducida
por S es

W =

[
W11 W12

W∗12 W22

]
, (5.2)

donde W11 : S → S , W∗12 : S → S⊥, W12 : S⊥ → S , W22 : S⊥ → S⊥. Como
W es inversible y positivo, también lo es W11 y el operador shorted W/S está
dado por la matriz en bloques

W/S =

[
0 0
0 W22 −W∗12W−1

11 W12

]
. (5.3)

Dado un vector arbitrario en H, este puede ser escrito en la forma

[
x
y

]
, con

x ∈ S e y ∈ S⊥. Sea z = x + W−1
11 W12y. Luego

〈W
[

x
y

]
,

[
x
y

]
〉 = 〈W11x, x〉+ 〈W12y, x〉+ 〈W∗12x, y〉+ 〈W22y, y〉 =
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= 〈W11z, z〉+ 〈W22 −W∗12W−1
11 W12y, y〉 ≥ 〈W/S

[
x
y

]
,

[
x
y

]
〉,

donde se usó que como W es positivo, también lo es W11; por lo tanto W/S ≤W.
Más aún, para cualquier y ∈ H podemos tomar x tal que z = 0; por lo tanto
W/S ≥ 0. Entonces W/S ∈ M(W,S).

A continuación, supongamos que D es un operador positivo tal que D ≤ W
y R(D) ⊆ S⊥. Luego, respecto de la misma partición usada arriba tenemos

D =

[
0 0
0 D22

]
,

y para cualquier vector en H tenemos

〈D
[

x
y

]
,

[
x
y

]
〉 = 〈D

[
−W−1

11 W12y
y

]
,

[
−W−1

11 W12y
y

]
〉 ≤

〈W
[
−W−1

11 W12y
y

]
,

[
−W−1

11 W12y
y

]
〉 = 〈W/S

[
x
y

]
,

[
x
y

]
〉.

Por lo tanto W/S es el máximo elemento deM(W,S), y el teorema queda
probado para W inversible.

Para construir el máximo en el caso en que W no sea inversible, usaremos
una técnica de límites. Observar que si Y ≥ W y W es inversible, entonces
Y/S ≥ W/S , ya que Y/S es el máximo sobre un conjunto más grande. Sea
{En}n≥1 una sucesión monótona decreciente (en el orden de operadores) de
operadores positivos que convergen fuertemente a 0. Entonces W + En es
inversible para todo n, y para n ≥ m, vale que W + En ≤ W + Em. Entonces
la sucesión {(W + En)/S}n≥1 es monótona decreciente y por lo tanto tiene
un límite fuerte F, [74, Teorema pág. 263]. Veamos que F es el máximo de
M(W,S). Primero observemos que para todo n,

F ≤ (W + En)/S ≤W + En;

y tomando límite tenemos que F ≤W. Más aún, para todo n

R((W + En)/S) ⊆ S⊥,

entonces el límite F también cumple R(F) ⊆ S⊥. Por lo tanto F ∈ M(W,S).
Segundo, supongamos que D ∈ M(W,S). Entonces D ≤W y D ≤W + En,

por lo tanto D ≤ (W + En)/S , para todo n. Tomando límite, obtenemos D ≤ F.
Entonces, F es el máximo deM(W,S).

Definición. Sea W ∈ L(H)+ y S ⊆ H un subespacio cerrado. El operador de
shorted W/S , es el máximo garantizado por el teorema anterior. Observar que
debido a que A ≤ B y B ≤ A implica A = B, este máximo es único.

La S-compresión WS se define como WS = W −W/S .
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En lo que sigue, S ⊆ H es un subespacio cerrado y usaremos para W la
descomposición (5.1).

Corolario 5.1.2. Sean W, Y ∈ L(H)+ tal que W ≤ Y. Entonces W/S ≤ Y/S .

Demostración. M(W,S) ⊆ M(Y,S) y como W/S e Y/S son los máximos
correspondientes, tenemos que W/S ≤ Y/S .

Corolario 5.1.3. Sea {En}n≥1 una sucesión monótona decreciente de operadores
convergentes a 0 en sentido fuerte, y sea W ∈ L(H)+; entonces (W + En)/S converge
en sentido fuerte a W/S .

Demostración. Sea Fn = En + 1
n . Entonces W ≤ W + En ≤ W + Fn. Ahora

W + Fn es inversible, entonces podemos aplicar la prueba del teorema anterior,
y obtenemos

W/S ≤ (W + En)/S ≤ (W + Fn)/S .

El resultado se sigue del hecho que (W + Fn)/S converge en sentido fuerte a
W/S .

El próximo conocido teorema, caracteriza los operadores positivos a partir
de la descomposición matricial presentada en (5.1). La prueba de este resultado
está basada en la existencia del operador de shorted [4, Teorema 3].

Teorema 5.1.4. Sea S ⊆ H un subespacio cerrado y T ∈ L(H) con la descomposición
matricial dada en (5.1). Entonces T ∈ L(H)+ si y sólo si

1. t12 = t∗21,

2. t11 ≥ 0,

3. R(t12) ⊆ R(t1/2
11 ),

4. t22 = ((t1/2
11 )†t12)

∗(t1/2
11 )†t12 + f , con f ≥ 0.

Ahora enunciamos, algunos resultados de Anderson-Trapp y E.L. Pekarev
[71], los cuales son relevantes para este trabajo.

Teorema 5.1.5 ([4]). Sea W ∈ L(H)+ y S ⊆ H un subespacio cerrado. SeaN (W,S)
el conjunto de operadores

N (W,S) = {E∗WE : E ∈ Q, N(E) = S},

entonces el conjunto N (W,S) tiene ínfimo. Más aún

W/S = in f {E∗WE : E ∈ Q, N(E) = S};

en general, el ínfimo no se alcanza.
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Demostración. Primero, supongamos que W es inversible. Entonces usando la
misma representación matricial para W que en el Teorema 5.1.1, como W es
inversible, también lo es W11. Sea T ∈ L(H) un operador arbitrario, entonces
podemos escribir la matriz de cualquier E ∈ Q con N(E) = S como

E =

[
0 T −W−1

11 W12

0 I

]
.

Entonces

E∗WE =

[
0 0
0 W22 −W∗12W−1

11 W12 + T∗W11T

]
= W/S +

[
0 0
0 T∗W11T

]
.

Como T puede ser 0, el teorema vale para W inversibles. En este caso, el ínfimo
es de hecho un mínimo.

En el caso en que W no sea inversible, sea ε > 0, y consideremos el operador
positivo εI ∈ GL(H)+. Entonces para cualquier proyección E ∈ L(H) con
N(E) = S , tenemos

W/S ≤ (W + εI)/S ≤ E∗(W + εI)E,

como ε es arbitrario, W/S es una cota inferior de N (W,S).
Si C ≥ 0 es otra cota inferior de N (W,S), entonces para cualquier ε > 0 y

cualquier proyección E ∈ L(H) con N(E) = S , tenemos

C ≤ E∗WE ≤ E∗(W + εI)E.

Dado que W + εI es inversible, se sigue que C ≤ (W + εI)/S , y ya que ε es
arbitrario, por el Corolario 5.1.3, concluimos que C ≤W/S .

Teorema 5.1.6 ([4], [71]). Sea W ∈ L(H)+ con representación matricial (respecto de

S) W =

[
W11 W12

W∗12 W22

]
.

1. Por el Teorema 5.1.4, como W ∈ L(H)+, tenemos que R(W12) ⊆ R(W1/2
11 ). Sea

d ∈ L(S⊥,S) la solución reducida de la ecuación W1/2
11 x = W12 (garantizada

por el Teorema de Douglas 2.1.1) entonces

W/S =

[
0 0
0 W22 − d∗d

]
,

2. siM = W1/2(S) y PM es la proyección ortogonal enM entonces

W/S = W1/2(I − PM)W1/2,



58 operador de shorted y compresiones

3. R(W) ∩ S⊥ ⊆ R(W/S) ⊆ R(W1/2
/S ) = R(W1/2) ∩ S⊥; en general, las inclu-

siones son estrictas.

Para las pruebas de estas afirmaciones, ver [4, Teorema 3], [4, Corolario 1] y
[71, Teorema 1.4].

A continuación se probarán las siguientes propiedades del núcleo y el rango
de W/S y WS .

Corolario 5.1.7. Sean W ∈ L(H)+ y S ⊆ H un subespacio cerrado. Entonces

1. N(W) + S ⊆ N(W/S) = W−1/2(W1/2(S)).

2. N(W/S) = N(W) + S si y sólo si W1/2(S) es cerrado en R(W1/2), es decir,
R(W1/2) ∩ (W1/2(S)) = W1/2(S).

Demostración.

1. Por el Teorema 5.1.6, si M = (W1/2(S)), entonces W/S = W1/2(I −
PM)W1/2. Por lo tanto N(W) y S están incluidos en N(W/S). Por otra
parte,

N(W/S) = N(W1/2(I − PM)W1/2) = N(I − PM)W1/2) = W−1/2(M).

2. Si M = (W1/2(S)), es claro que W1/2(S) es cerrado en R(W1/2), si y
sólo si W1/2(S) =M∩ R(W1/2), si y sólo si

W−1/2(M) = W−1/2(W1/2(S)) = N(W) + S .

Ahora probaremos varias propiedades útiles del operador de shorted.

Proposición 5.1.8 ([4]). Sean W ∈ L(H)+ y S , T subespacios cerrados de H.
Entonces

(W/T ⊥)/S⊥ = W/(S∩T )⊥ .

Demostración. Sean

M1 =M(W, (S ∩ T )⊥) = {X ∈ L(H) : 0 ≤ X ≤W y R(X) ⊆ S ∩ T },

M2 =M(W/T ⊥ ,S⊥) = {X ∈ L(H) : 0 ≤ X ≤W/T ⊥ y R(X) ⊆ S}.
Veamos que M1 = M2 y por lo tanto sus máximos coinciden. Si X ∈ M1
entonces R(X) ⊆ S ∩ T ⊆ T y 0 ≤ X ≤ W; entonces X ≤ WT ⊥ . Más
aún, R(X) ⊆ S y entonces X ∈ M2. Recíprocamente, si X ∈ M2, entonces
R(X) ⊆ S y 0 ≤ X ≤ W/T ⊥ , entonces por el Teorema de Douglas 2.1.1, vale
que R(X1/2) ⊆ R(W1/2

/T ⊥), entonces

R(X) ⊆ R(X1/2) ⊆ R(W1/2
/T ⊥) ⊆ N(W/T ⊥)

⊥ ⊆ T ,
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ya que T ⊥ ⊆ N(W/T ⊥). Por lo tanto R(X) ⊆ S ∩ T y además 0 ≤ X ≤
W/T ⊥ ≤W, entonces X ∈ M1.

Corolario 5.1.9. Sean W ∈ L(H)+ y S , T subespacios cerrados de H. Entonces

(W/T )/S = W/(S+T ).

Demostración. Se sigue de la Proposición 5.1.8 y del hecho que (S⊥ ∩ T ⊥)⊥ =
S + T .

Proposición 5.1.10. Sean W, Y ∈ L(H)+ y S un subespacio cerrado deH. Entonces

W/S + Y/S ≤ (W + Y)/S .

Demostración. Tenemos que 0 ≤ W/S + Y/S ≤ W + Y y además R(W/S +
Y/S) ⊆ S⊥, por lo tanto W/S + Y/S ≤ (W + Y)/S .

Observación 5.1.11. Usando el Teorema 5.1.6 y las propiedades probadas
para el operador de shorted, es posible deducir fácilmente, las siguientes
propiedades de WS :

1. (WS)/S = 0. De hecho, si escribimos W = W/S +WS . Por la Proposición
5.1.10, tenemos que

W/S = (W/S + WS)/S ≥ (W/S)/S + (WS)/S . (5.4)

Por el Corolario 5.1.9, tenemos que (W/S)/S = W/S+S = W/S , y
volviendo a (5.4), tenemos que W/S ≥ W/S + (WS)/S , entonces 0 ≥
(WS)/S ≥ 0, y por lo tanto (WS)/S = 0,

2. Por el Teorema 5.1.4, como W ∈ L(H)+, tenemos que R(W12) ⊆ R(W1/2
11 ).

Sea d ∈ L(S⊥,S) la solución reducida de la ecuación W1/2
11 x = W12,

entonces

WS =

[
W11 W12

W∗12 d∗d

]
=

[
W1/2

11 0
d∗ 0

] [
W1/2

11 d
0 0

]
,

3. N(WS) = W−1(S⊥). SiM = W1/2(S), tenemos queM⊥ = W−1/2(S⊥),
entonces

N(WS) = N(PMW1/2) = W−1/2(M⊥) =

= W−1/2(W−1/2(S⊥)) = W−1(S⊥),

4. W(S) ⊆ R(WS) ⊆W(S) y las inclusiones pueden ser estrictas. De hecho,
como S ⊆ N(W/S),

W(S) = WS(S) ⊆ R(WS) ⊆ N(WS)⊥ = (W−1(S⊥))⊥ = W(S).
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5.2 operador de shorted y compatibilidad

La siguiente proposición relaciona el operador shorted W/S con los elementos
de P(W,S), cuando el par (W,S) es compatible.

Proposición 5.2.1 ([23]). Sea W ∈ L(H)+ tal que el par (W,S) es compatible. Sea
E ∈ P(W,S) y Q = I − E. Entonces

1. W/S = WQ = Q∗WQ,

2. W/S = mín {E∗WE : E ∈ Q, N(E) = S}. De hecho, esta propiedad es
equivalente a la compatibilidad del par (W,S),

3. R(W/S) = R(W) ∩ S⊥,

4. N(W/S) = N(W) + S .

Demostración.

1. Notar que 0 ≤ WQ = Q∗WQ ≤ W, por la Proposición 4.1.1. También
R(WQ) = R(Q∗W) ⊆ R(Q∗) = R(I − E∗) = N(E∗) = R(E)⊥ = S⊥;
entonces Q∗WQ ≤ W/S . Dado 0 ≤ X ≤ W con R(X) ⊆ S⊥, ya que
N(Q) = S , tenemos que

X = Q∗XQ ≤ Q∗WQ = WQ,

donde la primera igualdad se puede chequear fácilmente porque, usando

la descomposición presentanda en (5.1), X tiene la forma

[
0 0
0 x

]
, con

x ∈ L(S⊥,S⊥) y Q∗ tiene la forma

[
0 0
z I

]
, con z ∈ L(S ,S⊥).

2. Por el item 1., Q∗WQ = W/S y N(Q) = S . Entonces el mínimo se alcanza
en Q por el Teorema 5.1.5.

Recíprocamente, si el mínimo se alcanza para alguna proyección E con
N(E) = S , entonces E∗WE = W/S ≤W, implica que E es W-autoadjunto
por la Proposición 4.1.1. Entonces I − E ∈ P(W,S).

3. Claramente la ecuación W/S = WQ = Q∗W implica que R(W/S) ⊆
R(W) ∩ S⊥. La otra inclusión siempre vale por el Teorema 5.1.6.

4. Como el par (W,S) es compatible, tenemos que H = S + S⊥W (ver
Lema 4.1.2), por lo tanto aplicando W1/2 a ambos lados de la igualdad
obtenemos que

W1/2(H) = W1/2(S) + W1/2(W−1(S⊥)),
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ó equivalentemente

R(W1/2) = W1/2(S) + W−1/2(S⊥) ∩ R(W1/2) =

= W1/2(S)⊕W1/2(S)⊥ ∩ R(W1/2).

En este caso, siM = W1/2(S) entonces

R(W1/2) =M∩ R(W1/2)⊕M⊥ ∩ R(W1/2) =

W1/2(S)⊕M⊥ ∩ R(W1/2),

por lo tanto W1/2(S) =M∩ R(W1/2), entonces W1/2(S) es cerrado en
R(W1/2), y por el Corolario 5.1.7 N(W/S) = N(W) + S .

La condición R(W/S) ⊆ R(W), la cual es necesaria para la compatibilidad
del par (W,S), implica que algún subespacio más grande que S (de hecho
N(W/S)) es W-compatible. La siguiente proposición, probada en [23] muestra
exactamente eso.

Proposición 5.2.2 ([23]). Sea W ∈ L(H)+ y S ⊆ H un subespacio cerrado tal que
R(W/S) ⊆ R(W). Denotemos T = N(W/S). Entonces el par (W, T ) es compatible.

Demostración. La condición R(W/S) ⊆ R(W) implica, por el Teorema de
Douglas 2.1.1 que el conjunto

∆ = {Q ∈ L(H) : WQ = W/S y N(Q) = T }

no es vacío. Sea Q ∈ ∆, entonces Q verifica que N(Q) = T y Q∗W = WQ,
pues W/S es autoadjunto, sólo resta probar que Q2 = Q.

Primero probemos que si Z = W−1/2(S⊥) = W1/2(S)⊥, entonces Q es una
solución de W1/2X = PZW1/2. Recordar que, por el Teorema 5.1.6, W/S =
W1/2PZW1/2, entonces

W1/2(W1/2Q− PZW1/2) = 0.

Si ξ ∈ H, PZW1/2ξ = W1/2Qξ + α, con α ∈ N(W1/2) = R(W1/2)⊥ ⊆ Z .
Entonces

‖α‖2 = 〈PZW1/2ξ, α〉 − 〈W1/2Qξ, α〉 = 〈W1/2ξ, PZα〉 = 〈W1/2ξ, α〉 = 0,

pues α ∈ N(W1/2) y PZα = α.
Por lo tanto W1/2Q = PZW1/2.
Notar también que W1/2Q2 = (PZ )2W1/2 = PZW1/2, entonces

W1/2(Q2 −Q) = 0.
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Sea ρ ∈ R(Q). Entonces Qρ− ρ ∈ N(W) ∩ R(Q). Si Qρ− ρ = Qω, para algún
ω ∈ H, entonces 0 = WQω = W/Sω. Entonces ω ∈ N(W/S) = T = N(Q).
Entonces Qρ = ρ para todo ρ ∈ R(Q). Esto implica que Q2 = Q y por lo tanto
el par (W, T ) es compatible.

Usando la proposición anterior, es posible demostrar la siguiente propiedad,
la cual nos permite establecer una equivalencia entre la compatibilidad del par
(W,S) y el rango y el núcleo del operador shorted W/S .

Teorema 5.2.3 ([23]). Sea W ∈ L(H)+ y S ⊆ H un subespacio cerrado. Entonces
el par (W,S) es compatble si y sólo si R(W/S) = R(W) ∩ S⊥ y N(W/S) =
N(W) + S .

Demostración. Si R(W/S) = R(W) ∩ S⊥ y N(W/S) = N(W) + S = T en-
tonces, por la Proposición 5.2.2, el par (W, T ) es compatible, o equivalente-
mente T + W−1(T ) = H. Pero

N(W) ⊆W−1(S⊥) = W(S)⊥ = W(T )⊥ = W−1(T ⊥),

entonces H = T + W−1(T ⊥) = N(W) + S + W−1(T ⊥) = S + W−1(S⊥) y el
par (W,S) es compatible. La recíproca fue probada en la Proposición 5.2.1.
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P R O B L E M A S D E C U A D R A D O S M Í N I M O S C O N
O P E R A D O R E S

6.1 solución de cuadrados mínimos con peso de la ecuación ax-
b= 0

Dado W ∈ L(H)+, tal que W1/2 ∈ Sp para algún p con 1 ≤ p < ∞, considere-
mos la seminorma de operadores asociada a W,

‖X‖p,W = ‖W1/2X‖p,

para X ∈ L(H). Estudiamos el siguiente problema de aproximación: dados
A ∈ CR(H) y B ∈ L(H), analizar la existencia de

min
X∈L(H)

‖AX− B‖p,W .

Por simplicidad, en esta sección, estudiamos primero el caso B = I, es decir,
estudiamos el problema

min
X∈L(H)

‖AX− I‖p,W . (6.1)

Para estudiar el Problema (6.1) primero introducimos el siguiente problema
asociado: dados W ∈ L(H)+, A ∈ CR(H) y F : L(H)→ L(H)+,

F(X) = (AX− I)∗W(AX− I),

analizamos,

in f
X∈L(H)

F(X), (6.2)

con el orden inducido en L(H) por el cono de operadores positivos. Los
resultados presentados en esta sección fueron publicados en [18].

La siguiente proposición muestra que el ínfimo de la ecuación (6.2) siempre
existe y coincide con el operador de shorted de W en R(A).

6.1.1 Solución de cuadrados mínimos con peso de la ecuación AX− I = 0

Proposición 6.1.1. Sea A ∈ CR(H) y W ∈ L(H)+, entonces el ínfimo del Problema
(6.2) existe y además

in f
X∈L(H)

F(X) = W/R(A).

63
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Demostración. Sea X ∈ L(H), escribiendo W = W/R(A) + WR(A), se sigue que

(I − AX)∗W(I − AX) =

= (I − AX)∗W/R(A)(I − AX) + (I − AX)∗WR(A)(I − AX)

= W/R(A) + (I − AX)∗WR(A)(I − AX) ≥W/R(A),

porque R(A) ⊆ N(W/R(A)) (ver Corolario 5.1.7) y entonces W/R(A)(I− AX) =
W/R(A) = (I − AX)∗W/R(A). Por lo tanto W/R(A) es una cota inferior de F(X).

Si C ≥ 0 es otra cota inferior de F(X), entonces

C ≤ F(X), para cada X ∈ L(H).

En particular,
C ≤ E∗WE,

donde E es cualquier proyección tal que N(E) = R(A). De hecho R(I − E) =
N(E) = R(A), entonces por el Teorema de Douglas 2.1.1, existe X0 ∈ L(H),
tal que (I − E) = AX0, es decir, (−E) = AX0 − I. Por lo tanto, por el Teorema
5.1.5

C ≤ in f {E∗WE : E2 = E, N(E) = R(A)} = W/R(A).

Entonces,
W/R(A) = in f

X∈L(H)

F(X).

Teorema 6.1.2. Sea A ∈ CR(H) y W ∈ L(H)+. Entonces el Problema (6.2) tiene
mínimo, es decir, existe X0 ∈ L(H) tal que

F(X0) = min
X∈L(H)

F(X) = W/R(A)

si y sólo si el par (W, R(A)) es compatible.

Demostración. Supongamos que el Problema (6.2) tiene un mínimo, en este
caso, por la Proposición 6.1.1 se cumple que

min
X∈L(H)

F(X) = W/R(A).

Si X0 ∈ L(H) es tal que F(X0) = min
X∈L(H)

F(X) = W/R(A), entonces dado que

W = W/R(A) + WR(A), se sigue que

W/R(A) = (AX0 − I)∗W(AX0 − I) = W/R(A) + (AX0 − I)∗WR(A)(AX0 − I).

Por lo tanto
(AX0 − I)∗WR(A)(AX0 − I) = 0,
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entonces,
W1/2

R(A)
(AX0 − I) = 0,

y entonces por la Observación 5.1.11

R(AX0 − I) ⊆ N(WR(A)) = W−1(R(A)⊥).

Por lo tanto
W(R(AX0 − I)) ⊆ R(A)⊥ ∩ R(W).

Entonces

R(W/R(A)) = R((AX0 − I)∗W(AX0 − I)) ⊆ (AX0 − I)∗(R(A)⊥ ∩ R(W)) =

R(A)⊥ ∩ R(W),

porque A∗(R(A)⊥) = {0}. Entonces, R(W/R(A)) = R(A)⊥ ∩ R(W), pues
R(A)⊥ ∩ R(W) siempre está contenido in R(W/R(A)) (ver Teorema 5.1.6).

También x ∈ N(W/R(A)) si y sólo si W1/2(AX0 − I)x = 0, ó equivalente-
mente (AX0 − I)x ∈ N(W). En este caso x ∈ N(W) + R(A), y entonces

N(W/R(A)) = N(W) + R(A),

pues N(W) + R(A) está siempre contenido en N(W/R(A)) (ver Corolario 5.1.7).
Por lo tanto R(W/R(A)) = R(A)⊥ ∩ R(W) y N(W/R(A)) = N(W) + R(A) y por
el Teorema 5.2.3, el par (W, R(A)) es compatible.

Recíprocamente, si el par (W, R(A)) es compatible, entonces por la Proposi-
ción 5.2.1,

W/R(A) = min{E∗WE : E2 = E, N(E) = R(A)}.

Sea E0 tal que E2
0 = E0, N(E0) = R(A) y W/R(A) = E∗0WE0. Considerar

X0 = A†(I − E0), entonces −E0 = AX0 − I y F(X0) = W/R(A).

Corolario 6.1.3. Sea A ∈ CR(H) y W ∈ L(H)+. Entonces el Problema (6.2) tiene
mínimo, es decir, existe X0 ∈ L(H) tal que

F(X0) = min
X∈L(H)

F(X) = W/R(A)

si y sólo si el ángulo de Dixmier c0(R(A)⊥, W(R(A))) < 1.

Demostración. Se sigue del Teorema 6.1.2 y del Teorema 4.1.5.

Si el par (W, R(A)), es compatible entonces por el Teorema 6.1.2, el Problema
(6.2) alcanza un mínimo, es decir, existe X0 ∈ L(H) tal que F(X0) = W/R(A).
Considerar el conjunto

M = {X ∈ L(H) : F(X) = W/R(A)}.

La próxima proposición da una caracterización de los elementos de M.
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Proposición 6.1.4. Si el par (W, R(A)) es compatible, entonces las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

1. X0 ∈ M, es decir F(X0) = min
X∈L(H)

F(X),

2. X0 es una W-inversa de A,

3. X0 es una solución de la ecuación normal

A∗W(AX− I) = 0.

Demostración. 1.⇔ 2. : Sea X0 ∈ M entonces

〈 F(X0)x, x 〉 ≤ 〈 F(X)x, x 〉 , para cada x ∈ H y cada X ∈ L(H),

ó equivalentemente

‖AX0x− x‖2
W ≤ ‖AXx− x‖2

W , para cada x ∈ H y cada X ∈ L(H).

Para cada x ∈ H, dado z ∈ H, sea X ∈ L(H) tal que z = Xx. Entonces

‖AX0x− x‖2
W ≤ ‖Az− x‖2

W , para cada x ∈ H y cada z ∈ H.

Por lo tanto X0 es una W-inversa de A.
Recíprocamente, dado que el par (W, R(A)) es compatible, por el Teorema

4.2.3, el operador A admite una W-inversa. Si X0 es una W-inversa de A,
entonces dado X ∈ L(H) obtenemos

‖AX0x− x‖2
W ≤ ‖AXx− x‖2

W , para cada x ∈ H,

entonces F(X0) ≤ F(X) para cada X ∈ L(H), es decir X0 ∈ M.
La equivalencia 2.⇔ 3. fue establecida en el Teorema 4.2.3, para B = I.

El siguiente resultado prueba la equivalencia entre la existencia del mínimo
del Problema (6.1) y la compatibilidad del par (W, R(A)).

Teorema 6.1.5. Sea A ∈ CR(H) y W ∈ L(H)+, tal que W1/2 ∈ Sp, para algún
p con 1 ≤ p < ∞. El Problema (6.1) tiene mínimo si y sólo si el par (W, R(A)) es
compatible.

En este caso,
min

X∈L(H)
‖AX− I‖p,W = ‖W1/2

/R(A)
‖p.

Mas aún, X0 ∈ L(H) satisface

‖AX0 − I‖p,W = ‖W1/2
/R(A)

‖p,

si y sólo si X0 es una W-inversa de A.
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Demostración. Si el par (W, R(A)) es compatible, entonces por el Teorema
6.1.2, existe X0 ∈ L(H) tal que F(X0) = minX∈L(H)F(X) = W/R(A), es decir

W/R(A) = F(X0) ≤ F(X), para cada X ∈ L(H).

Dado que W1/2 ∈ Sp, por la Proposición 3.1.15,

‖W1/2
/R(A)

‖p = ‖W1/2(AX0 − I)‖p = ‖AX0 − I‖p,W ≤ ‖AX− I‖p,W ,

para cada X ∈ L(H), entonces

min
X∈L(H)

‖AX− I‖p,W = ‖AX0 − I‖p,W = ‖W1/2
/R(A)

‖p.

Para probar la recíproca, para 1 ≤ p < ∞, consideremos Fp : Sp → R+,

Fp(X) = ‖W1/2(AX− I)‖p
p.

Por el Teorema 3.2.7 y el Teorema 3.2.10, Fp tiene una derivada φ− direccional
para todo φ ∈ [0, 2π). Entonces es fácil chequear que, para cada X, Y ∈ L(H)
y φ ∈ [0, 2π),

DφFp(X, Y) = DφGp(W1/2(AX− I), W1/2AY),

donde Gp(X) = ‖X‖p
p.

Supongamos que el Problema (6.1) admite mínimo, es decir existe X0 ∈
L(H), un mínimo global de ‖AX − I‖p,W . Entonces X0 es un mínimo global
de Fp y, por Lema 3.2.4, tenemos

in f
0≤φ<2π

(DφFp(X0, Y)) ≥ 0, para cada Y ∈ L(H).

Sea W1/2(AX0− I) = U|W1/2(AX0− I)| la descomposición polar del operador
W1/2(AX0 − I), con U una isometría parcial con N(U) = N(W1/2(AX0 − I)),
P = PN(W1/2(AX0−I)) y Q = PN((W1/2(AX0−I))∗).

Si p = 1, por el Corolario 3.2.14 se sigue, para cada φ ∈ [0, 2π)

0 ≤ DφF1(X0, Y) = Re [eiφtr(U∗W1/2AY)] + ‖QW1/2AYP‖1,

para cada Y ∈ L(H). Considerando una φ adecuada para cada Y ∈ L(H),
obtenemos

|tr(U∗W1/2AY)| ≤ ‖QW1/2AYP‖1, para cada Y ∈ L(H).

Observar que R(Q) = N(U∗) y R(P) = N(U), por lo tanto U∗Q = PU∗ = 0.
Sea Y ∈ L(H) entonces |tr(U∗W1/2AY)| = |tr((I − P)U∗W1/2AY)| =
|tr(U∗W1/2AY(I − P))| ≤ ‖QW1/2AY(I − P)P‖1 = 0. Entonces

tr(U∗W1/2AY) = 0, para cada Y ∈ L(H).



68 problemas de cuadrados mínimos con operadores

Por lo tanto
U∗W1/2A = 0.

Entonces
R(W1/2A) ⊆ N(U∗) = N((AX0 − I)∗W1/2).

Por lo tanto
(AX0 − I)∗W1/2(W1/2A) = 0,

ó equivalentemente
A∗WAX0 = A∗W,

y por el Teorema 4.2.3 y el Teorema 4.1.3, el par (W, R(A)) es compatible.

Si 1 < p < ∞, por el Corolario 3.2.8 se sigue, para cada φ ∈ [0, 2π)

0 ≤ DφFp(X0, Y) = p Re [eiφtr(|W1/2(AX0 − I)|p−1U∗W1/2AY)],

para cada Y ∈ L(H). Tomando φ adecuado para cada Y, se sigue que

|W1/2(AX0 − I)|p−1U∗W1/2A = 0.

Por la Proposición A.2.3, vale que
N(|W1/2(AX0 − I)|p−1) = N(|W1/2(AX0 − I)|), entonces se sigue que

|W1/2(AX0 − I)|U∗W1/2A = 0,

y por lo tanto
A∗WAX0 = A∗W.

Por el Teorema 4.2.3 y el Teorema 4.1.3, el par (W, R(A)) es compatible.

Finalmente, si X0 ∈ L(H) minimiza el Problema (6.1), hemos probado
que X0 es una solución de la ecuación normal A∗W(AX − I) = 0 y por la
Proposición 6.1.4, es una W- inversa de A. Recíprocamente, si X0 es una W-
inversa de A, entonces por la Proposición 6.1.4, X0 minimiza (6.2), y por la
Proposición 3.1.15, minimiza (6.1).

Observación 6.1.6. Sea ||| · ||| una norma unitariamente invariante en un ideal
no nulo J de L(H). Dado W ∈ L(H)+ tal que W1/2 ∈ J , considerar la
seminorma asociada a W dada por

‖X‖W = |||W1/2X|||,

para X ∈ L(H). Sea A ∈ CR(H), si el par (W, R(A)) es compatible, entonces
existe el mínimo del conjunto {‖AX− I‖W : X ∈ L(H)} y

min
X∈L(H)

‖AX− I‖W = |||W1/2
/R(A)

|||.

En particular si J = L(H) y consideramos la norma de operadores ‖ · ‖, la
observación también vale.
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De hecho, si el par (W, R(A)) es compatible, por el Teorema 6.1.2, existe
X0 ∈ L(H) tal que F(X0) = minX∈L(H)F(X) = W/R(A), es decir

W/R(A) = F(X0) ≤ F(X), para cada X ∈ L(H).

Dado que W1/2 ∈ J , por Proposición 3.1.15,

|||W1/2
/R(A)

||| = |||W1/2(AX0 − I)||| ≤ |||W1/2(AX− I)||| = ‖AX− I‖W ,

para cada X ∈ L(H), entonces

min
X∈L(H)

‖AX− I‖W = ‖AX0 − I‖W = |||W1/2
/R(A)

|||.

6.1.2 Solución de cuadrados mínimos con peso de la ecuación AX− B = 0

En esta sección, estudiamos el problema general presentado al principio del
capítulo: dado A ∈ CR(H), B ∈ L(H) y W ∈ L(H)+ tal que W1/2 ∈ Sp para
algún p con 1 ≤ p < ∞, analizar la existencia de

min
X∈L(H)

‖AX− B‖p,W . (6.3)

Para estudiar el Problema (6.3) introducimos el siguiente problema asociado:
dado A ∈ CR(H), B ∈ L(H), W ∈ L(H)+ y G : L(H)→ L(H),

G(X) = (AX− B)∗W(AX− B),

analizar la existencia de

in f
X∈L(H)

G(X), (6.4)

Lema 6.1.7. Sea A ∈ CR(H), B ∈ L(H) y W ∈ L(H)+, entonces el conjunto
{B∗E∗WEB : E2 = E, N(E) = R(A)} tiene ínfimo y

B∗W/R(A)B = in f {B∗E∗WEB : E2 = E, N(E) = R(A)}.

Demostración. Si W es inversible, entonces el par (W, R(A)) es compatible (ver
4.1) y, por la Proposición 5.2.1,

W/R(A) = min {E∗WE : E2 = E, N(E) = R(A)}.

En este caso existe una única proyección E0 donde se alcanza el mínimo (ver
[24]), es decir W/R(A) = E∗0WE0. Entonces

B∗W/R(A)B = B∗E∗0WE0B ≤ B∗E∗WEB,
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para cada proyección E con N(E) = R(A), y entonces

min{B∗E∗WEB : E2 = E, N(E) = R(A)} = B∗W/R(A)B.

Para W ∈ L(H)+ no inversibles, por el Teorema 5.1.5, siempre vale que

B∗W/R(A)B ≤ B∗E∗WEB, para cada proyección E tal que N(E) = R(A).

Por lo tanto B∗W/R(A)B es una cota inferior de {B∗E∗WEB : E2 = E, N(E) =
R(A)}.

Si C ≥ 0 es otra cota inferior de {B∗E∗WEB : E2 = E, N(E) = R(A)},
entonces para cualquier ε > 0, y cualquier proyeccíon E ∈ L(H) con N(E) =
R(A), tenemos

C ≤ B∗E∗WEB ≤ B∗E∗(W + εI)EB.

Dado que W + εI es positivo e inversible, se sigue que C ≤ B∗(W + εI)/R(A)B, y
dado que ε is arbitrario, por el Corolario 5.1.3, concluimos que C ≤ B∗W/R(A)B.

Proposición 6.1.8. Sea A ∈ CR(H), B ∈ L(H) y W ∈ L(H)+, entonces el ínfimo
del Problema (6.4) existe y además

in f
X∈L(H)

G(X) = B∗W/R(A)B.

Demostración. Siguiendo la misma idea que en la Proposición 6.1.1, sea X ∈
L(H), entonces

(B− AX)∗W(B− AX) =

(B− AX)∗W/R(A)(B− AX) + (B− AX)∗WR(A)(B− AX) =

B∗W/R(A)B + (B− AX)∗WR(A)(B− AX) ≥ B∗W/R(A)B,

pues R(A) ⊆ N(W/R(A)). Entonces B∗W/R(A)B es una cota inferior de G(X).
Si C ≥ 0 es otra cota inferior de G(X), entonces

C ≤ G(X), para cada X ∈ L(H).

En particular,
C ≤ B∗E∗WEB,

donde E es cualquier proyección tal que N(E) = R(A); de hecho R((I −
E)B) ⊆ R(I − E) = N(E) = R(A), entonces por el Teorema 2.1.1, existe
X0 ∈ L(H), tal que (I − E)B = AX0, es decir (−EB) = AX0 − B.

Por lo tanto por el Lema 6.1.7

C ≤ in f {B∗E∗WEB : E2 = E, N(E) = R(A)} = B∗W/R(A)B.

Entonces,
B∗W/R(A)B = in f

X∈L(H)

G(X).
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Teorema 6.1.9. Sea A ∈ CR(H), W ∈ L(H)+ y B ∈ L(H). El Problema (6.4) tiene
mínimo, es decir, existe X0 ∈ L(H) tal que

min
X∈L(H)

G(X) = G(X0) = B∗W/R(A)B

si y sólo si R(B) ⊆ R(A) + R(A)⊥W .

Demostración. Supongamos que el Problema (6.4) tiene un mínimo y sea
y ∈ R(B), entonces existe x ∈ H tal que y = Bx. Si X0 ∈ L(H) es tal que
G(X0) = minX∈L(H)G(X) entonces

〈G(X0)x, x 〉 ≤ 〈G(X)x, x 〉 , para cada X ∈ L(H),

ó equivalentemente,

‖(AX0 − B)x‖W ≤ ‖(AX− B)x‖W , para cada X ∈ L(H).

Sea u0 = X0x y sea z ∈ H arbitrario, entonces existe X ∈ L(H) tal que z = Xx.
Por lo tanto,

‖Au0 − Bx‖W ≤ ‖Az− Bx‖W , para cada z ∈ H.

Por lo tanto u0 es una W−LSS de Az = Bx, entonces por el Teorema 4.2.1

y = Bx ∈ R(A) + R(A)⊥W ,

concluyendo que R(B) ⊆ R(A) + R(A)⊥W .
Recíprocamente, si R(B) ⊆ R(A) + R(A)⊥W , por el Teorema 4.2.3, el opera-

dor A admite una W-inversa en R(B). Sea X0 una W-inversa de A en R(B),
entonces

‖AX0x− Bx‖W ≤ ‖Az− Bx‖W , para cada x, z ∈ H.

En particular, dado X ∈ L(H), consideremos z = Xx. Entonces para cada
x ∈ H,

‖AX0x− Bx‖W ≤ ‖AXx− Bx‖W .

Entonces,

‖AX0x− Bx‖W ≤ ‖AXx− Bx‖W , para cada x ∈ H y para cada X ∈ L(H),

ó equivalentemente

G(X0) ≤ G(X), para cada X ∈ L(H),

por lo tanto el conjunto {G(X) : X ∈ L(H)} admite un elemento mínimo.

Si R(B) ⊆ R(A) + R(A)⊥W , entonces por el Teorema 6.1.9, el Problema (6.4)
alcanza un mínimo, más precisamente probamos que cada W-inversa de A en
R(B) minimiza G(X), es decir si V0 ∈ L(H) es una W-inversa de A en R(B),
entonces G(V0) = B∗W/R(A)B. Consideremos el conjunto

MB = {X ∈ L(H) : G(X) = B∗W/R(A)B}.

La próxima proposición da una caracterización de los elementos de MB.
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Proposición 6.1.10. Sea A ∈ CR(H), B ∈ L(H) y W ∈ L(H)+. Si R(B) ⊆
R(A) + R(A)⊥W entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1. V ∈ MB, es decir G(V) = min
X∈L(H)

G(X),

2. V es una W-inversa de A en R(B),

3. V es una solución de la ecuación normal

A∗W(AX− B) = 0.

Demostración. 1.⇔ 2. : Se sigue de la demostración del Teorema 6.1.9.
2.⇔ 3. : Fue probado en el Teorema 4.2.3.

Teorema 6.1.11. Sea A ∈ CR(H), B ∈ L(H) y W ∈ L(H)+, tal que W1/2 ∈ Sp,
para algún p con 1 ≤ p < ∞. El Problema (6.3) admite un mínimo si y sólo si
R(B) ⊆ R(A) + R(A)⊥W .

En este caso
min

X∈L(H)
‖AX− B‖p,W = ‖W1/2

/R(A)
B‖p.

Más aún, X0 ∈ L(H) satisface

‖AX0 − B‖p,W = ‖W1/2
/R(A)

B‖p,

si y sólo si X0 es una W-inversa de A en R(B).

Demostración. Si R(B) ⊆ R(A) + R(A)⊥W , por el Teorema 6.1.9, existe X0 ∈
L(H) tal que G(X0) = min

X∈L(H)
G(X) = B∗W/R(A)B, es decir

G(X0) = B∗W/R(A)B ≤ G(X), para cada X ∈ L(H).

Dado que W1/2 ∈ Sp, por la Proposición 3.1.15, se sigue que

‖W1/2
/R(A)

B‖p = ‖W1/2(AX0 − B)‖p = ‖AX0 − B‖p,W ≤ ‖AX− B‖p,W ,

para cada X ∈ L(H), entonces

min
X∈L(H)

‖AX− B‖p,W = ‖AX0 − B‖p,W = ‖W1/2
/R(A)

B‖p.

La recíproca se prueba de manera similar a como se realizó en el Teorema
6.1.5.

Finalmente, si X0 ∈ L(H) minimiza (6.3), probamos que X0 es una solución
de la ecuación normal A∗W(AX − B) = 0 y por el Teorema 4.2.3, es una W-
inversa de A en R(B). Recíprocamente, si X0 es una W-inversa de A en R(B),
entonces por la Proposición 6.1.10, X0 minimiza (6.4), y por la Proposición
3.1.15, minimiza (6.3).
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Observación 6.1.12. 1. Sea A ∈ CR(H) y W ∈ L(H)+. El Problema (6.4)
tiene un mínimo para todo B ∈ L(H) si y sólo si el par (W, R(A)) es
compatible. De hecho, si el par (W, R(A)) es compatible entonces para
cada B ∈ L(H), tenemos R(B) ⊆ H = R(A) + R(A)⊥W (ver Teorema
4.1.3), y por el Teorema 6.1.9, el Problema (6.4) tiene un mínimo para
todo B ∈ L(H). La recíproca se sigue del Teorema 6.1.2 tomando B = I.

2. Sea A ∈ CR(H), B ∈ L(H) con R(B) = H y W ∈ L(H)+. Si el Problema
(6.4) tiene un mínimo, entonces el par (W, R(A)) es cuasi-compatible
(ver Sección 4.1, para definiciones y propiedades de cuasi-compatibilidad
y ver Sección 2.1.3, para generalidades de operadores no acotados).

De hecho, si el Problema (6.4) tiene un mínimo, entonces por el Teorema
6.1.9, R(B) ⊆ R(A) + R(A)⊥W , por lo tanto
H = R(B) ⊆ R(A) + R(A)⊥W .

Sea N = R(A) ∩ R(A)⊥W . Notar que

R(A) + R(A)⊥W = R(A)+̇(R(A)⊥W ∩N⊥)

y definamos Q = PR(A)//R(A)⊥W	N . Entonces Q es una proyección cerrada
con dominio denso y por la Proposición 4.1.6, Q es W- simétrica y el par
(W, R(A)) es cuasi-compatible.

El caso de la norma de operadores

En [54], se establece una fórmula de la derivada φ-direccional para la norma
de operadores. Más precisamente, sea

S∞ = {X ∈ L(H) compacto, tal que ‖X‖∞ < ∞},

donde ‖X‖∞ = sup
f∈H, ‖ f ‖=1

‖X f ‖, la norma usual de operadores. El siguiente

teorema proporciona una fórmula para la derivada φ-direccional del operador
G∞ = ‖X‖∞.

Teorema 6.1.13. Sea G∞ : S∞ → R+, G∞ = ‖X‖∞ y sea X, Y ∈ S∞. Entonces G∞
tiene una derivada φ− direccional dada por

DφG∞(X, Y) = max
f∈Φ, ‖ f ‖=1

Re [eiφ〈U∗Y f , f 〉],

donde Φ es el subespacio donde X alcanza su norma, Re(z) es la parte real del número
complejo z y X = U|X|, es la descomposición polar del operador X.

Demostración. Ver [54, Teorema 2.6].

El siguiente lema, probado en [54, Corolario 2.8], caracteriza los mínimos
globales del operador ‖W1/2(AX− B)‖∞.
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Lema 6.1.14. Sea A ∈ CR(H), B ∈ L(H) y W ∈ L(H)+, tal que W1/2 ∈ S∞.
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1. X0 ∈ L(H) es un mínimo global de ‖W1/2(AX− B)‖∞.

2. in f
0≤φ<2π

max
f∈Φ, ‖ f ‖=1

Re [eiφ〈U∗W1/2AY f , f 〉] ≥ 0, para cada Y ∈ L(H), donde

W1/2(AX0 − B) = U|W1/2(AX0 − B)|, es la descomposición polar del opera-
dor W1/2(AX0 − B), y Φ es el subespacio donde W1/2(AX0 − B) alcanza su
norma.

3. Para cada Y ∈ L(H), existe un vector fY ∈ Φ, tal que

W1/2AY fY ⊥W1/2(AX0 − B) fY.

Proposición 6.1.15. Sea A ∈ CR(H), B ∈ L(H) y W ∈ L(H)+, tal que W1/2 ∈
S∞. X0 ∈ L(H) es un mínimo del Problema (6.3) para p = ∞, si y sólo si, existe
f ∈ Φ, f 6= 0 tal que

A∗W(AX0 − B) f = 0,

donde Φ es el subespacio donde W1/2(AX0 − B) alcanza su norma.

Demostración. Sea X0 ∈ L(H) un mínimo global de ‖W1/2(AX− B)‖∞, por el
Lema 6.1.14, tenemos que para cada Y ∈ L(H) existe fY ∈ Φ, tal que

〈Y fY, A∗W(AX0 − B) fY 〉 = 0. (6.5)

Sea Y0 = A∗W(AX0 − B), entonces volviendo a (6.5) tenemos〈
Y0 fY0 , Y0 fY0

〉
= 0.

Por lo tanto
A∗W(AX0 − B) fY0 = 0,

y obtenemos la primer conclusión.
Recíprocamante, sea f ∈ Φ no nulo, tal que A∗W(AX0 − B) f = 0. Entonces

〈Y f , A∗W(AX0 − B) f 〉 = 0, para cada Y ∈ L(H).

Por lo tanto, por el Lema 6.1.14, X0 es un mínimo de ‖W1/2(AX− B)‖∞.

Observación 6.1.16. Sea A ∈ CR(H), B ∈ L(H) y W ∈ L(H)+, tal que
W1/2 ∈ S∞. Si R(B) ⊆ R(A) + R(A)⊥W , por la Proposición 4.2.3 , existe
X0 ∈ L(H), tal que A∗W(AX0 − B) = 0, entonces

A∗W(AX0 − B) f = 0, para cada f ∈ Φ,

y por la Proposición 6.1.15, X0 es un mínimo del Problema (6.3) para p = ∞.
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6.2 solución de norma mínima

En esta sección estamos interesados en caracterizar entre todos los operadores
que realizan el mínimo de G, aquellos que tienen norma mínima. Dados
A ∈ CR(H), B ∈ L(H) y W ∈ L(H)+, tal que R(B) ⊆ R(A) + R(A)⊥W ,
definimos

B′ = (A∗WA)† A∗WB ∈ L(H).

Consideremos el conjunto

MB = {X ∈ L(H) : G(X) = min
X∈L(H)

G(X) = B∗W/R(A)B},

entonces por la Proposición 6.1.10, el Teorema 4.2.3 y el Corolario 4.2.4, tenemos
que

MB = {X ∈ L(H) : A∗W(AX− B) = 0} =
{X = B′ + PN(A∗WA)Z : Z ∈ L(H)}. (6.6)

Sea W2 ∈ L(H)+, tal que W1/2
2 ∈ Sq, para algún q con 1 ≤ q < ∞. Analiza-

mos la existencia de

min
X∈MB

‖X‖q,W2 . (6.7)

Teorema 6.2.1. Sea A ∈ CR(H), W ∈ L(H)+, W2 ∈ L(H)+, tal que W1/2
2 ∈ Sq,

para algún q con 1 ≤ q < ∞ y sea B ∈ L(H), tal que R(B) ⊆ R(A) + R(A)⊥W .
Entonces X1 ∈ MB es un mínimo del Problema 6.7, es decir,

min
X∈MB

‖X‖q,W2 = ‖X1‖q,W2 ,

si y sólo si R(W2X1) ⊆ N(WA)⊥.

Demostración. Observar que, si X ∈ MB, usando (6.6), el Problema (6.7) tiene
mínimo si y sólo si existe

min
Z∈L(H)

‖PN(A∗WA)Z + B′‖q,W2 . (6.8)

Entonces, por el Teorema 6.1.11 y la Proposición 6.1.10, Z1 ∈ L(H) es un
mínimo del Problema (6.8) si y sólo si, Z1 es tal que

PN(A∗WA)W2(PN(A∗WA)Z1 + B′) = 0, (6.9)

si y sólo si X1 = PN(A∗WA)Z1 + B′ ∈ MB, es un mínimo del Problema (6.7) y

PN(A∗WA)W2X1 = 0,

si y sólo si R(W2X1) ⊆ N(A∗WA)⊥ = N(WA)⊥.

A continuación, definiremos las WW2-inversas de A. En el contexto de
espacios de dimensión finita, dichas inversas son llamadas las inversas de
mínima seminorma de cuadrados mínimos [73, 66].
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Definición. Dados A ∈ CR(H), B ∈ L(H) y W, W2 ∈ L(H)+, X1 ∈ L(H) es
una WW2-inversa de A en R(B), si X1 es una W-inversa de A en R(B) y para
cada x ∈ H, X1x tiene mínima W2-seminorma entre las W-LSS de Az = Bx, es
decir

‖X1x‖W2 ≤ ‖u‖W2 , para cada x ∈ H y para cada u W-LSS de Az = Bx.

Cuando B = I, X1 se llama WW2-inversa de A, ver [20].

Proposición 6.2.2. Sea A ∈ CR(H), B ∈ L(H) y W, W2 ∈ L(H)+, tal que
W1/2

2 ∈ Sq para algún q, con 1 ≤ q < ∞. Supongamos que R(B) ⊆ R(A) +
R(A)⊥W , entonces X1 realiza el mínimo del Problema (6.7), es decir, X1 ∈ MB es tal
que

min
X∈MB

‖X‖q,W2 = ‖X1‖q,W2 ,

si y sólo si X1 es una WW2-inversa de A en R(B).

Demostración. Supongamos que X1 es una WW2-inversa de A en R(B), en-
tonces como X1 es una W-inversa de A en R(B), por la Proposición 6.1.10,
tenemos que X1 ∈ MB. Por otra parte,

‖X1x‖W2 ≤ ‖u‖W2 , para cada x ∈ H y para cada u W-LSS de Az = Bx.

Sea X ∈ MB, entonces por la Proposición 6.1.10 y el Corolario 4.2.4,

X = B′ + L,

donde R(L) ⊆ N(A∗WA). Sea x ∈ H, entonces por el Teorema 4.2.1, Xx es
una W-LSS de Az = Bx, para cada X ∈ MB y para cada x ∈ H. Entonces

‖X1x‖W2 ≤ ‖Xx‖W2 , para cada x ∈ H y para cada X ∈ MB,

por lo tanto X∗1W2X1 = min
X∈MB

X∗W2X. Finalmente, como W1/2
2 ∈ Sq para algún

q, con 1 ≤ q < ∞, usando la Proposición 3.1.15, se concluye que

min
X∈MB

‖X‖q,W2 = ‖X1‖q,W2 .

Recíprocamente, si X1 ∈ MB es tal que

min
X∈MB

‖X‖q,W2 = ‖X1‖q,W2 ,

por la Proposición 6.1.10, X1 es una W-inversa de A en R(B). Por otra parte,
por el Teorema 6.2.1, tenemos R(W2X1) ⊆ N(WA)⊥.

Sea x ∈ H, entonces por el Teorema 4.2.1, cualquier W-LSS de Az = Bx, se
puede escribir como

u = X1x + h,
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con h ∈ N(A∗WA). Por lo tanto

‖u‖2
W2

= 〈W2u, u 〉 = 〈W2(X1x + h), X1x + h 〉 =

= 〈W2X1x, X1x 〉+ 〈W2h, h 〉 ≥ 〈W2X1x, X1x 〉 = ‖X1x‖W2 ,

para cada x ∈ H, donde usamos R(W2X1) ⊆ N(A∗WA)⊥. Luego X1 es una
WW2-inversa de A en R(B).

En esta sección, estudiamos también, el siguiente problema de interés, que
está relacionado con el Problema (6.7): dados A ∈ CR(H), W, W2 ∈ L(H)+ y
B ∈ L(H), analizar la existencia de

min
X∈MB

X∗W2X, (6.10)

donde el orden es el inducido por el cono de operadores positivos de L(H).

Teorema 6.2.3. Sea A ∈ CR(H), W, W2 ∈ L(H)+, y B ∈ L(H), tal que R(B) ⊆
R(A) + R(A)⊥W . Entonces X1 ∈ MB es un mínimo del Problema (6.10), es decir,

X∗1W2X1 = min
X∈MB

X∗W2X

si y sólo si R(W2X1) ⊆ N(WA)⊥.

Demostración. Observar que, si X ∈ MB, usando (6.6), el Problema (6.10) tiene
mínimo si y sólo existe

min
Z∈L(H)

(PN(A∗WA)Z + B′)∗W2(PN(A∗WA)Z + B′), (6.11)

donde el orden es el inducido por el cono de operadores positivos de L(H).
Entonces, con argumentos similares a los usados en la prueba del Teorema 6.2.1,
se concluye que X1 es un mínimo del Problema (6.10) si y sólo si R(W2X1) ⊆
N(A∗WA)⊥ = N(WA)⊥.

6.2.1 Caso B = I

A continuación, caracterizaremos los operadores que minimizan el Problema
(6.7) para el caso B = I (o para el caso en que el operador B es sobreyectivo).
En este caso, notamos MI = M.

Teorema 6.2.4. Sea A ∈ CR(H) y W, W2 ∈ L(H)+, tal que W1/2
2 ∈ Sq para algún

q, con 1 ≤ q < ∞. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1. Los pares (W, R(A)) y (W2, N(WA)) son compatibles,

2. el Problema (6.7) tiene mínimo, es decir, existe X1 ∈ M tal que

min
X∈M
‖X‖q,W2 = ‖X1‖q,W2 ,
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3. el operador A admite una WW2-inversa.

Demostración.
1.⇒ 2. : Dado que el par (W, R(A)) es compatible, por el Teorema 4.1.3 y

la Proposición 4.2.3, existe D ∈ L(H) una solución de la ecuación A∗W(AX−
I) = 0 y dado que el par (W2, N(WA)) es compatible, sea T2 ∈ P(W2, N(WA)).

Definamos
X1 = (I − T2)A†T1,

con T1 = AD. Entonces

A∗WAX1 = A∗WAA† AD− A∗WAT2A†T1 = A∗WAD = A∗W,

donde usamos R(T2) = N(WA). Por lo tanto, X1 ∈ M.
Finalmente, tenemos que

R(W2X1) = W2R(X1) ⊆W2R(I − T2) ⊆W2[R(W2T2)
⊥] =

W2[(W2N(WA))⊥] = W2[W−1
2 (N(WA)⊥)] ⊆ N(WA)⊥,

donde usamos R(T2) = N(WA) y ya que W2T2 = T∗2 W2 y T2
2 = T2, tenemos

R(I − T2) ⊆ R(W2T2)
⊥. Por lo tanto por el Teorema 6.2.1,

min
X∈MB

‖X‖q,W2 = ‖X1‖q,W2 .

2.⇒ 3. : Se sigue de la Proposición 6.2.2
3.⇒ 1. : Sea X1 una WW2-inversa de A, entonces X1 es una W-inversa de

A y por el Teorema 4.2.3, tenemos que H = R(A) + R(A)⊥W , luego por el
Teorema 4.1.3, el par (W, R(A)) es compatible.

Por otro lado, si definimos N = R(A)⊥W ∩ R(A), tenemos que H =
R(A)u (R(A)⊥W 	 N ) y la proyección oblicua Q = PR(A)//R(A)⊥W	N , está
bien definida.

Dado x ∈ H, sea ux = A†Qx, luego para cada z ∈ H, ux + PN(WA)z, es
una W-LSS de Az = x. De hecho, A∗WA(ux + PN(WA)z) = A∗WAA†Qx =
A∗WQx = A∗Wx y por el Teorema 4.2.1 obtenemos la conclusión. Por lo tanto,
dado que X1 es una WW2-inversa de A, tenemos que

‖X1x‖W2 = min
z∈H
‖ux + PN(WA)z‖W2 . (6.12)

Observar que, dado que X1 es una W-inversa de A, por el Teorema 4.2.3,
X1 es una solución de la ecuación A∗W(AX − I) = 0. Por lo tanto, existe
zx ∈ N(WA) tal que X1x = ux + zx = ux + PN(WA)zx. Volviendo a (6.12),
tenemos que

‖ux + PN(WA)zx‖W2 = min
z∈H
‖ux + PN(WA)z‖W2 .

Por lo tanto zx es una W2-LSS de PN(WA)z = −ux.
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Observar que {ux : x ∈ H} = {A†Qx : x ∈ H} = R(A†Q) = A†R(A) =
N(A)⊥. Más aún, dado que N(A) ⊆ N(WA), la ecuación PN(WA)z = −ux,
admite una solución exacta (la cual es también una W2-LSS) para cada x ∈
N(A). Por lo tanto, la ecuación PN(WA)z = −ux admite una W2-LSS para cada
x ∈ H, entonces por el Teorema 4.2.2, el par (W2, N(WA)) es compatible.

Proposición 6.2.5. Sea A ∈ CR(H) y W, W2 ∈ L(H)+. Supongamos que el par
(W, R(A)) es compatible, entonces si X1 es una WW2-inversa de A, entonces X1 es
un W-inversa de A y A es una W2-inversa de X1.

Demostración. Si X1 ∈ L(H) es una WW2-inversa de A, entonces X1 es una
W−inversa de A y por la Proposición 6.1.10, X1 cumple que

A∗WAX1 = A∗W,

es decir
WAX1 = (AX1)

∗WAX1 ≥ 0,

por lo tanto AX1 es W-autoadjunto. Entonces

WA = (AX1)
∗WA = WAX1A,

entonces tenemos
A∗WA = A∗WAX1A,

ó equivalentemente R(I − X1A) ⊆ N(A∗WA). Por lo tanto, para cada x ∈ H,
por el Teorema 4.2.1, se sigue que

u = X1x + (I − X1A)h, para cada h ∈ H,

es una W-LSS de Az = x.
Dado que X1 es una WW2-inversa de A, tenemos que

‖X1x‖W2 ≤ ‖X1x + (I − X1A)h‖W2 , para cada x, h ∈ H,

ó equivalentemente

‖W1/2
2 X1x‖ ≤ ‖W1/2

2 (X1x + (I − X1A)h)‖, para cada x, h ∈ H,

por lo tanto

〈W2X1x, (I − X1A)h 〉 = 0, para cada x, h ∈ H,

ó
X∗1W2 = X∗1W2X1A,

y A es una W2-inversa de X1.



80 problemas de cuadrados mínimos con operadores

6.3 soluciones de cuadrados mínimos con peso de la ecuación

axb-c= 0

En lo que sigue, el símbolo T− representa una inversa interna arbitraria de
T ∈ L(H), es decir T− : D(T−) ⊆ H → H, con D(T−), el dominio de T−, el
cual cumple R(T) ⊆ D(T−) y

TT−T = T.

Tener en cuenta que en general T− 6∈ L(H), (ver Sección 2.1.3, para generalida-
des de operadores no acotados). De hecho, dada T ∈ L(H) existe una inversa
interna de T, T−, tal que T− ∈ L(H), si y sólo si T tiene rango cerrado [67]. Si
además, T− verifica

T−TT− = T−,

entonces T− se denomina una inversa generalizada de T, ver Sección 2.1.4.
Más aún, existe una única inversa generalizada que además verifica

(TT−)∗ = TT−

y
(T−T)∗ = T−T,

la cual llamamos inversa generalizada de Moore-Penrose de T y denotamos
como T†. Por lo tanto, T† es la única inversa generalizada de T tal que

T†T = PR(T∗) y TT† = PR(T)|R(T)⊕R(T)⊥
.

Siguiendo [7], daremos condiciones suficientes y necesarias para la existencia
de solución de la ecuación AXB− C = 0, con A, B, C ∈ L(H), y alguno de los
operadores A, B, C con rango cerrado.

Teorema 6.3.1. Sea A, B, C ∈ L(H). Si R(A), R(B) ó R(C) es cerrado, entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. La ecuación AXB− C = 0 admite solución,

2. AA−CB−B− C = 0, para toda inversa interna A−, B− de A y B respectiva-
mente,

3. R(C) ⊆ R(A) y R(C∗) ⊆ R(B∗).

Si alguna de estas condiciones ocurre, la solución general de la ecuación AXB−C = 0
es

X = A−CB− + L− A−ALBB−, (6.13)

para L ∈ L(H) arbitrario.
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Demostración. 1. ⇒ 2. Primero, notar que si T− es una inversa interna de
T ∈ L(H) entonces (TT−)2 = TT− con R(TT−) = R(T) y (T−T)2 = T−T con
N(T−T) = N(T). Ahora, si la ecuación AXB− C = 0 tiene solución, entonces
R(C) ⊆ R(A) y N(B) ⊆ N(C). Por lo tanto, es inmediato ver que AA−CB−B−
C = 0, para toda inversa interna A−, B− de A y B respectivamente.
2.⇒ 3. Trivial.
3. ⇒ 1. Si R(C∗) ⊆ R(B∗) entonces, por el Teorema de Douglas 2.1.1, existe
D ∈ L(H) tal que B∗D = C∗ y N(D) = N(C∗) ó, equivalentemente, R(D∗) =
R(C). Entonces, R(D∗) ⊆ R(A). Por lo tanto, si R(A) ó R(C) es cerrado,
entonces R(D∗) ⊆ R(A). Por lo tanto, como R(D∗) ⊆ D(A†) = R(A) ⊕
R(A)⊥, tenemos que A†D∗ ∈ L(H) y A(A†D∗)B = PR(A)|R(A)⊕R(A)⊥

C = C.

Entonces la ecuación AXB−C = 0 tiene solución. Si R(B) es cerrado, se puede
hacer una prueba similar considerando la solución reducida de Douglas de la
ecuación AX = C.

Si alguna de las condiciones anteriores ocurre, es fácil ver que la solución de
la ecuación AXB− C = 0 es de la forma (6.13).

6.3.1 Resultados de minimización en el orden de operadores

En esta sección, estamos interesados en estudiar el siguiente problema de
aproximación de operadores: dados A, B ∈ CR(H), C ∈ L(H), W ∈ L(H)+ y
H : L(H)→ L(H),

H(X) = (AXB− C)∗W(AXB− C),

analizamos la existencia de

in f
X∈L(H)

H(X), (6.14)

con el orden inducido por el cono de operadores positivos en L(H).
En esta sección supondremos que B 6= 0, pues si B = 0 el problema a

estudiar resulta trivial.
Los resultados presentados en esta sección fueron publicados en [17].
Fue probado en la Proposición 6.1.8, que si A ∈ CR(H), C ∈ L(H) y

W ∈ L(H)+, entonces

in f
X∈L(H)

(AX− C)∗W(AX− C) = C∗W/R(A)C.

Por lo tanto,

H(X) ≥ C∗W/R(A)C, para cada X ∈ L(H). (6.15)

El siguiente resultado provee condiciones suficientes para la existencia del
ínfimo del Problema (6.14).
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Proposición 6.3.2. Sea A, B ∈ CR(H), C ∈ L(H) y W ∈ L(H)+. Si N(B) ⊆
N(A∗WC) entonces el ínfimo del conjunto {H(X) : X ∈ L(H)} existe y

in f
X∈L(H)

H(X) = C∗W/R(A)C.

Demostración. Supongamos que N(B) ⊆ N(A∗WC). Luego, se puede verificar
que

H(X) = G(X) + C∗WC− PN(B)⊥C∗WCPN(B)⊥ , (6.16)

donde G(X) = (AXB− CPN(B)⊥)
∗W(AXB− CPN(B)⊥).

El conjunto {G(X) : X ∈ L(H)} siempre admite ínfimo. De hecho, sea
X ∈ L(H), escribiendo W = W/R(A) + WR(A), se sigue que

G(X) = (AXB− CPN(B)⊥)
∗W(AXB− CPN(B)⊥)

= PN(B)⊥C∗W/R(A)CPN(B)⊥ + (AXB− CPN(B)⊥)
∗WR(A)(AXB− CPN(B)⊥)

≥ PN(B)⊥C∗W/R(A)CPN(B)⊥ ,

pues R(A) ⊆ N(W/R(A)) (ver Corolario 5.1.7). Por lo tanto PN(B)⊥C∗W/R(A)CPN(B)⊥es
una cota inferior de G(X).

Si D ≥ 0 es otra cota inferior de G(X), entonces

D ≤ G(X), para cada X ∈ L(H).

En particular,
D ≤ PN(B)⊥C∗E∗WECPN(B)⊥ ,

donde E es cualquier proyección tal que N(E) = R(A). De hecho R((I −
E)CPN(B)⊥) ⊆ R(I−E) = N(E) = R(A) y R(PN(B)⊥C∗(I−E)∗) ⊆ R(PN(B)⊥) =

R(B∗), entonces por el Teorema 6.3.1, existe X0 ∈ L(H), tal que (I−E)CPN(B)⊥ =

AX0B, es decir, (−E)CPN(B)⊥ = AX0B− CPN(B)⊥ . Entonces, por el Lema 6.1.7

D ≤ in f {PN(B)⊥C∗E∗WECPN(B)⊥ : E2 = E, N(E) = R(A)} =

PN(B)⊥C∗W/R(A)CPN(B)⊥ .

Por lo tanto,
PN(B)⊥C∗W/R(A)CPN(B)⊥ = in f

X∈L(H)

G(X).

Entonces, se sigue que el ínfimo de H(X) existe, más aún

in f
X∈L(H)

H(X) = in f
X∈L(H)

G(X) + C∗WC− PN(B)⊥C∗WCPN(B)⊥

= PN(B)⊥C∗W/R(A)CPN(B)⊥ + C∗WC− PN(B)⊥C∗WCPN(B)⊥

= C∗WC− PN(B)⊥C∗WR(A)CPN(B)⊥ .
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Pero dado que N(B) ⊆ N(A∗WC) y que N(WR(A)) = N(A∗W) (ver Obser-
vación 5.1.11), tenemos que WR(A)CPN(B) = 0.

Por lo tanto

in f
X∈L(H)

H(X) = C∗WC− PN(B)⊥C∗WR(A)CPN(B)⊥

= C∗WC− C∗WR(A)C = C∗W/R(A)C.

Ahora damos un ejemplo donde el Problema (6.14) admite un ínfimo, pero
N(B) 6⊆ N(A∗WC), mostrando que la condición en la Proposición 6.3.2 no es
necesaria.

Ejemplo 1. Sea H = C2, W = I, A = C =

[
1 0
0 0

]
y B =

[
0 1
0 0

]
. Observar

que N(B) 6⊆ N(A∗WC).

Sea X =

[
x y
z w

]
∈ C2×2, donde x, y, z, w ∈ C. Entonces

AXB− C =

[
−1 x
0 0

]
, y H(X) = (AXB− C)∗(AXB− C) =

[
1 −x
−x |x|2

]
.

Sea u, v ∈ C entonces se puede verificar que

〈(AXB− C)∗(AXB− C)(u, v), (u, v)〉 = |u− xv|2.

Dado que para cualquier u ∈ C y para cualquier v ∈ C \ {0} existe x ∈ C tal
que u− xv = 0, se sigue que

in f
X∈L(H)

H(X) = 0.

Ahora damos condiciones equivalentes para la existencia del mínimo del
Problema (6.14).

Teorema 6.3.3. Sea A, B ∈ CR(H), C ∈ L(H) y W ∈ L(H)+. Entonces las
siguientes son equivalentes:

1. El Problema (6.14) alcanza un mínimo, es decir, existe X0 ∈ L(H) tal que

min
X∈L(H)

H(X) = H(X0), (6.17)

2. R(C) ⊆ R(A) + R(A)⊥W y N(B) ⊆ N(A∗WC),

3. la ecuación normal

A∗W(AXB− C) = 0, (6.18)

admite una solución.
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Si alguna de estas condiciones ocurre, entonces

min
X∈L(H)

H(X) = C∗W/R(A)C.

Más aún, el operador X0 ∈ L(H) satisface

min
X∈L(H)

H(X) = H(X0),

si y sólo si X0B es una W-inversa de A en R(C).

Demostración. 1.⇒ 2. Supongamos que H(X) tiene un elemento mínimo. Sea
X0 ∈ L(H) tal que

H(X0) ≤ H(X), para cada X ∈ L(H),

ó equivalentemente

‖(AX0B− C)x‖W ≤ ‖(AXB− C)x‖W , para cada X ∈ L(H) y cada x ∈ H.

Si x 6∈ N(B) entonces y = Bx 6= 0, y dado z ∈ H, existe X ∈ L(H) tal que
z = Xy. Por lo tanto

‖AX0Bx− Cx‖W ≤ ‖Az− Cx‖W , para cada z ∈ H.

Entonces X0Bx es una W-LSS de Az = Cx, y por el Teorema 4.2.1

C(H \ N(B)) ⊆ R(A) + R(A)⊥W .

Observar que dado que H \ N(B) es un conjunto abierto no vacío, y que

H \ N(B) ⊆ C−1(R(A) + R(A)⊥W ),

el subespacio C−1(R(A) + R(A)⊥W ) tiene interior no vacío , por lo tanto por
la Proposición A.1.1,

H = C−1(R(A) + R(A)⊥W ),

entonces,
R(C) ⊆ R(A) + R(A)⊥W .

Observar también, que el interior de N(B) ( H es vacío entonces, por la
Proposición A.1.1, el conjunto H \ N(B) es un subconjunto denso de H. Por
lo tanto dado y ∈ R(C), existe x ∈ H tal que y = Cx, y existe una sucesión
{xn}n≥1 ⊂ H \ N(B) tal que lim xn

n→∞
= x. Entonces

‖AX0Bxn − Cxn‖W ≤ ‖Az− Cxn‖W , para cada z ∈ H, y para cada n ∈N,

y tomando límite en ambos lados de la desigualdad, obtenemos

‖AX0Bx− Cx‖W ≤ ‖Az− Cx‖W , para cada x, z ∈ H.
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Por lo tanto, G = X0B es una W-inversa de A en R(C) tal que GPN(B) =
X0BPN(B) = 0. Entonces por el Teorema 4.2.3, A∗WC = A∗WAG y multipli-
cando por PN(B) obtenemos

A∗WCPN(B) = A∗WAGPN(B) = 0,

y entonces N(B) ⊆ N(A∗WC).
2. ⇒ 3. Si R(C) ⊆ R(A) + R(A)⊥W , por el Teorema 4.2.3, existe X0 ∈ L(H)
una solución de la ecuación normal

A∗W(AX0 − C) = 0. (6.19)

Dado que N(B) ⊆ N(A∗WC), tenemos que

A∗WC = A∗WCPN(B) + A∗WCPN(B)⊥ = A∗WCPN(B)⊥ ,

entonces multiplicando (6.19) por PN(B)⊥ se sigue que

A∗W(AX0PN(B)⊥ − CPN(B)⊥) = A∗W(A(X0B†)B− C) = 0,

y entonces la ecuación (6.18), admite una solución.
3. ⇒ 1. Sea X0 una solución de la ecuación normal (6.18), entonces por el
Teorema 4.2.3, G0 = X0B es una W-inversa de A en R(C), entonces tenemos

‖AG0x− Cx‖W ≤ ‖Az− Cx‖W , para cada x, z ∈ H.

Dado Y ∈ L(H), tomar z = Yx, entonces

‖AX0Bx− Cx‖W ≤ ‖AYx− Cx‖W , para cada Y ∈ L(H), y cada x ∈ H.

En particular, si Y = XB, entonces

‖(AX0B− C)x‖W ≤ ‖(AXB− C)x‖W , para cada X ∈ L(H), y cada x ∈ H.

Y entonces
H(X0) ≤ H(X), para cada X ∈ L(H).

Finalmente, X0 es el mínimo del Problema (6.14), si y sólo si X0 es una
solución de la ecuación (6.18), si y sólo si X0B es una W-inversa de A en R(C)
(ver Teorema 4.2.3). Por lo tanto, en este caso

H(X0) = (AX0B− C)∗W(AX0B− C) = C∗W/R(A)C,

donde usamos la Proposición 6.1.10. Entonces

min
X∈L(H)

H(X) = H(X0) = C∗W/R(A)C.
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Corolario 6.3.4. Sea A, B ∈ CR(H), C ∈ L(H) y W ∈ L(H)+. Si R(C) ⊆
R(A) + R(A)⊥W y N(B) ⊆ N(A∗WC), entonces las soluciones del Problema (6.17)
(ó de la ecuación (6.18)) son

(A∗WA)† A∗WCB† + L− (A∗WA)† A∗WALBB†,

para L ∈ L(H) arbitrario.

Demostración. Dado que R(C) ⊆ R(A) + R(A)⊥W y N(B) ⊆ N(A∗WC), por
el Teorema 6.3.3, el Problema 6.17 (ó la ecuación (6.18)) admite una solución.
Entonces, por el Teorema 6.3.1, obtenemos la conclusión.

6.3.2 Resultados de minimización en Sp

En esta sección estudiamos el problema de aproximación siguiente: dados
A, B ∈ CR(H), C ∈ L(H) y W ∈ L(H)+ tal que W1/2 ∈ Sp para algún p con
1 ≤ p < ∞, analizar la existencia de

min
X∈L(H)

‖AXB− C‖p,W , (6.20)

donde ‖X‖p,W = ‖W1/2X‖p.
Observar que, de la ecuación (6.15) y de la Proposición 3.1.15, se sigue que

in f
X∈L(H)

‖AXB− C‖p,W ≥ ‖W1/2
/R(A)

C‖p.

La próxima proposición da condiciones suficientes para la existencia del
mínimo del Problema (6.20).

Proposición 6.3.5. Sea A, B ∈ CR(H), C ∈ L(H) y W ∈ L(H)+, tal que W1/2 ∈
Sp, para algún p con 1 ≤ p < ∞. Si

N(B) ⊆ N(A∗WC) y R(C) ⊆ R(A) + R(A)⊥W ,

entonces existe X0 ∈ L(H) tal que

min
X∈L(H)

‖AXB− C‖p,W = ‖AX0B− C‖p,W = ‖W1/2
/R(A)

C‖p,W .

Demostración. Si N(B) ⊆ N(A∗WC) y R(C) ⊆ R(A) + R(A)⊥W , por el Teo-
rema 6.3.3, existe X0 ∈ L(H) tal que H(X0) = min

X∈L(H)
H(X) = C∗W/R(A)C, es

decir
H(X0) = C∗W/R(A)C ≤ H(X), para cada X ∈ L(H).

Dado que W1/2 ∈ Sp, por la Proposición 3.1.15 se sigue que

‖W1/2
/R(A)

C‖p = ‖W1/2(AX0B− C)‖p =
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= ‖AX0B− C‖p,W ≤ ‖AXB− C‖p,W , para cada X ∈ L(H),

entonces

min
X∈L(H)

‖AXB− C‖p,W = ‖AX0B− C‖p,W = ‖W1/2
/R(A)

C‖p.

Observación 6.3.6. Sea ||| · ||| una norma unitariamente invariante en un
ideal no nulo J de L(H). Dado W ∈ L(H)+ tal que W1/2 ∈ J . Si N(B) ⊆
N(A∗WC) y R(C) ⊆ R(A) + R(A)⊥W , por la Proposición 3.1.15 y el Teorema
6.3.3, existe X0 ∈ L(H) tal que

min
X∈L(H)

‖AXB− C‖W = ‖AX0B− C‖W = |||W1/2
/R(A)

C|||,

es decir, en este caso, el Problema (6.20) tiene mínimo para cualquier norma
unitariamente invariante.

Lema 6.3.7. Sea A, B ∈ CR(H), C ∈ L(H) y W ∈ L(H)+, tal que W1/2 ∈ Sp

para algún p con 1 < p < ∞ y considerar Fp(X) = ‖AXB − C‖p
p,W . Entonces,

X0 ∈ L(H) es un mínimo global de Fp si y sólo si X0 ∈ L(H) es una solución de

B|W1/2(AXB− C)|p−1U∗W1/2A = 0, (6.21)

donde W1/2(AXB− C) = U|W1/2(AXB− C)| es la descomposición polar del ope-
rador W1/2(AXB− C), con U una isometría parcial con N(U) = N(W1/2(AXB−
C)).

Demostración. Observar que en la ecuación (6.21), U depende de X.
Supongamos que X0 ∈ L(H) es un mínimo de Fp. Sea W1/2(AX0B− C) =

U|W1/2(AX0B− C)| la descomposición polar del operador W1/2(AX0B− C),
con U una isometría parcial con N(U) = N(W1/2(AX0B−C)). Por el Teorema
3.2.7, Fp tiene una derivada φ−direccional para todo φ ∈ [0, 2π). Entonces es
fácil verificar que, para cada X, Y ∈ L(H) y φ ∈ [0, 2π),

DφFp(X, Y) = DφGp(W1/2(AXB− C), W1/2AYB),

donde Gp(X) = ‖X‖p
p. Por el Lema 3.2.4 y el Corolario 3.2.8, vale que, para

cada φ ∈ [0, 2π)

0 ≤ DφFp(X0, Y) = p Re [eiφtr(|W1/2(AX0B− C)|p−1U∗W1/2AYB)],

para cada Y ∈ L(H). Considerando φ e Y adecuados, se sigue que

B|W1/2(AX0B− C)|p−1U∗W1/2A = 0.
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Recíprocamente, supongamos que X0 ∈ L(H) es una solución de (6.21),
entonces para cada φ ∈ [0, 2π) e Y ∈ L(H) tenemos

DφFp(X0, Y) = 0.

Si Fp(X0) = 0 entonces X0 es un mínimo de Fp. Supongamos que Fp(X0) 6= 0

y sea fp(X) = Fp(X)
1
p , entonces

Dφ fp(X0, Y) = 0, para cada Y ∈ L(H),

donde usamos la regla de la cadena probada en la Proposición 3.2.9.
Sea gp(X) = ‖X‖p, entonces es fácil ver que para cada Y ∈ L(H), tenemos

0 = Dφ fp(X0, ei(π−φ)(−Y + X0))

= Dφgp(W1/2(AX0B−C), W1/2Aei(π−φ)(−Y+X0)B+ ei(π−φ)W1/2C− ei(π−φ)W1/2C)

= Dφgp(W1/2(AX0B−C),−ei(π−φ)W1/2(AYB−C)+ ei(π−φ)W1/2(AX0B−C)).

Por otra parte, observar que por la prueba del Lema 3.2.4, para cada X ∈
L(H), tenemos que

Dφgp(X, ei(π−φ)X) = −‖X‖p.

Entonces

‖W1/2(AX0B− C)‖p = −Dφgp(W1/2(AX0B− C), ei(π−φ)W1/2(AX0B− C))+

+Dφgp(W1/2(AX0B−C),−ei(π−φ)W1/2(AYB−C)+ ei(π−φ)W1/2(AX0B−C))

≤ −Dφgp(W1/2(AX0B− C), ei(π−φ)W1/2(AX0B− C))+

+Dφgp(W1/2(AX0B− C), ei(π−φ)W1/2(AX0B− C))

+Dφgp(W1/2(AX0B− C),−ei(π−φ)W1/2(AYB− C))

= Dφgp(W1/2(AX0B− C),−ei(π−φ)W1/2(AYB− C))

≤ ‖− ei(π−φ)W1/2(AYB− C)‖p = ‖W1/2(AYB− C)‖p, para cada Y ∈ L(H),

donde usamos propiedades de Dφgp, probadas en la Proposición 3.2.3. En-
tonces X0 is un mínimo global de fp, ó equivalentemente, X0 es un mínimo
global de Fp.

La siguiente observación es una forma alternativa de expresar el lema
anterior.

Observación 6.3.8. Sea A, B ∈ CR(H), C ∈ L(H) y W ∈ L(H)+, tal que
W1/2 ∈ Sp, para algún p con 1 < p < ∞. Siguiendo los mismos argumentos
que en [15, Teorema 1], se puede probar que existe X0 ∈ L(H) tal que

min
X∈L(H)

‖AXB− C‖p,W = ‖AX0B− C‖p,W ,



6.3 Soluciones de cuadrados mínimos con peso de la ecuación AXB-C= 0 89

si y sólo si X0 es solución de la siguiente ecuación

W1/2AX0B = W1/2C + Q0, (6.22)

donde Q0 = U0Q
1

p−1
1 , con Q1 = |L1 − (A∗W1/2)−(A∗W1/2)L1B∗(B∗)−| y

L1 − (A∗W1/2)−(A∗W1/2)L1B∗(B∗)− = U0Q1,

la descomposición polar del operador L1 − (A∗W1/2)−(A∗W1/2)L1B∗(B∗)−,
donde (B∗)− ∈ L(H) es una inversa interna de B∗ y
(A∗W1/2)− : D((A∗W1/2)−) ⊆ H → H, con R(A∗W1/2) ⊆ D((A∗W1/2)−) es
una inversa interna de A∗W1/2.

Suponiendo que N(B) ⊆ N(A∗WC), es posible probar la recíproca de la
Proposición 6.3.5.

Teorema 6.3.9. Sea A, B ∈ CR(H), C ∈ L(H) y W ∈ L(H)+, tal que W1/2 ∈ Sp
para algún p con 1 ≤ p < ∞ y N(B) ⊆ N(A∗WC). Entonces las siguientes son
equivalentes:

1. Existe X0 ∈ L(H) tal que

min
X∈L(H)

‖AXB− C‖p,W = ‖AX0B− C‖p,W ,

2. la ecuación normal

A∗W(AXB− C) = 0, (6.23)

admite una solución.

3. R(C) ⊆ R(A) + R(A)⊥W ,

4. existe X0 ∈ L(H) tal que

min
X∈L(H)

(AXB− C)∗W(AXB− C) = (AX0B− C)∗W(AX0B− C).

En este caso,
min

X∈L(H)
‖AXB− C‖p,W = ‖W1/2

/R(A)
C‖p.

Más aún, X0 ∈ L(H) satisface

‖AX0B− C‖p,W = ‖W1/2
/R(A)

C‖p,

si y sólo si X0 es como en el Corolario 6.3.4.
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Demostración. 1.⇒ 2. Para 1 ≤ p < ∞, considerar Fp : Sp → R+,

Fp(X) = ‖W1/2(AXB− C)‖p
p.

Por el Teorema 3.2.7, Fp tiene una derivada φ−direccional para todo φ ∈ [0, 2π).
Entonces es fácil verificar que, para cada X, Y ∈ L(H) y φ ∈ [0, 2π),

DφFp(X, Y) = DφGp(W1/2(AXB− C), W1/2AYB),

donde Gp(X) = ‖X‖p
p.

Supongamos que existe X0 ∈ L(H), un mínimo global de ‖AXB− C‖p,W .
Entonces X0 es un mínimo de Fp y, por el Lema 3.2.4, tenemos

in f
0≤φ<2π

(DφFp(X0, Y)) ≥ 0, para cada Y ∈ L(H).

Sea W1/2(AX0B−C) = U|W1/2(AX0B−C)| la descomposición polar del ope-
rador W1/2(AX0B−C), con U una isometría parcial con N(U) = N(W1/2(AX0B−
C)), P = PN(W1/2(AX0B−C)) y Q = PN((W1/2(AX0B−C))∗).

Si p = 1, por el Corolario 3.2.14, vale para cada φ ∈ [0, 2π)

0 ≤ DφF1(X0, Y) = Re [eiφtr(U∗W1/2AYB)]+ ‖QW1/2AYBP‖1, para cada Y ∈ L(H).

Considerando un φ adecuado para cada Y ∈ L(H), obtenemos

|tr(U∗W1/2AYB)| ≤ ‖QW1/2AYBP‖1, para cada Y ∈ L(H),

ó equivalentemente

|tr(U∗W1/2AZ)| ≤ ‖QW1/2AZP‖1, para cada Z ∈ L(H), con N(B) ⊆ N(Z).

Observar que R(Q) = N(U∗) y R(P) = N(U), por lo tanto U∗Q = PU∗ = 0.
También, observar que dado que N(B) ⊆ N(A∗WC), tenemos que

N(B) ⊆ N(A∗W(AX0B− C)(I − P)).

Sea Y ∈ L(H) entonces

|tr(U∗W1/2AYA∗W(AX0B−C))| = |tr((I− P)U∗W1/2AYA∗W(AX0B−C))| =

= |tr(U∗W1/2AYA∗W(AX0B− C)(I − P))| ≤
‖QW1/2AYA∗W(AX0B− C)(I − P)P‖1 = 0,

donde usamos N(B) ⊆ N(YA∗W(AX0B− C)(I − P)). Entonces

tr(U∗W1/2AYA∗W(AX0B− C)) = tr(A∗W(AX0B− C)U∗W1/2AY) = 0,

para cada Y ∈ L(H). Por lo tanto

A∗W(AX0B− C)U∗W1/2A = A∗W1/2U|W1/2(AX0B− C)|U∗W1/2A = 0.
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Entonces
|W1/2(AX0B− C)|1/2U∗W1/2A = 0,

ó
|W1/2(AX0B− C)|U∗W1/2A = (AX0B− C)∗WA = 0,

ó equivalentemente
A∗W(AX0B− C) = 0.

Si 1 < p < ∞, por el Lema 6.3.7,

B|W1/2(AX0B− C)|p−1U∗W1/2A = 0.

Observar que, dado que N(B) ⊆ N(A∗WC), tenemos que

N(B) ⊆ N(A∗W(AX0B− C)) = N(A∗W1/2U|W1/2(AX0B− C)|). (6.24)

Por otra parte, tenemos

R(|W1/2(AX0B− C)|p−1U∗W1/2A) ⊆ N(B),

y de (6.24) tenemos que

A∗W1/2U|W1/2(AX0B− C)||W1/2(AX0B− C)|p−1U∗W1/2A =

A∗W1/2U|W1/2(AX0B− C)|pU∗W1/2A = 0.

Entonces
A∗W1/2U|W1/2(AX0B− C)|pU∗W1/2A =

= A∗W1/2U|W1/2(AX0B− C)|p/2|W1/2(AX0B− C)|p/2U∗W1/2A = 0.

Por lo tanto

|W1/2(AX0B− C)|p/2U∗W1/2A = 0,

y dado que, por la Proposición A.2.3, N(|W1/2(AX0B−C)|r) = N(|W1/2(AX0B−
C)|s), para s, t > 0, tenemos que

|W1/2(AX0B− C)|U∗W1/2A = (AX0B− C)∗WA = 0,

ó equivalentemente
A∗W(AX0B− C) = 0.

2.⇒ 3. Ver Teorema 4.2.3.
3.⇒ 4. Se sigue del Teorema 6.3.3.
4.⇒ 1. Ver la prueba de la Proposición 6.3.5.

Finalmente, X0 ∈ L(H) es tal que min
X∈L(H)

‖AXB− C‖p,W = ‖AX0B− C‖p,W ,

si y sólo si X0 es una solución de la ecuación normal (6.23), y entonces X0 es
como en el Corolario 6.3.4 y por el Teorema 6.3.3 y la Proposición 3.1.15

min
X∈L(H)

‖AXB− C‖p,W = ‖AX0B− C‖p,W = ‖W1/2
/R(A)

C‖p.
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Observar que la ecuación A∗W(AXB− C) = 0 admite una solución, si y
sólo si la ecuación A∗W(AXB − C)B∗ = 0 admite una solución y N(B) ⊆
N(A∗WC). Entonces cuando la ecuación A∗W(AXB − C) = 0 admite una
solución, el conjunto de soluciónes de A∗W(AXB− C) = 0 y de la ecuación
A∗W(AXB− C)B∗ = 0 coinciden.

Observar además, que si N(B) ⊆ N(A∗WC) entonces R(C) ⊆ R(A) +
R(A)⊥W si y sólo si R(CB∗) ⊆ R(A) + R(A)⊥W .

Cuando p = 2, es posible caracterizar la existencia del mínimo del Problema
(6.20) sin hipótesis adicionales.

Teorema 6.3.10. Sea A, B ∈ CR(H), C ∈ L(H) y W ∈ L(H)+, tal que W1/2 ∈ S2.
Entonces las siguientes son equivalentes:

1. Existe el mínimo del Problema (6.20) para p = 2, es decir, existe X0 ∈ L(H)
tal que

min
X∈L(H)

‖AXB− C‖2,W = ‖AX0B− C‖2,W ,

2. la ecuación normal

A∗W(AXB− C)B∗ = 0, (6.25)

admite solución.

3. R(CB∗) ⊆ R(A) + R(A)⊥W .

En este caso,

min
X∈L(H)

‖AXB− C‖2,W = ‖W1/2
/R(A)

CPN(B)⊥ + W1/2CPN(B)‖2.

Más aún, X0 ∈ L(H) satisface

‖AX0B− C‖2,W = ‖W1/2
/R(A)

CPN(B)⊥ + W1/2CPN(B)‖2,

si y sólo si X0 = (A∗WA)† A∗WCPN(B)⊥B† + L − (A∗WA)† A∗WALBB†, para
L ∈ L(H) arbitrario.

Demostración. 1.⇔ 2. Se sigue del Lema 6.3.7.
2.⇔ 3. R(CPN(B)⊥) = R(CB∗) ⊆ R(A) + R(A)⊥W y N(B) ⊆ N(A∗WCPN(B)⊥)
si y sólo si (por el Teorema 6.3.3), existe solución de la ecuación

A∗W(AXB− CPN(B)⊥) = 0, (6.26)

si y sólo si, existe solución de la ecuación

A∗W(AXB− C)B∗ = 0.
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Finalmente, X0 ∈ L(H) es el mínimo del Problema (6.20) para p = 2, si y
sólo si X0 es solución de la ecuación normal (6.25) (ó equivalentemente es
solución de la ecuación (6.26)). Por el Teorema 6.3.3 y la Proposición 3.1.15,
tenemos que

min
X∈L(H)

‖AXB− CPN(B)⊥‖2,W = ‖AX0B− CPN(B)⊥‖2,W = ‖W1/2
/R(A)

CPN(B)⊥‖2.

Entonces, como

‖AXB− C‖2,W = ‖W1/2(AXB− CPN(B)⊥ − CPN(B))‖2,

y W1/2CPN(B)(W1/2(AXB− CPN(B)⊥))
∗ = 0, tenemos que

‖AXB− C‖2
2,W = ‖AXB− CPN(B)⊥‖2

2,W + ‖CPN(B)‖2
2,W .

Entonces

min
X∈L(H)

‖AXB− C‖2
2,W = min

X∈L(H)
‖AXB− CPN(B)⊥‖2

2,W + ‖CPN(B)‖2
2,W =

= ‖W1/2
/R(A)

CPN(B)⊥‖2
2 + ‖W1/2CPN(B)‖2

2 = ‖W1/2
/R(A)

CPN(B)⊥ + W1/2CPN(B)‖2
2,

donde usamos que W1/2CPN(B)(W
1/2
/R(A)

CPN(B)⊥)
∗ = 0. Por lo tanto, tenemos

que
min

X∈L(H)
‖AXB− C‖2,W = ‖W1/2

/R(A)
CPN(B)⊥ + W1/2CPN(B)‖2.

Finalmente, X0 ∈ L(H) satisface

‖AX0B− C‖2,W = ‖W1/2
/R(A)

CPN(B)⊥ + W1/2CPN(B)‖2,

si y sólo si es solución de la ecuación normal (6.25) (ó equivalentemente
es solución de la ecuación (6.26)), entonces por el Teorema 6.3.1, X0 =
(A∗WA)† A∗WCPN(B)⊥B† + L − (A∗WA)† A∗WALBB†, para L ∈ L(H) arbi-
trario.

La existencia de solución del Problema (6.17) implica la existencia de solu-
ción del Problema (6.20), pero el Ejemplo 2 muestra que la recíproca no es
verdad. Notar que en este caso N(B) 6⊆ N(A∗WC), entonces el Problema
(6.17) no admite mínimo. Este ejemplo, muestra también que, en general, para
1 < p < ∞ un mínimo global de Fp : Sp → R,

Fp(X) = ‖AXB− C‖p
p,W

no necesariamente es una solución de la ecuación normal

A∗W(AXB− C)B∗ = 0,

lo que contradice [63, Teorema 4.1], donde se afirma que X0 ∈ L(H) es
un mínimo de Fp si y sólo si X0 es una solución de la ecuación normal
A∗W(AXB− C)B∗ = 0.
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Ejemplo 2. Sea H = C2, W = I, la matriz identidad, A =

(
1 0
−1 0

)
,

B =

(
a2 −1
a2 −1

)
y C =

(
1 0

0 a
2

p−1

) (
−1 0
0 1

)
, con a, p > 1.

Sea X0 =

(
1 −1
0 0

)
, entonces es fácil verificar que AX0B = 0, por lo tanto

B|AX0B− C|p−1U∗A = B|C|p−1U∗A = B

(
−1 0
0 a2

)
A = 0,

es decir, en virtud del Lema 6.3.7, X0 es un mínimo global de Fp.
Por otra parte,

B(AX0B−C)∗A = −BC∗A = −B

(
−1 0

0 a
2

p−1

)
A = (a2− a

2
p−1 )

(
1 0
1 0

)
6= 0,

para cada p 6= 2. Entonces para p 6= 2, se sigue que X0 es un mínimo global
de Fp pero no es una solución de la ecuación normal A∗W(AXB− C)B∗ = 0.

Por otro lado, el Ejemplo 3 muestra que en general una solución de la
ecuación normal A∗W(AXB− C)B∗ = 0, no necesariamente es un mínimo
global de Fp, para 2 < p < ∞, con p 6= 2. Observar que en [63, Teorema 4.1],
se muestra que tampoco una solución de la ecuación normal A∗W(AXB−
C)B∗ = 0, era necesariamente un mínimo global de Fp, para 1 < p < 2.

Ejemplo 3. Sea H = C2, W = I, A = B =

[
1 1
1 1

]
y C =

[
1 1
1 5

]
. Sea

X0 ∈ L(H) y sea AX0B − C = |AX0B − C|U, la descomposición polar de

AX0B− C. Se puede verificar que X0 =

(
1 1
0 0

)
, es una solución de

0 = B|AX0B− C|U∗A = B(AX0B− C)∗A.

De hecho, si definimos Z0 = AX0B − C entonces Z∗0 = (AX0B − C)∗ =(
1 1
1 −3

)
, y

B(AX0B− C)∗A =

(
1 1
1 1

) (
1 1
1 −3

) (
1 1
1 1

)
= 0.

Sea Y0 = (AX0B− C)∗(AX0B− C) =

(
2 −2
−2 10

)
, entonces |Z0| = Y1/2

0

y se puede verificar que Y0 se puede diagonalizar de la siguiente manera

Y0 = VDV−1,
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con

V =

(
2 +
√

5 2−
√

5
1 1

)
, D =

(
λ1 0
0 λ2

)
,

con λ1 = 6− 2
√

5, λ2 = 6 + 2
√

5, y

V−1 =
1

10

( √
5 5− 2

√
5

−
√

5 5 + 2
√

5

)
.

Sea p ≥ 2, entonces

B|AX0B− C|p−1U∗A = B|AX0B− C|p−2|AX0B− C|U∗A =

= B|AX0B− C|p−2(AX0B− C)∗A = B|Z0|p−2(Z0)
∗A =

= BY
p−2

2
0 Z∗0 A = BVD

p−2
2 V−1Z∗0 A.

Se puede verificar que

BV =

(
3 +
√

5 3−
√

5
3 +
√

5 3−
√

5

)
y

V−1Z∗0 A =
1
5

(
3
√

5− 5 3
√

5− 5
−3
√

5− 5 −3
√

5− 5

)
.

Entonces, si q = p−2
2 , tenemos que

BVD
p−2

2 V−1Z∗0 A =

1
5

(
3 +
√

5 3−
√

5
3 +
√

5 3−
√

5

) (
λ

q
1 0

0 λ
q
2

) (
3
√

5− 5 3
√

5− 5
−3
√

5− 5 −3
√

5− 5

)

=
4
√

5
5

(
λ

q
1 − λ

q
2 λ

q
1 − λ

q
2

λ
q
1 − λ

q
2 λ

q
1 − λ

q
2

)
.

Entonces
4
√

5
5

(
λ

q
1 − λ

q
2 λ

q
1 − λ

q
2

λ
q
1 − λ

q
2 λ

q
1 − λ

q
2

)
= 0,

si y sólo si λ
q
1 = λ

q
2, si y sólo si q = 0 ó p = 2.
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6.4 aplicaciones del operador de shorted

A continuación veremos aplicaciones y conclusiones que se desprenden de las
secciones anteriores y prestaremos especial atención al operador B∗W/R(A)B,
el cual aparece naturalmente cuando estudiamos el Problema (6.4). Más pre-
cisamente, vimos que si R(B) ⊆ R(A) + R(A)⊥W , existe X0 ∈ L(H), tal que si
A ∈ CR(H), B ∈ L(H), W ∈ L(H)+ y G : L(H)→ L(H),

G(X) = (AX− B)∗W(AX− B),

entonces

min
X∈L(H)

G(X) = G(X0) = B∗W/R(A)B. (6.27)

Estudiaremos cuando el operador B∗W/R(A)B es efectivamente un operador
de shorted y analizaremos resultados que se desprenden de este hecho.

Proposición 6.4.1. Sea A ∈ CR(H), B ∈ L(H) y W ∈ L(H)+, entonces

in f {G(X) : X ∈ L(H)} = in f {(Y− B)∗W(Y− B) : Y ∈ L(H), R(Y) ⊆ R(A)} =

= in f {(EB)∗W(EB) : E2 = E, N(E) = R(A)} = B∗W/R(A)B.

Demostración. Sea R = {Z = B− AX : X ∈ L(H)}, S = {Z = B− Y : Y ∈
L(H), R(Y) ⊆ R(A)}, T = {Z = EB : E2 = E, N(E) = R(A)}. Entonces
T ⊆ S ⊆ R. De hecho, si Z ∈ T, entonces Z = EB, y N(E) = R(I − E) = R(A).

Sea V = (I − E)B entonces R(V) = R((I − E)B) ⊆ R(A), y Z = EB =
−(V − B) ∈ S, por lo tanto T ⊆ S. Por otro lado, sea Z ∈ S, entonces Z =
B−Y, R(Y) ⊆ R(A), entonces Y = AA†Y, por lo tanto Z = B− A(A†Y) ∈ R,
entonces S ⊆ R. Entonces tenemos

B∗W/R(A)B = in f {G(X) : X ∈ L(H)} = in fZ∈RZ∗WZ ≤ in fZ∈SZ∗WZ =

= in f {(Y− B)∗W(Y− B) : Y ∈ L(H), R(Y) ⊆ R(A)} ≤ in fZ∈TZ∗WZ =

= in f {(EB)∗W(EB) : E2 = E, N(E) = R(A)} = B∗W/R(A)B,

donde usamos el Lema 6.1.7 y la Proposición 6.1.8.

Las siguientes observaciones resultan de aplicar el Lema 6.1.7, la Proposición
6.1.8 y la proposición anterior.

Observación 6.4.2. Sea A ∈ CR(H), B ∈ L(H), W ∈ L(H)+ yM = B−1(R(A)).
Entonces

Q = {Z = BPMX− B : X ∈ L(H)} ⊆ S ⊆ R.

De hecho, tomando Y = BPMX, tenemos que R(Y) ⊆ R(A) y Q ⊆ S.
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Observación 6.4.3. Sea A ∈ CR(H), B ∈ L(H), W ∈ L(H)+ yM = B−1(R(A)).
Entonces

B∗WB/M = in f {(PMX− I)∗B∗WB(PMX− I) : X ∈ L(H)} =

= in f {(BPMX− B)∗W(BPMX− B) : X ∈ L(H)} =
= in fZ∈QZ∗WZ ≥ in fZ∈SZ∗WZ = B∗W/R(A)B.

El siguiente teorema, permite establecer que si B es de rango cerrado y
S ⊆ H es un subespacio cerrado, entonces el operador B∗W/R(B)∩SB es efecti-
vamente un operador de shorted.

Teorema 6.4.4. Sea B ∈ CR(H), W ∈ L(H)+ y S un subespacio cerrado, entonces

B∗WB/B−1(S) = B∗W/R(B)∩SB.

Demostración.

B∗WB/B−1(S) = in f {(PB−1(S)X− I)∗B∗WB((PB−1(S)X− I) : X ∈ L(H)} =

= in f {(BPB−1(S)X− B)∗W(BPB−1(S)X− B) : X ∈ L(H)} = B∗W/R(B)∩SB,

donde usamos la Proposición 6.1.8 y el hecho que R(BPB−1(S)) = BR(PB−1(S)) =

BB−1(S) = R(B) ∩ S , que es un subespacio cerrado.

Corolario 6.4.5. Sea A, B ∈ CR(H), W ∈ L(H)+, entonces

B∗WB/B−1(R(A)) = B∗W/R(B)∩R(A)B.

Corolario 6.4.6. Sea A ∈ CR(H), B ∈ L(H) tal que R(A) ⊆ R(B) y W ∈ L(H)+,
entonces

B∗WB/B−1(R(A)) = B∗W/R(A)B.

Demostración. Siguiendo la prueba del Teorema 6.4.4, obtenemos la conclusión.

Propiedades del operador B∗W/R(A)B

A continuación estudiaremos algunas propiedades del operador B∗W/R(A)B, el
cual por las observaciones anteriores, es efectivamente un operador de shorted
si por ejemplo A ∈ CR(H) y B ∈ L(H) tal que R(A) ⊆ R(B) y W ∈ L(H)+.
Cuando R(B) ⊆ R(A)+ R(A)⊥W , las propiedades que veremos a continuación,
son las que se esperarían del operador B∗W/R(A)B, si fuese efectivamente un
operador de shorted, ver Capítulo 5.

Proposición 6.4.7. Sea A ∈ CR(H), B ∈ L(H) y W ∈ L(H)+. Si R(B) ⊆
R(A) + R(A)⊥W , entonces existe un operador Z ∈ L(H) tal que

Z∗WZ = B∗WZ = B∗W/R(A)B.
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Demostración. R(B) ⊆ R(A) + R(A)⊥W si y sólo si R(A∗WB) ⊆ R(A∗WA).
Sea (A∗WA)† : D((A∗WA)†) = R(A∗WA) + R(A∗WA)⊥ ⊆ H → H, la

inversa de Moore Penrose de A∗WA.
Entonces V = (A∗WA)†(A∗WB) ∈ L(H).
Sea Z = B− AV ∈ L(H), entonces

Z∗WZ = (B∗ −V∗A∗)WZ = B∗WZ−V∗A∗W(B− AV) =

= B∗WZ−V∗A∗WB + V∗A∗WAV =

= B∗WZ−V∗A∗WB + V∗A∗WA(A∗WA)†(A∗WB) =

= B∗WZ−V∗A∗WB + V∗PR(A∗WA)
A∗WB =

= B∗WZ−V∗A∗WB + V∗A∗WB = B∗WZ.

Finalmente, como

A∗W(AV − B) = A∗WA(A∗WA)†(A∗WB)− A∗WB =

= PR(A∗WA)
A∗WB− A∗WB = 0,

por la Proposición 6.1.10, tenemos que

G(V) = (B− AV)∗W(B− AV) = Z∗WZ = B∗W/R(A)B.

Observación 6.4.8. Sea A ∈ CR(H), B ∈ L(H) y W ∈ L(H)+. Si existe un
operador Z ∈ L(H) tal que Z∗WZ = B∗WZ, entonces

R(B) ⊆ R(Z) + R(Z)⊥W .

De hecho, como Z es tal que Z∗W(B − Z) = 0, entonces R(B − Z) ⊆
N(Z∗W) = W−1(N(Z∗)) = W−1(R(Z)⊥) = R(Z)⊥W . Sea x ∈ H, entonces

Bx = Zx + Bx− Zx ∈ R(Z) + R(Z)⊥W .

Por lo tanto R(B) ⊆ R(Z) + R(Z)⊥W .

Teorema 6.4.9. Sea A ∈ CR(H), B ∈ L(H) y W ∈ L(H)+. Si R(B) ⊆ R(A) +
R(A)⊥W , entonces

N(B∗W/R(A)B) = B−1(N(W) + R(A)), R(B∗W/R(A)B) ⊆ B∗(R(W) ∩ R(A)⊥)

y R(B∗W/R(A)B) = B∗(R(W) ∩ R(A)⊥).
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Demostración. Sea N = W1/2(R(A)), entonces si R(B) ⊆ R(A) + R(A)⊥W ,
tenemos que

W1/2BH ⊆W1/2(R(A)) + W1/2(W−1(R(A)⊥)) =

W1/2(R(A)) + W−1/2(R(A)⊥) ∩ R(W1/2) =

W1/2(R(A)) +N⊥ ∩ R(W1/2).

(6.28)

Por otro lado

(W1/2B)−1(N ∩ R(W1/2)) = (W1/2B)−1(W1/2(R(A))),

de hecho, sea x ∈ (W1/2B)−1(N ∩R(W1/2)), entonces W1/2Bx ∈ N ∩R(W1/2).
Por la ecuación (6.28), tenemos que

W1/2Bx = W1/2Ah + z,

donde h ∈ H y z ∈ N⊥ ∩ R(W1/2), entonces z = W1/2Bx −W1/2Ah ∈
N ∩ R(W1/2) y z = 0, por lo tanto W1/2Bx ∈ W1/2(R(A)) y (W1/2B)−1(N ∩
R(W1/2)) ⊆ (W1/2B)−1(W1/2(R(A))), la otra inclusión es trivial.

Finalmente, por el Teorema 5.1.6, tenemos que N(B∗W/R(A)B) = N(B∗W1/2(1−
PN )W1/2B) = N((1− PN )W1/2B) = (W1/2B)−1(N ). Por lo tanto

N(B∗W/R(A)B) = (W1/2B)−1(N ) = (W1/2B)−1(N ∩ R(W1/2)) =

= (W1/2B)−1(W1/2(R(A))) = B−1(W−1/2W1/2(R(A))) =

= B−1(R(A) + N(W1/2)) = B−1(R(A) + N(W)).

Por otra parte, por la Proposición 6.4.7, tenemos que B∗W/R(A)B = Z∗WZ =

B∗WZ, donde Z = B− AV, con V = (A∗WA)† A∗WB ∈ L(H).
Entonces R(B∗W/R(A)B) = R(Z∗WZ) = R(B∗WZ) = B∗R(WZ), donde

R(WZ) = R(WB −WAV) ⊆ R(A)⊥ = N(A∗), (ver prueba de Proposición
6.4.7). Por lo tanto R(WZ) = R(WB−WAV) ⊆ R(W) ∩ R(A)⊥. Entonces

R(B∗W/R(A)B) = B∗R(WZ) ⊆ B∗(R(W) ∩ R(A)⊥).

Finalmente, por el Teorema 5.1.6, tenemos que R(W)∩ R(A)⊥ ⊆ R(W/R(A)),
entonces

B∗(R(W) ∩ R(A)⊥) ⊆ R(B∗W/R(A)).

Además, vale que R(B∗W/R(A)B) = N(B∗W/R(A)B)⊥ = N(W/R(A)B)⊥ =

R(B∗W/R(A)), entonces

B∗(R(W) ∩ R(A)⊥) ⊆ B∗(R(W) ∩ R(A)⊥) ⊆ R(B∗W/R(A)) =

R(B∗W/R(A)B).
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fPor lo tanto
R(B∗W/R(A)B) = B∗(R(W) ∩ R(A)⊥).

A continuación veremos que propiedades debe cumplir el operador W ∈
L(H)+ y el subespacio cerradoM⊆ H, para que dado B ∈ L(H), el operador
B∗W/MB sea efectivamente un operador de shorted.

Teorema 6.4.10. Sea M ⊆ H, un subespacio cerrado, B ∈ L(H) y W ∈ L(H)+.
Entonces

B∗WB/M = B∗(PN(B∗)⊥WPN(B∗)⊥)/BMB.

Demostración.
En primer lugar, como siempre vale que W/BM ≤W, tenemos que

B∗W/BMB ≤ B∗WB, y como R(B∗W/BMB) = B∗R(W/BMB) ⊆ B∗(BM⊥) =

B∗[(B∗)−1(M⊥)] = R(B∗) ∩M⊥ ⊆M⊥, entonces vale que

B∗W/BMB ≤ B∗WB/M. (6.29)

Caso 1: Supongamos B ∈ GL(H). Entonces, sea X ∈ L(H) tal que R(X) ⊆
M⊥ y

0 ≤ X ≤ B∗WB,

entonces conjugando la ecuación anterior por B−1 tenemos que

(B∗)−1XB−1 ≤W.

Y si llamamos Y = (B∗)−1XB−1, entonces

R(Y) = (B∗)−1(R(XB−1)) ⊆ (B∗)−1(M⊥) = BM⊥.

Por lo tanto Y ≤W/BM. Entonces

X = B∗YB ≤ B∗W/BMB.

Por lo tanto

B∗WB/M = max{0 ≤ X ≤ B∗WB : R(X) ⊆M⊥} ≤ B∗W/BMB, (6.30)

y usando (6.29), tenemos que

B∗WB/M = B∗W/BMB = B∗(PN(B∗)⊥WPN(B∗)⊥)/BMB,

donde la última igualdad es trivial ya que en este caso N(B∗)⊥ = H.
Caso 2: Supongamos que B∗ es inyectivo. Llamaremos (B∗)−1 al operador

lineal no acotado, cuyo dominio es R(B∗) y que cumple que para todo x ∈ H
(B∗)−1B∗x = x. Sea X ∈ L(H) tal que R(X) ⊆M⊥ y

0 ≤ X ≤ B∗WB.
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Entonces por el Teorema de Douglas 2.1.1, existe Z ∈ L(H) con ‖Z‖ ≤ 1 tal
que

X1/2 = B∗W1/2Z.

Sea
Y∗ = (B∗)−1X1/2 = (B∗)−1B∗W1/2Z = W1/2Z.

Entonces Y∗Y = W1/2ZZ∗W1/2 ≤ W, y por otra parte R(Y∗Y) ⊆ R(Y∗) =
R((B∗)−1X1/2) = (B∗)−1(R(X1/2)) ⊆ (B∗)−1(R(X)) ⊆ (B∗)−1(M⊥) ⊆ BM⊥.

Por lo tanto Y∗Y ≤W/BM, entonces

X = B∗Y∗YB ≤ B∗W/BMB.

Por lo tanto

B∗WB/M = max{0 ≤ X ≤ B∗WB : R(X) ⊆M⊥} ≤ B∗W/BMB,

y usando (6.29), tenemos que

B∗WB/M = B∗W/BMB = B∗(PN(B∗)⊥WPN(B∗)⊥)/BMB,

donde la última igualdad es trivial ya que en este caso N(B∗)⊥ = H.
Caso 3: Supongamos que R(W) ⊆ N(B∗)⊥ = R(B).
Sea X ∈ L(H) tal que R(X) ⊆M⊥ y

0 ≤ X ≤ B∗WB.

Entonces por el Teorema 2.1.1, existe Z ∈ L(H) con ‖Z‖ ≤ 1 tal que

X1/2 = B∗W1/2Z.

Sea
Y∗ = (B∗)†X1/2 = (B∗)†B∗W1/2Z = PN(B∗)⊥W1/2Z = W1/2Z,

donde se usó que R(W1/2) ⊆ R(W) ⊆ N(B∗)⊥.
Entonces Y∗Y = W1/2ZZ∗W1/2 ≤ W, y por otra parte R(Y∗Y) ⊆ R(Y∗) =

R((B∗)†X1/2) = (B∗)†(R(X1/2)) ⊆ (B∗)†(R(X)) ⊆ (B∗)†(M⊥) ⊆ BM⊥,
donde usamos que

BM⊥ = (B∗)−1(M⊥) = {x ∈ H : B∗x ∈ M⊥} =

= {x = x1 + x2 ∈ H : x1 ∈ N(B∗)⊥, x2 ∈ N(B∗), B∗x ∈ M⊥} =

= {x = (B∗)†B∗x + x2 ∈ H : x2 ∈ N(B∗), B∗x ∈ M⊥} =

= (B∗)†(M⊥) + N(B∗) ⊇ (B∗)†(M⊥).

Por lo tanto Y∗Y ≤W/BM, entonces

X = B∗Y∗YB ≤ B∗W/BMB.
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Por lo tanto

B∗WB/M = max{0 ≤ X ≤ B∗WB : R(X) ⊆M⊥} ≤ B∗W/BMB,

y usando (6.29), tenemos que

B∗WB/M = B∗W/BMB.

Finalmente, vale que

B∗WB/M = B∗(PN(B∗)⊥WPN(B∗)⊥)/BMB,

pues, tomando W ′ = PN(B∗)⊥WPN(B∗)⊥ , vale que W ′ ≥ 0, y que N(B∗) ⊆
N(W), entonces R(W) ⊆ N(B∗)⊥ y por el caso anterior tenemos

B∗WB/M = B∗W ′B/M = B∗W ′
BMB = B∗(PN(B∗)⊥WPN(B∗)⊥)/BMB.



7
A P L I C A C I O N E S

En este capítulo, luego de realizar una introducción teórica de algunas pro-
piedades y definiciones que nos serán útiles, presentaremos problemas que
surgen naturalmente en el área de Procesamiento de Imágenes y Señales, en
los que se pueden aplicar los resultados obtenidos en el Capítulo 6.

Hacia el final del capítulo, presentaremos los llamados problemas de Pro-
crusto, los cuales surgen naturalmente, por ejemplo, en Química Cuántica ó
en la Teoría de Marcos.

7.1 optimización con rango fijo

Sea A ∈ Cm×n, una matriz con ran(A) = r, (donde ran(A) es el rango de la ma-
triz A, es decir la dimensión del subespacio R(A)) llamaremos descomposición
en valores singulares (DVS), a cualquier factorización

A = UΣV∗, (7.1)

con U y V unitarias y Σ =

(
D 0r×n−r

0m−r×r 0m−r×n−r

)
, con D ∈ Cr×r, una matriz

diagonal con entradas diagonales positivas. Los valores singulares de A son
las raíces cuadradas de los autovalores de A∗A y lo denotamos mediante
σi =

√
λi. Vamos a suponer que los valores singulares de A están ordenados

de forma decreciente.
Si llamamos ui y vi a las columnas i-ésimas de U y V respectivamente, se

puede probar que {u1, · · · , ur}, es una base ortonormal de R(A), y
{ur+1, · · · , um}, es una base ortonormal de R(A)⊥ = N(A∗). Además ‖Avi‖ =
σi, para 1 ≤ i ≤ n, y σi = 0 si, y sólo si, i > r, entonces {vr+1, · · · , vn} es
una base ortonormal de N(A) y {v1, · · · , vr} es una base ortonormal de
N(A)⊥ = R(A∗).

Cuando Σ contiene filas o columnas de ceros, es posible obtener una des-
composición de A más compacta. Sea r = ran(A), y dividamos U y V en las
submatrices cuyos primeros bloques contengan r columnas: U = [Ur Um−r],
con Ur = [u1 · · · ur] y V = [Vr Vn−r], donde Vr = [v1 · · · vr]. Entonces, con la
notación establecida

A = [Ur Um−r] Σ [Vr Vn−r]
∗ = UrDV∗r . (7.2)

Esta factorización de A se llama descomposición en valores singulares reducida de
A.
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La descomposición en valores singulares, es una herramienta que se utiliza,
por ejemplo, para encontrar modelos de bajas dimensiones que aproximen
en algún sentido, determinados datos, especialmente en el área de Señales y
Procesamiento de imágenes [31, 42]. En particular, varios de estos problemas
se pueden enunciar de la siguiente manera: dada una matriz B ∈ Cn×n con
ran(B) ≥ k, para k ∈ N tal que k < n, hallar una matriz Y0 ∈ Cn×n con
ran(Y0) = k tal que,

Y0 = argmin
{Y∈Cn×n : ran(Y)=k}

f (Y− B), (7.3)

para alguna función de costo f : Cn×n → R.
Para los casos en que la función de costo f , viene dada por ||| · |||, es decir

una norma unitariamente invariante, la solución a este problema es conocida.
Supondremos que ran(B) > k, caso contrario, el mínimo se alcanza en Y0 = B.

Estudiaremos tres casos del Problema (7.3). El primer caso, será para cuando
f es la norma de Frobenius ‖ · ‖F; el segundo caso para cuando f es la norma
de operadores ‖ · ‖, y finalmente daremos la solución para el caso general
de cuando f es una norma unitariamente invariante cualquiera (ver Sección
3.1.3).

Analicemos entonces, el siguiente problema:

Y0 = argmin
{Y∈Cn×n : ran(Y)=k}

‖Y− B‖F, (7.4)

Consideremos B = UΣV∗, la descomposición en valores singulares de la
matriz B.

Sea

Bk =
k

∑
i=1

uiσiv∗i ,

donde ui es la i-ésima columna de la matriz unitaria U, v∗i es la i-ésima fila de
la matriz unitaria V∗, y σi el i-ésimo valor singular no nulo de B. Claramente,
ran(Bk) = k.

Sea Y ∈ Cn×n, definimos la matriz (generalmente no diagonal) D = U∗YV,
por lo tanto Y = UDV∗. Entonces

‖Y− B‖2
F = ‖UDV∗ −UΣV∗‖2

F = ‖D− Σ‖2
F =

∑
i
|σi − Dii|2 + ∑

i 6=j
|Dij|2.

Entonces, la elección de D con ran(D) = k que minimiza ‖Y− B‖2
F, es cuando

D es diagonal, con los primeros k elementos de la diagonal (no nulos) iguales
a σ1, · · · , σk y los restantes n− k elementos de la diagonal nulos. El Y corres-
pondiente a dicho D es Y0 = Bk, que resulta la solución de (7.4).
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Ahora, supongamos que queremos hallar

Y0 = argmin
{Y∈Cn×n : ran(Y)=k}

‖Y− B‖, (7.5)

donde ‖ · ‖ es la norma de operadores, es decir para A ∈ Cm×n,

‖A‖ = sup
x∈Cn ‖x‖=1

‖Ax‖.

En este caso, también resulta Y0 = Bk.
Observar, en primer lugar que

‖B− Bk‖ = σk+1,

de hecho, sea v ∈ Cn, tal que ‖v‖ = 1, entonces v = ∑n
i=1 αivi, con αi ∈ C, 1 ≤

i ≤ n, y vi la i-ésima columna de la matriz unitaria V de la DVS de B. Entonces
‖v‖2 = ∑n

i=1 |αi|2 = 1. Por lo tanto

‖(B− Bk)v‖2 = ‖
n

∑
i=k+1

n

∑
j=1

σiuiv∗i αjvj‖2 = ‖
n

∑
i=k+1

σiαiui‖2 =

=
n

∑
i=k+1

σ2
i |αi|2‖ui‖2 =

n

∑
i=k+1

σ2
i |αi|2 ≤ σ2

k+1

n

∑
i=k+1

|αi|2 ≤ σ2
k+1,

entonces
‖B− Bk‖ ≤ σk+1.

Y por otra parte, como

‖(B− Bk)vk+1‖ = ‖
n

∑
i=k+1

σiuiv∗i vk+1‖ = ‖σk+1uk+1‖ = σk+1,

tenemos que σk+1 ≤ ‖B− Bk‖ y obtenemos la igualdad que queríamos.
Volviendo al Problema (7.5), sea Y ∈ Cn×n tal que ran(Y) = k. Por el

Teorema de la dimensión, tenemos que dim(N(Y)) = n− dim(R(Y)) = n− k.
Sea Vk+1 = [v1 · · · vk+1], es decir, la matriz que sólo contiene las primeras k + 1
columnas de la matriz V de la DVS de B. Entonces

dim(R(Vk+1)) + dim(N(Y)) = (k + 1) + (n− k) = n + 1,

entonces existe x ∈ R(Vk+1) ∩ N(Y), con ‖x‖ = 1. Sea x = ∑k+1
i=1 civi, con

ci ∈ C, 1 ≤ i ≤ k + 1, tal que ‖x‖2 = ‖∑k+1
i=1 civi‖2 = ∑k+1

i=1 |ci|2 = 1. Entonces,
tenemos que,

‖Y− B‖2 ≥ ‖(Y− B)x‖2 = ‖Bx‖2 = ‖
k+1

∑
i=1

ciBvi‖2 =
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= ‖
k+1

∑
i=1

ciσiui‖2 =
k+1

∑
i=1
|ci|2σ2

i ‖ui‖2 =

=
k+1

∑
i=1
|ci|2σ2

i ≥ σ2
k+1

k+1

∑
i=1
|ci|2 = σ2

k+1 = ‖Bk − B‖2.

Por lo tanto Y0 = Bk.

Finalmente, en [65], se estudia el problema más general de hallar

Y0 = argmin
{Y∈Cn×n : ran(Y)≤k}

|||Y− B|||, (7.6)

donde ||| · ||| es una norma unitariamente invariante (ver Sección 3.1.3). En
este caso, también resulta Y0 = Bk.

Para probar la existencia de solución del problema general (7.6), enunciare-
mos el siguiente lema, probado en [65, Lema 1].

Lema 7.1.1. Sean X, Y ∈ Cn×n, con σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σn y α1 ≥ α2 ≥ · · · ≥ αn los
valores singulares de X e Y respectivamente. Si σi ≤ αi, 1 ≤ i ≤ n, entonces

|||X||| ≤ |||Y|||,

para cualquier ||| · |||, norma unitariamente invariante en Cn×n.

La siguiente notación será útil para resolver el problema general (7.6). Dada
una matriz X ∈ Cn×n, para 1 ≤ k ≤ n, denotaremos, (X)k a la matriz que se
obtiene cuando cada elemento de las k últimas columnas de X se reemplaza
por 0, y denotaremos por [X]k a la matriz que se obtiene cuando cada elemento
de las k últimas filas y k columnas de X se reemplaza por 0. Si I es la matriz
identidad, entonces es fácil ver que (X)k = X(I)k, [X]k = (I)kX(I)k y además
(XY)k = X(Y)k. Denotaremos por diag(x1, · · · , xn) a la matriz de Cn×n que
tiene en su diagonal el vector (x1, · · · , xn) y 0 en el resto de sus entradas.

Usando el principio de min-max de Fischer-Courant [78, Pág. 21], es fácil
probar que para cualquier matriz X ∈ Cn×n, tal que X ≥ 0, vale que

λi([X]k) ≤ λi(X), i = 1, · · · , n, (7.7)

λi([X]k) ≥ λi−k(X), i = k + 1, · · · , n, (7.8)

donde λi es el i-ésimo autovalor de X, tal que λ1 ≤ · · · ≤ λn.
Con está propiedad, dado B ∈ Cn×n, con B = UΣV∗ su DVS, es posible

probar que

|||(B)k||| ≤ |||B|||, (7.9)
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|||Σ− (Σ)n−k||| = |||diag(0, · · · , 0, σk+1, · · · , σn)||| ≤ |||(BP)k|||, (7.10)

para toda norma unitariamente invariante ||| · ||| y para toda P unitaria.
De hecho, para probar (7.9), observar que {(B)k}∗(B)k = [B∗B]k, entonces,

por (7.7), los valores singulares de (B)k no son mayores a los valores singulares
correspondientes de B. Por el Lema 7.1.1, tenemos (7.9).

Ahora, usando (7.8), tenemos para k + 1 ≤ i ≤ n y para cualquier P unitaria,

λi([P∗Σ2P]k) ≥ λi−k(P∗Σ2P) = λi−k(Σ
2) = σ2

n−(i−k)+1 = λi(Σ2 − [Σ2]n−k).

Esta desigualdad, es válida para 1 ≤ i ≤ n, pues λi(Σ2− [Σ2]n−k) = 0, cuando
1 ≤ i ≤ k.

Más aún, tenemos que

{Σ− (Σ)n−k}∗{Σ− (Σ)n−k} = Σ2 − [Σ2]n−k,

y
{(ΣP)k}∗(ΣP)k = [P∗Σ2P]k.

Por lo tanto, los valores singulares de Σ − (Σ)n−k no son mayores que los
valores singulares correspondientes de (ΣP)k, y por el Lema (7.1.1),

|||Σ− (Σ)n−k||| ≤ |||(ΣP)k|||,

para cada P unitaria. Entonces, usando la DVS de B, tenemos

|||(BP)k||| = |||B(P)k||| = |||UΣV∗(P)k||| = |||(ΣV∗P)k)||| ≥ |||Σ− (Σ)n−k|||,

para cada P unitaria y tenemos (7.10).
Volviendo al problema general (7.6), sea Y ∈ Cn×n, con ran(Y) ≤ k. Entonces

claramente, Y se puede expresar como Y = P∆Q con P, Q unitarias y ∆ =
diag(0, · · · , 0, δ1, · · · , δk) (por ejemplo haciendo una permutación adecuada de
la DVS de Y). Entonces, usando (7.9) tenemos

|||B−Y||| = |||(BQ∗ − P∆)Q||| = |||BQ∗ − P∆||| ≥ |||(BQ∗)k − (P∆)k|||.

Pero (P∆)k = 0, entonces usando (7.10) tenemos

|||B−Y||| ≥ |||(BQ∗)k||| ≥ |||Σ− (Σ)n−k|||,

para cada Y tal que ran(Y) ≤ k.
Por otra parte, si Y0 = Bk = U(Σ)n−kV∗ entonces, tenemos que

B−Y0 = B− Bk = U(Σ− (Σ)n−k)V∗

Por lo tanto:
|||B−Y0||| = |||Σ− (Σ)n−k|||.
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Debido a su dificultad, el Problema (7.3), es estudiado usualmente relajando
la restricción del rango de Y, lo cual bajo ciertas condiciones, resulta ser
una relajación exacta. Para esto, se usa la factorización de Y = AX, con
A ∈ Cn×k, X ∈ Ck×n.

Supongamos que la función costo viene dada por una norma unitariamente
invariante ||| · |||, ahora estamos interesados en el siguiente problema:

Y0 = argmin
{X∈Ck×n, A∈Cn×k}

|||AX− B|||. (7.11)

De hecho, supongamos que A0 ∈ Cn×k, X0 ∈ Ck×n satisface

|||A0X0 − B||| = min
{X∈Ck×n, A∈Cn×k}

|||AX− B|||, (7.12)

entonces,

|||A0X0 − B||| = min
X∈Ck×n

|||A0X− B|||. (7.13)

Luego A0X0 = PR(A0)B, (ver [40, Teorema 3.1] y [40, Proposición 2.5]).
Entonces el problema (7.12) se puede reescribir como:

|||A0X0 − B||| = min
{S⊆Cn : dim(S)≤k}

|||(I − PS)B|||.

Observar que como

{PSB− B : dim(S) ≤ k} ⊆ {Y− B : Y ∈ Cnxn, ran(Y) ≤ k},

entonces

inf
{S⊆Cn : dim(S)≤k}

|||(I − PS)B||| ≥ inf
{Y∈Cn×n : ran(Y)≤k}

|||B−Y||| = |||B−Y0|||,

con Y0 = Bk, donde se usó lo probado en (7.6).
Sean U1 ∈ Cn×k y V1 ∈ Cn×k las matrices que contienen las primeras k

columnas de las matrices unitarias U y V de la DVS de B, respectivamente.
Observar que Bk = U1ΣkV∗1 = PR(U1)

B, donde Σk es la matriz que tiene en su
diagonal los primeros k valores singulares de B: σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σk. Por lo
tanto

|||B−Y0||| = |||B− PR(U1)
B||| ≥ inf

{S⊆Cn : dim(S)≤k}
|||(I − PS)B||| ≥ |||B−Y0|||.

De ésta manera, tenemos que el problema (7.11) tiene mínimo y el mismo se
realiza en Y0 = PR(U1)

B.
Si un peso (positivo) se introduce en la ecuación (7.13), el Teorema 6.1.11,

da condiciones suficientes y necesarias para la existencia de solución de dicho
problema para ‖ · ‖p.
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7.2 teoría de muestreo y reconstrucción de señales

En esta sección estudiaremos algunas aplicaciones de los problemas resueltos
en la Sección 6.3, en primer lugar daremos algunas definiciones básicas y
propiedades de la teoría de marcos.

7.2.1 Marcos

Sea H un espacio de Hilbert complejo y separable. Una sucesión F = { f j}j≥1
es un marco ó frame para H si existen constantes a, b > 0 tales que

a‖ f ‖2 ≤ ∑
j≥1
|
〈

f , f j
〉
|2 ≤ b‖ f ‖2, para cada f ∈ H. (7.14)

La mayor a y menor b con las propiedades de arriba se denominan las
constantes del marco F óptimas y se denotan aF y bF respectivamente. Si
aF = bF = 1, entonces F se llama un marco de Parseval. En líneas generales,
el marco F es un conjunto generador de H donde permitimos combinaciones
lineales de los elementos de F con coeficientes en l2(N). Más precisamente,
dado un marco F definimos el operador de sintésis de F por F : l2(N)→ H

F((αj)j≥1) = ∑
j≥1

αj f j,

y el operador de análisis por F∗ : H → l2(N),

F∗ f = (
〈

f , f j
〉
)j≥1.

Notar que la desigualdad de la derecha de (7.14) implica que F (y por lo tanto
F∗) es un operador bien definido, lineal y acotado. Más aún, si llamamos
SF = FF∗ ∈ L(H) entonces

SF f = FF∗ f = ∑
j≥1

〈
f , f j

〉
f j, para cada f ∈ H

y las desigualdades de (7.14) son equivalentes a las desigualdad de operadores

a · I ≤ SF ≤ b · I.

Por lo tanto, SF = FF∗, el llamado operador del marco de F , es un operador
positivo e inversible y además vale que

a1/2
F = in f {‖Fx‖ : x ∈ N(F)⊥, ‖x‖ = 1} = ‖F†‖−1

y
b1/2
F = ‖F‖.

Por otra parte, las identidades

f = SFS−1
F f = ∑

j≥1

〈
S−1
F f , f j

〉
f j = ∑

j≥1

〈
f , S−1
F f j

〉
f j, para cada f ∈ H, (7.15)
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muestran que F permite la representación lineal de vectores de H, cuando la
sucesión de coeficientes

〈
f , S−1
F f j

〉
j≥1

= F∗(S−1
F f ) ∈ l2(N).

También notar que, si definimos F # = {S−1
F f j}j≥1, entonces F # es un marco

de H con operador del marco S−1
F . Esto muestra que los coeficientes dados

por el mapa
H 3 f → (

〈
f , S−1
F f j

〉
)j≥1 ∈ l2(N)

dependen de manera continúa en f ∈ H, es decir, F permite fórmulas de
reconstrucción lineales y estables.

Una importante propiedad de los marcos F es su redundancia. De hecho,
es bien sabido que la falta de unicidad en este contexto es una ventaja, ya que
provee herramientas para lidiar con problemas que aparecen en la aplicación
de la teoría de marcos. Un medida típica de la redundancia del marco F
está dada por el exceso de F , que es la dimensión de N(F). En caso que F
tenga exceso no nulo, entonces existen infinitos marcos duales para F , es decir,
marcos G = {gj}j≥1 tal que

f = ∑
j≥1

〈
f , gj

〉
f j, para cada f ∈ H.

Notar que F # es un marco dual de F , llamado el marco dual canónico.
Es fácil ver que que el conjunto de marcos duales para F está en biyección

con el conjunto de operadores lineales y acotados G : l2(N) → H tal que
FG∗ = IH, a través del mapa

G → G = {G f j}.

Este último hecho muestra que si G es un marco dual para F , entonces F es
un marco dual para G es decir

f = ∑
j≥1

〈
f , gj

〉
f j = ∑

j≥1

〈
f , f j

〉
gj, para cada f ∈ H.

En este caso, decimos que (F ,G) es un par de marcos duales para H.
En la Sección 7.3.4, se presentará un problema de Procrusto relacionado con

la reconstrucción de señales derivada de fórmulas de reconstrucción para el
par (F ,G). Más precisamente, se buscarán marcos de Parseval X = {xj}j≥1,
que cumplen XX∗ = SX = IH, que minimizan el peor caso de error de
reconstrucción.

7.2.2 Muestreo y Reconstrucción

Sean {wn}n≥1 ⊆ H, el marco de un subespacio cerrado R, denominado
subespacio de reconstrucción y {vn}n≥1 ⊆ H el marco de un subespacio
cerrado S , denominado subespacio de muestreo. Supongamos que, A y B son
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los operadores de sintesis correspondientes a los marcos {wn}n≥1 y {vn}n≥1
respectivamente, es decir A, B : `2(N) → H son los operadores tales que, si
x = {xn}n∈N ∈ `2(N), Ax = ∑n≥1 xnwn y Bx = ∑n≥1 xnvn, que son acotados
dado que {vn}n∈N y {wn}n∈N son marcos y cumplen (7.14). Observar, que
en este caso, tenemos que B∗ es el operador de análisis del marco {vn}n≥1 y
B∗ : H → l2(N),

B∗ f = (〈 f , vn 〉)n≥1, para cada f ∈ H.

El proceso de muestreo y reconstrucción de un vector f ∈ H se resume en la
aplicación sucesiva de dos operadores:

f̂ = AB∗ f = A({〈 f , vn 〉}n≥1) = ∑
n≥1
〈 f , vn 〉wn.

Todo este proceso puede representarse como f̂ = Q f , donde Q es el operador
lineal y acotado Q : H → H, tal que

Q = AB∗. (7.16)

Si el operador de sintésis A es un inverso por derecha del operador de
análisis B∗, esto es si B∗A = Il2(N), se dice que los operadores son consistentes.

Si los operadores B∗ y A son consistentes, se verifica la noción de muestreo
consistente propuesta en [82, 83], según la cual la función reconstruída debe
producir las mismas muestras que la original:

B∗ f̂ = B∗(AB∗ f ) = (B∗A)B∗ f = B∗ f .

Si los operadores B∗ y A son consistentes, entonces el operador Q definido
en (7.16) resulta idempotente. De hecho,

Q2 = (AB∗)(AB∗) = A(B∗A)B∗ = AB∗ = Q.

Entonces Q resulta ser una proyección en R(A) = R.
Si S 6= R y los operadores B∗ y A son consistentes, entonces Q define una

proyección oblicua, de modo que f − f̂ ∈ N(B∗) = R(B)⊥ = S⊥, de hecho

B∗( f − f̂ ) = B∗ f − B∗AB∗ f = 0.

Podemos interpretar que el error f − f̂ es un elemento de H que el operador
B∗ no detecta.

Si S = R y los operadores B∗ y A son consistentes, resultará que f − f̂ ∈ S⊥
y Q define una proyección ortogonal, es decir Q = PR. En este caso, tendremos

f̂ = arg min
g∈S

‖ f − g‖.

Para ampliar las posibilidades de lo hecho hasta ahora se propone un nuevo
esquema general de muestreo y reconstrucción. En este esquema, las muestras
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obtenidas mediante la aplicación del operador de muestreo B∗ pueden ser
transformadas por un filtro digital (un operador X ∈ L(l2(N))) antes de la
reconstrucción. Es decir,

f̂ = AXB∗ f . (7.17)

La función reconstruida no tiene por qué coincidir con la original. Sin
embargo, resulta razonable exigir que si f ∈ R entonces f̂ = f . Esta exigencia
implica aceptar la hipótesis que

R∩ S⊥ = {0}.

En efecto, si existiera una función no nula g ∈ R∩S⊥ resultaría B∗g = 0, pues
S⊥ = R(B)⊥ = N(B∗), y no se lograría su reconstrucción exacta pese a ser un
elemento de R.

Además si agregamos la hipótesis de reconstrucción consistente y que
S = R. Entonces la función original y reconstruída deberán tener las mismas
muestras:

B∗ f = B∗ f̂ = B∗AXB∗ f .

En este caso particular, X es tal que Q = AXB∗ resulta ser la proyección
oblicua Q = PR//S⊥ . De hecho, dada f ∈ H, se cumple que Q f̂ = AXB∗ f̂ =
AXB∗ f = Q f , con lo cual

Q2 f = Q(Q f ) = Q f̂ = Q f

y Q es una proyección.
Además N(Q) ⊇ N(B∗) = S⊥. Para probar la otra inclusión, sea f ∈ N(Q)

pero f 6∈ S⊥, entonces B∗ f 6= 0, lo cual contradice que B∗ f̂ = B∗Q f = B∗0 = 0.
Entonces N(Q) = S⊥.

Por otra parte, R(Q) ⊆ R(A) = R. Dada f ∈ S = R, al ser f̂ una recons-
trucción consistente resulta B∗(Q f − f ) = 0. Entonces Q f − f ∈ N(B∗) = S⊥
y como Q f − f ∈ S , tenemos que Q f = f y f ∈ R(Q).

En el caso en que tenemos la hipótesis de reconstrucción consistente pero
S 6= R, si se cumple que

R∩ S⊥ = {0},

entonces Q = AXB∗ resulta también ser la proyección oblicua Q = PR//S⊥ .
De hecho, sigue valiendo que N(Q) = S⊥ y que R(Q) ⊆ R. Ahora, sea f ∈ R,
al ser f̂ una reconstrucción consistente resulta B∗(Q f − f ) = 0. Entonces
Q f − f ∈ S⊥ ∩R, pero como R∩ S⊥ = {0}, entonces Q f = f y f ∈ R(Q).

En este caso en particular, la señal reconstruída f̂ no necesariamente es una
buena aproximación de f , dado que la distancia ‖ f − f̂ ‖ = ‖ f − AXB∗ f ‖ no
está minimizada.

Ahora, independientemente del método utilizado de muestreo y recons-
trucción, supongamos que queremos encontrar un filtro dígital X ∈ `2(N)→
`2(N), tal que AXB∗ f sea una buena aproximación de f en R(A) = R, es
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decir queremos que AXB∗ aproxime a PR en algún sentido. Por ejemplo,
quisiéramos encontrar X0 : `2(N)→ `2(N) un operador lineal y acotado tal
que, para cada f ∈ H

‖(AX0B∗ − PR) f ‖ ≤ ‖(AXB∗ − PR) f ‖,

para cada X ∈ L(H).
Dado W ∈ L(H)+. Alternativamente y generalizando el problema anterior,

quisieramos encontrar X0 : `2(N)→ `2(N) un operador lineal y acotado tal
que, para cada f ∈ H

‖(AX0B∗ − PR) f ‖W ≤ ‖(AXB∗ − PR) f ‖W , (7.18)

para cada X ∈ L(H).
Esto significa que, estamos interesados en el siguiente problema,

min
X∈L(`2(N))

(AXB∗ − PR)∗W(AXB∗ − PR), (7.19)

con el orden inducido en L(H) por el cono de operadores positivos.
En vista de lo probado en 6.3.3, cómo siempre vale que R(PR) = R ⊆
R+R⊥W = R(A) + R(A)⊥W , el problema (7.19) tendrá solución si y sólo si

S⊥ = N(B∗) ⊆ N(A∗WPR) = P−1
R W−1(N(A∗)) =

= P−1
R W−1(R⊥) = P−1

R (R⊥W ) = R⊥ ⊕R∩R⊥W = R⊥ ⊕ N(W) ∩R.

Claramente, si tomamos W = I, (7.19) tendrá solución si y sólo si S⊥ ⊆ R⊥.

El siguiente ejemplo, muestra como el peso W puede influir en la existencia
de solución del problema (7.19).

Ejemplo 7.2.1. Sean A =

(
1 0
0 0

)
, B =

(
0 0
0 1

)
, con W = I. Entonces

S⊥ = N(B∗) = gen{(1, 0)} y como R = R(A) = gen{(1, 0)}, tenemos que
R⊥ = R(A)⊥ = gen{(0, 1)}, por lo tanto S⊥ 6⊆ R⊥, y el problema (7.19) no
tiene solución.

Si ahora tomamos, W = B. Entonces N(W) = gen{(1, 0)} y vale que R⊥ ⊕
N(W)∩R = gen{(0, 1)} ⊕ gen{(1, 0)} = R2, y entonces S⊥ ⊆ R⊥ ⊕ N(W)∩
R, por lo tanto el problema (7.19) tiene solución.

Si W ∈ L(H)+ también satisface que W1/2 ∈ Sp, la clase p-Schatten (para
algún p con 1 ≤ p < ∞), también podríamos estar interesados en la existencia
de

min
X∈L(H)

‖AXB∗ − PR‖p,W . (7.20)

En la segunda parte del capítulo 6, establecimos condiciones suficientes
y necesarias para la existencia de solución del problema (7.20), tanto para
el caso p = 2 como para el caso 1 ≤ p < ∞ y N(B∗) ⊆ N(A∗WPR) =
R⊥⊕N(W)∩R. Finalmente, para el caso general, fue posible dar condiciones
suficientes para la existencia de dicho mínimo.
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7.3 problemas de procrusto

En la mitología griega, Procrusto, también llamado Damastes, era un bandido
y posadero del Ática (o según otras versiones a las afueras de Eleusis), se le
consideraba hijo de Poseidón. Procrusto tenía su casa en las colinas, donde
ofrecía posada al viajero solitario. Allí lo invitaba a tumbarse en una cama
de hierro donde, mientras el viajero dormía, lo amordazaba y ataba a las
cuatro esquinas del lecho. Si la víctima era alta, Procrusto la acostaba en
una cama corta y procedía a serrar las partes de su cuerpo que sobresalían:
los pies y las manos o la cabeza. Si por el contrario era baja, la invitaba a
acostarse en una cama larga, donde también la maniataba y descoyuntaba a
martillazos hasta estirarla (de aquí viene su nombre). Según otras versiones,
nadie coincidía jamás con el tamaño de la cama porque ésta era secretamente
regulable: Procrusto la alargaba o acortaba a voluntad antes de la llegada de
sus víctimas.

En esta sección, decidimos presentar algunos ejemplos de problemas de
Procrusto, los cuales se diferencian de los problemas que se resolvieron en
este trabajo, en que tienen una condición adicional (restricción) que consta en
general en buscar el mínimo pidiendo, por ejemplo, que el mismo resulte un
operador unitario, etc. Si bien en la tesis no presentamos resultados para este
tipo de problemas, nos pareció interesante incluir algunos ejemplos de este
tipo de problemas de minimización.

En Química Cuántica ó en el área de Procesamiento de Señales, estos proble-
mas de Procrusto surgen naturalmente. Realizaremos una breve introducción
de algunos conceptos de Química Cuántica para entender la importancia de los
problemas de Procrusto que se resolverán a continuación. Finalmente daremos
un ejemplo de problema de Procrusto conmumente encontrado en la teoría de
marcos y otro relacionado con el procesamiento y reconstrucción de señales.

7.3.1 Problemas de Procrusto en Química Cuántica

7.3.1.1 Algunos conceptos introductorios de química cuántica

Seguiremos la bibliografía [57] a fin de enunciar algunos conceptos básicos
de la química cuántica. En Química Cuántica o Mecánica Cuántica, el estado
de un sistema viene definido por una función matemática Ψ, llamada la
función de estado o la función de onda dependiente del tiempo del sistema.
Ψ es una función de las coordenadas de las partículas del sistema y también
del tiempo. Por ejemplo, para un sistema de dos partículas tenemos, Ψ =
Ψ(x1, y1, z1, x2, y2, z2, t) donde (x1, y1, z1) y (x2, y2, z2, ) son las coordenadas
de las partículas 1 y 2 respectivamente. Para un sistema con n partículas, la
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mecánica cuántica postula que la ecuación gobernando como varía Ψ con el
tiempo t es:

−}
i

∂Ψ
∂t

= − }2

2m1
(

∂2Ψ
∂x2

1
+

∂2Ψ
∂y2

1
+

∂2Ψ
∂z2

1
)− · · · − }2

2mn
(

∂2Ψ
∂x2

n
+

∂2Ψ
∂y2

n
+

∂2Ψ
∂z2

n
)+VΨ,

(7.21)

donde } es la constante de Planck dividida por 2π; m1, · · · , mn son las
masas de las partículas 1, · · · , n; (xi, yi, zi) son las coordenadas espaciales de
la partícula 1, · · · , n y V es la energía potencial del sistema. Por supuesto V
depende de las coordenadas de las partículas y podría variar con el tiempo.

La ecuación de Schrödinger independiente del tiempo

Para un átomo o molécula aislada, las fuerzas que actúan dependen sólo de
las coordenadas de las partículas cargadas del sistema y son independien-
tes del tiempo. Por lo tanto el potencial de energía V es independiente de
t para un sistema aislado. Para los sistemas donde V es independiente del
tiempo, la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo tiene la forma
Ψ(x1, · · · , zn, t) = f (t)ψ(x1, · · · , zn), donde ψ es una función de las tres coor-
denadas de las partículas y f es una función del tiempo determinada. Esto es
simple de demostrar tomando la ecuación de Schrödinger para una partícula
en una dimensión. Si es independiente de t, tenemos:

−}
i

∂Ψ
∂t

= − }2

2m
∂2Ψ
∂x2 + VΨ. (7.22)

Si proponemos una solución de la forma Ψ(x, t) = f (t)ψ(x). Tenemos ∂2Ψ
∂x2 =

f (t) d2ψ
dx2 y ∂Ψ

∂t = ψ(x) d f
dt . Sustituyendo en (7.22) y dividiendo por f ψ = Ψ

tenemos

−}
i

1
f (t)

d f
∂t

= − }2

2m
1

ψ(x)
∂2ψ

∂x2 + V := E, (7.23)

donde el parámetro E fue definido como

E := −}
i

1
f (t)

d f
∂t

. (7.24)

La ecuación (7.23), muestra también que − }2

2m
1

ψ(x)
∂2ψ
∂x2 + V = E. Por lo tanto

E es independiente de t y de x y debe ser una constante. La constante E tiene
las mismas dimensiones que V, por lo tanto tiene dimensiones de energía.
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De hecho, la química cuántica postula a E como la energía del sistema. La
ecuación (7.23) queda

− }2

2m
∂2ψ

∂x2 + V(x)ψ(x) = Eψ(x), (7.25)

que es la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo para una partícula
en una dimensión, además resolviendo (7.24), tenemos que

f (t) = e
−iEt
} .

La ecuación (7.25) se puede resolver para ψ, conocido el potencial de energía
V(x). Entonces tenemos que

Ψ(x, t) = e
−iEt
} φ(x).

Para un sistema tridimensional y con n partículas, obtenemos la siguiente
ecuación que tendremos que resolver para obtener la función ψ

− }2

2m1
(

∂2ψ

∂x2
1
+

∂2ψ

∂y2
1
+

∂2ψ

∂z2
1
)− · · ·− }2

2mn
(

∂2ψ

∂x2
n
+

∂2ψ

∂y2
n
+

∂2ψ

∂z2
n
)+Vψ = Eψ. (7.26)

Con la ecuación (7.26), es posible determinar las ecuaciones de onda para
una partícula en una caja ó una partícula libre en los casos unidimensional y
tridimensional, la partícula en un pozo rectangular, el oscilador armónico etc.,
[56, Capítulo 2, 3 y 4].

La mecánica cuántica postula que no todas las funciones que satisfacen
(7.26) son funciones de onda permitida. La solución que verifique (7.26) debe
verificar que [56]:

1. ψ tiene un único y sólo un único valor en cada punto del espacio,

2. la función ψ debe ser continua y todas sus derivadas parciales también,

3. la integral en todo el espacio
∫
|ψ|2, debe ser un número finito.

Las funciones de onda de cualquier operador que represente una magnitud
física debe cumplir las condiciones anteriores. Cuando una función satisface
dichas condiciones, se dice que se comporta bien.

Operador Hamiltoniano

Se define el operador Hamiltoniano, para un sistema de una partícula como:

Ĥ = − }2

2m
(

∂2

∂x2 +
∂2

∂y2 +
∂2

∂z2 ) + V(x, y, z),
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definiendo el operador Laplaciano como ∇2 = ∂2

∂x2 +
∂2

∂y2 +
∂2

∂z2 , obtenemos el
operador Hamiltoniano tridimensional para una partícula.

Ĥ = − }2

2m
∇2 + V.

Para un sistema de n partículas tridimensional, obtenemos el siguiente opera-
dor:

Ĥ = − }2

2m1
∇2

1 − · · · − −
}2

2mn
∇2

n + V(x1, · · · , zn).

De esta manera, la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo se
puede reescribir como:

Ĥψ = Eψ. (7.27)

Por lo tanto las ecuaciones de onda en (7.27) son autofunciones del operador
Hamiltoniano Ĥ, con los autovalores los valores de energía permitidos .

Dado que hay un conjunto de funciones de onda de estados estacionarios y
de energías asociadas a estas, se puede escribir

Ĥψj = Ejψj,

donde j indica las distintas funciones de onda y sus energías asociadas.

Métodos de aproximación

Para sistemas de varios átomos o moléculas, los términos de repulsión inter-
electrónicas en la energía potencial V vuelven imposible resolver la ecuación
de Schrödinger con exactitud. Se deben utilizar métodos de aproximación para
dicha resolución. El método más usado, es el denominado método variacional.
Sea Ĥ el operador Hamiltoniano independiente del tiempo de un sistema cuán-
tico. De los postulados de la mecánica cuántica se puede deducir el siguiente
teorema, cuya prueba se encuentra en [56, Capítulo 8]. Si φ es cualquier función
que se comporta bien y normalizada de las coordenadas de las partículas del
sistema, luego:

∫ ∞

−∞
φ∗Ĥφdτ ≥ Egs, (7.28)

para φ normalizada. Donde Egs es el estado fundamental de energía real del
sistema y la integral se extiende en todo el espacio.

De hecho, tenemos que Ĥψn = Enψn, para funciones de onda ψn y energías
En, donde n denota los distintos estados de energía. Sea φ una función que se
comporta bien y normalizada que depende de las coordenadas del sístema de
partículas y sea Z =

∫ ∞
−∞ φ∗Ĥφdτ.
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Ya que el conjunto de autofunciones ψn es un conjunto completo [56,
Postulado 4], podemos escribir φ = ∑j≥1 djψj, para ciertos dj ∈ C, donde
φ∗ = ∑j≥1 d∗j ψ∗j . Luego como φ está normalizada,

∫ ∞
−∞ φ∗φdτ = 1, tenemos

que ∑j≥1 |dj| = 1. Es fácil probar entonces que

Z = ∑
j≥1
|di|2Ei ≥ ∑

j≥1
|di|2Egs = Egs,

y podemos concluir que

Z =
∫ ∞

−∞
φ∗Ĥφdτ ≥ Egs.

Para aplicar el método variacional, se toman diferentes funciones que se
comportan bien y normalizadas φ1, φ2, · · · , y para cada una de ellas se computa
la integral variacional

∫ ∞
−∞ φ∗Ĥφdτ. El teorema variacional, muestra que la

función que nos da el valor más bajo de
∫ ∞
−∞ φ∗Ĥφdτ provee la aproximación

mas cercana al estado fundamental de energía.
En caso de que φ no sea normalizada, tenemos que∫ ∞

−∞ φ∗Ĥφdτ∫ ∞
−∞ φ∗φdτ

≥ Egs. (7.29)

La función φ se llama función variacional de prueba, y el cociente de integrales
en (7.29), integral variacional. Luego φ, se puede usar como aproximación de
la función de onda del estado fundamental real ψgs y se puede usar para
aproximar el valor de Egs real.

Una forma común de las funciones variacionales en mecánica cuántica son
las funciones variacionales lineales

φ = c1 f1 + · · ·+ cn fn,

donde f1, · · · , fn son funciones y c1, · · · , cn, son parámetros variacionales,
cuyos valores se determinan mediante la minimización de la integral varia-
cional. Sea

Y =

∫ ∞
−∞ φ∗Ĥφdτ∫ ∞
−∞ φ∗φdτ

,

luego las condiciones de mínimo para Y son

∂Y
∂c1

= · · · = ∂Y
∂cn

= 0.

Si nos limitamos a las funciones φ reales (de manera tal que los coeficientes
ci y las funciones fi son todos reales) y definiendo Hjk :=

∫ ∞
−∞ f ∗j Ĥ fk, y

Sjk =:=
∫ ∞
−∞ f ∗j fk, al igualar a 0 las derivadas parciales de Y, obtenemos las

siguientes ecuaciones lineales

n

∑
k=1

[(Hik − SikY)ck] = 0, i = 1, 2, · · · , n. (7.30)



7.3 Problemas de Procrusto 119

Este sistema de ecuaciones nos permiten hallar las constantes ck. Observar
que en (7.30), si queremos que la solución no sea la trivial (es decir ck = 0,
para 1 ≤ k ≤ n), debemos pedir que el determinante de la matriz [Hik − SikY]
sea nulo.

El desarrollo del determinante de la matriz Hik − SikY, nos daría un poli-
nomio de grado n en la variable Y, cuyas raíces, se puede demostrar, que son
n y todas reales.

Si enumeramos dichas raíces de manera creciente, tenemos que

Y1 ≤ Y2 ≤ · · · ≤ Yn,

si enumeramos los estados de energía en orden creciente, tenemos

Egs ≤ Egs+1 ≤ · · · ≤ Egs+n ≤ · · · ,

donde Egs, Egs+1, son las energía del estado fundamental, el próximo estado
menor, y así sucesivamente.

Resulta entonces que hay n diferentes conjuntos de c1, · · · , cn que satis-
facen ∂Yi

∂c1
= · · · = ∂Yi

∂cn
= 0, por lo que terminamos con n funciones varia-

cionales distintas φ1, · · · , φn, y n valores diferentes para la ecuación variacional
Y1, Y2, · · · , Yn, donde

Yi =

∫ ∞
−∞ φ∗i Ĥφidτ∫ ∞
−∞ φ∗i φidτ

.

Por lo que acabamos de ver, vale que Y1 ≥ Egs, puede demostrarse también
que Y2 ≥ Egs+1, Y3 ≥ Egs+2, etc.

De esta manera, se usan los valores de Y1, · · ·Yn, para aproximar las energías
y las funciones de onda de los n estados de energía más bajo. Para aproximar
a las energías de más estados, se agregarán más funciones fk a la función de
prueba φ.

Teoría de la perturbación

La teoría de aproximación por el método de perturbación consiste en lo
siguiente. Sea Ĥ el operador Hamiltoniano independiente del tiempo, cuya
ecuación de Schrödinger queremos resolver. En la teoría de aproximación por
perturbación, se divide el operador Ĥ en dos partes:

Ĥ = Ĥ0 + Ĥ′, (7.31)

donde Ĥ0 es el operador Hamiltoniano cuya ecuación de Schrödinger puede
ser resuelta exactamente y Ĥ′ es un operador cuyo efecto se espera que sea
bajo. El sistema con Hamiltoniano Ĥ0 se denomina sistema no perturbado, Ĥ′

es llamada la perturbación y el sistema con Hamiltoniano Ĥ = Ĥ0 + Ĥ′ es
denominado sistema perturbado.
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En [56, Capítulo 9], se prueba que la energía En del estado n del sistema
perturbado se puede escribir como:

En = E(0)
n + E(1)

n + E(2)
n + · · · ,

donde E(0)
n es la energía del estado del sistema no perturbado y E(1)

n , E(2)
n , · · · ,

son llamadas las correcciones de primer orden, segundo orden, etc. a dicha
energía.

Si el problema es apto para la teoría de las perturbaciones, las cantidades
E(1)

n , E(2)
n , · · · , decrecen con el orden considerado.

Para encontrar E(1)
n resolvemos la ecuación de Schrödinger Ĥ0ψ

(0)
n = E(0)

n ψ
(0)
n

del sistema no perturbado. La teoría de la perturbación [56, Capítulo 9], nos
muestra que el factor de corrección E(1)

n viene dado por:

E(1)
n =

∫ ∞

−∞
(ψ

(0)
n )∗Ĥ′ψ(0)

n dτ.

Dado que ψ
(0)
n es conocido, E(1)

n se calcula fácilmente. En [56, Capítulo 9], se
encuentran fórmulas equivalentes para E(2)

n , · · · , etc.

Como se puede ver en la breve introducción de algunos conceptos que se
utilizan en la química cuántica, podemos observar la importancia de obtener
conjuntos ortonormales de autofunciones para poder llevar a cabo aproxima-
ciones que nos permitan resolver la ecuación de Schrödinger que no tienen
solución analítica. Es muy importante también notar como el operador Hamil-
toniano que es el que se utiliza para resolver la ecuación de Schrödinger es
autoadjunto y además cuando se encuentran las autofunciones y autovalores
asociados a dicho operador, las autofunciones de autovalores distintos son
ortogonales y los autovalores todos son reales. Un aproximante al operador
Hamiltoniano será conveniente que mantenga esta propiedad de ser autoad-
junto. La posibilidad de reemplazar el operador Hamiltoniano infinito por uno
finito que siga siendo autoadjunto, y por lo tanto encontrar una aproximación
a E (y quizás ψ ) con alguno de los procedimientos numéricos presentados en
esta sección es uno de los objetivos del primer problema de aproximación que
presentaremos. El segundo problema que presentaremos buscará ortogonalizar
un conjunto de funciones lo que nos llevará a dilucidar el problema de Löwdin.

7.3.2 Aproximación autoadjunta y el problema de Löwdin

En esta sección resolveremos algunos de los problemas planteados en [61], a
fin de aplicar los problemas de Procrusto a la Química Cuántica. El operador
Hamiltoniano gobierna los sistemas de química cuántica. El Hamiltoniano,
es un operador autoadjunto tal como vimos, en algún espacio de Hilbert de
dimensión infinita. El ínfimo del espectro del hamiltoniano es a menudo un
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autovalor de multiplicidad 1. Este autovalor, y su correspondiente autovec-
tor (esencialmente único), son denominados los estados fundamentales de
energía Egs y la función de onda Ψgs fundamental del sistema. Encontrar (o
preferentemente aproximar) Egs y Ψgs es de gran importancia, dado que el
estado fundamental de un sistema es el estado más estable y generalmente
el estado más encontrado en la naturaleza. Dado que el Hamiltoniano es un
operador de dimensión infinita, y dado que se tienen datos finitos solamente,
se busca reemplazar el operador infinito original por uno finito, y por lo tanto
encontrar una aproximación a Egs (y quizás a Ψgs ) con algún procedimiento
numérico. Para ilustrar esto, supongamos que la molécula Aj consiste de Nj
átomos (j = 1, 2 ) y estas 2 moléculas, A1 y A2 , se combinan para formar la
molécula A3 la cual tiene N3 atomos. Uno desea obtener, una aproximación al
estado de energía fundamental EA3 y la función de onda ΨA3 del sistema A3
a partir de los estados de energía y funciones de onda más simples EAj , ΨAj

del sistema constituido por Aj, j = 1, 2 . Tal como vimos en la teoría de la
perturbación en la sección de Química Cuántica. Por ejemplo la fórmula citada
por Goldstein y Levy [49]

C3H8 = 2C2H6 − CH4,

(la cual se lee como: un propano es igual a dos etanos menos un metano,
sugiere la expresión del estado de energía fundamental EC3H8 del propano en
términos de EC2H6 y ECH4 del etano y metano, EC3H8 = 2EC2H6 − ECH4 . Esta
fórmula si bien no es exacta, representa bastante bien la realidad).

Supongamos ahora, que tenemos una matriz A de dimensión finita, la
aproximación de algún Hamiltoniano pero que a diferencia del operador
Hamiltoniano, no es autoadjunta (quizás por algún error numérico). Luego
lo ideal sería reemplazarla por una matriz autoadjunta que es la más cercana
a A en algún sentido. Veamos entonces, que el único aproximante (en S2)
autoadjunto de A es Re(A). De hecho, si X = X∗ tenemos

‖A− Re(A)‖2 = ‖A− A + A∗

2
‖2 =

= ‖1
2
(A− X) +

1
2
(X− A∗)‖2 ≤

1
2
‖A− X‖2 +

1
2
‖X− A∗‖2 = ‖A− X‖2,

donde se uso que ‖Z‖2 = ‖Z∗‖2.
Finalmente, la unicidad se sigue de la propiedad de convexidad de la norma
‖ · ‖2, dado que el conjunto de matrices autoadjuntas es convexo, ver Lema
3.2.5.

En [59], podemos encontrar un resultado similar para Sp con 1 < p < ∞, la
prueba es idéntica que para el caso p = 2 y la unicidad del aproximante se
sigue de la convexidad de las normas ‖ · ‖p, probada en el Lema 3.2.5.
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7.3.2.1 El problema de Löwdin: aproximantes unitarios

Cómo vimos en la sección anterior la estrategia para analizar un sistema
en química cuántica es descomponer el sistema original en subsistemas más
pequeños y luego recombinarlos en un sistema que de alguna forma se parece
al original.

Supongamos que un sistema en Química Cuántica se descompuso en subsis-
temas y que esa información sobre los subsistemas es representada por una
base no ortogonal { f1, · · · , fn} de vectores unitarios. En Química Cuántica
todos los estados se representan por vectores unitarios. Con el objetivo de
combinar este conjunto de vectores no ortogonales { f1, · · · , fn} para obtener
información aproximada acerca del sistema original es necesario reemplazarlos
por un conjunto de vectores unitarios {e1, · · · , en}, los cuales son ortogonales.
Esto se lleva a cabo por medio de una ortogonalización, es decir buscaremos
una matriz B, tal que:

B fi = ei,

donde
〈

ei, ej
〉
= δij, la delta de Kronecker. En otras palabras, B toma la base

no ortogonal { f1, · · · , fn} y la transforma en una base ortogonal {e1, · · · , en}.
Ahora, uno desea cambiar el conjunto { f1, · · · , fn} lo menos posible, porque
cambiar las { f1, · · · , fn} resulta en una pérdida de información. En conclusión
buscamos minimizar la distancia entre las dos bases { f1, · · · , fn} y {e1, · · · , en},
donde aquí interpretaremos distancia en el sentido de cuadrados mínimos, es
decir, uno querría minimizar

n

∑
i
‖ fi − ei‖2.

Este procedimiento fue llevado a cabo por Löwdin en 1950 [58]. La ortogona-
lización de Löwdin es una ortogonalización que cumple que si la base dada
{ f1, f2, · · · , fN}, es permutada, para transformarse en { fπ(1), fπ(2), · · · , fπ(n)},
entonces resulta el mismo B y la nueva base más cercana que obtenemos
es {eπ(1), eπ(2), · · · , eπ(n)}, donde {e1, e2, · · · , eN}, es la base ortonormal de
Löwdin original (es decir en = B fn, 1 ≤ n ≤ N). Entonces, la ortonor-
malización de Löwdin difiere respecto del método de ortogonalización de
Gram-Schmidt [44, Teorema 7.4], el cual si depende del orden en que se tomen
los vectores para la ortogonalización.

En 1980 fue reformulado el problema de aproximación de Löwdin y resuelto
como un problema de aproximación con matrices en vez de vectores [2]. Para
obtener la reformulación, usaremos la descomposición polar de la matriz
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B = UL, donde L = |B| y U en este caso es una matriz unitaria y única pues
B es inversible. Por lo tanto

n

∑
i=1
‖ fi − ei‖2 =

n

∑
i
‖B−1ei − ei‖2 =

n

∑
i=1
‖L−1U−1ei − ei‖2 =

n

∑
i=1
‖(L−1 −U)U−1ei‖2 = ‖L−1 −U‖2

2.
(7.32)

La ultima igualdad en (7.32), se sigue del hecho que {U−1ei} es una base
ortonormal de H (ya que es unitario) y la definición de ‖ · ‖2.

Para encontrar una matriz de ortogonalización que minimice la ecuación
(7.32), reemplazamos B por otra matriz de ortogonalización, por ejemplo B̂,
y sea B̂ fi = êi, 1 ≤ i ≤ n, donde {êi}1≤i≤n es otra base ortonormal de H. Sea
Vei = êi, 1 ≤ i ≤ n. Luego V es una matriz unitaria de H a H y

fi →
UL(=B)

ei →
V

êi.

Luego, B̂ = V(UL) = (VU)L, dado que B̂ es inversible, es la única des-
composición polar de B̂. Consecuentemente L = |B| = |B̂| es independiente
de la matriz de ortogonalización, por lo que variar B(= UL) sobre todas
la matrices de ortogonalización B es equivalente a variar U sobre todas las
matrices unitarias en H mientras mantenemos L fija.

Por la ecuación (7.32), debemos minimizar

‖L−1 −U‖2

para una L−1 fija y positiva, variando U sobre todas las matrices unitarias en
H. Escribiendo A = L−1, tenemos que: para una A fija y positiva queremos
minimizar

‖A−U‖2,

variando sobre el conjunto de las matrices unitarias en H. Veamos entonces
que el único aproximante unitario (en S2) a una matriz positiva arbitraria y
fija es la matriz identidad I. Sea {φi} una base ortonormal de H. Entonces

‖A−U‖2
2 =

n

∑
i=1
‖(A−U)φi‖2 =

n

∑
i=1
‖Aφi‖2 + ‖Uφi‖2 − 2Re 〈 Aφi, Uφi 〉 ,

y se puede verificar que 〈 Aφi, Uφi 〉 , está maximizado si U = I. Luego como

‖Uφi‖ = ‖φi‖ = 1,

tenemos

‖A−U‖2
2 ≥ ∑n

i=1 ‖Aφi‖2 + ‖φi‖2 − 2Re 〈 Aφi, φi 〉 = ‖A− I‖2
2. (7.33)
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Para la unicidad, no podemos usar la propiedad de convexidad de
‖ · ‖2 ya que el conjunto de matrices unitarias no es convexo. Ahora, como I es
un minimizante global, entonces es un extremo local de la función

F : U → ‖A−U‖2,

con U ∈ U , (llamamos U al conjunto de operadores unitarios). Indicamos que
I debe ser el único extremo local, y por lo tanto el único minimizante global
de F.

De hecho, si V ∈ U es un extremo local de F, luego la función f : t →
F(eitPV) = ‖eitPV − A‖2, donde t ∈ R y P es una proyección arbitraria de
rango unidimensional, tiene un mínimo local en 0. Entonces, f ′(0) = 0 ≤ f

′′
(0).

Si notamos σ(V) al espectro de V, estas dos condiciones implican (ver [48]),
dado que P es arbitrario, que σ(V) ⊆ R y Re(σ(V)) ⊆ R+. Entonces, como
V ∈ U , tenemos que σ(V) = {1}, lo que significa que V = I.

Extensión del resultado al espacio Sp

Dado A ∈ L(H)+, sea p ≥ 1, y

UA := {U : U es unitaria, U − A ∈ Sp}.

En [2, Teorema 3.3], se prueba que si U ∈ UA, entonces I ∈ UA y además ([2,
Corolario 3.6])

‖U − A‖p ≥ ‖I − A‖p.

De esta manera, se extiende el resultado obtenido en (7.33) a los espacios Sp
con p ≥ 1 y de dimensión infinita. En este caso, se pierde la unicidad de I
como minimizante. Con la hipótesis extra de que A > 0 (es estrictamente
positiva), I es el único minimizante de ‖U − A‖p, U ∈ UA, para p > 1, [2,
Teorema 3.5].

7.3.2.2 Más problemas de aproximación tipo Löwdin

Tal como hicimos con el problema de Löwdin, supongamos que tenemos una
base arbitraria no ortogonal { f1, · · · , fn} de vectores unitarios. Supongamos
que quisiéramos reemplazarlos con una base ortonormal {e1, · · · , en} con las
siguientes propiedades

1. {e1, · · · , en} es cercano a { f1, · · · , fn},

2. {e1, · · · , en} es cercano a otra base ortonormal {g1, · · · , gn}.

La restricción 2., podría aparecer para probar una hipótesis seguida de
alguna teoría química competitiva. Dado que 1. y 2. son restricciones que
compiten entre sí, una solución óptima dependerá de cuanto peso relativo se
les da a las restricciones 1. y 2. respectivamente. Para 0 ≤ b ≤ 1, sea

Fb(B) = b
n

∑
i
‖ fi − ei‖2 + (1− b)

n

∑
i
‖gi − ei‖2,
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donde como en el problema de Löwdin, B es la matriz de ortogonalización
tal que B fi = ei, 1 ≤ i ≤ n. Cómo antes, sea B = UL , donde L = |B| y U es
unitario, la única descomposición polar de la matriz B inversible . Tal como
hicimos con el problema de Loẅdin, variar la matriz B es mantener su módulo
L fijo mientras se varía su parte unitaria U.

Sea la matriz unitaria C que lleva la base {L f1, · · · , L fn} a la base ortonormal
{g1, · · · , gn}. Es decir CL fi = gi, 1 ≤ i ≤ n. Luego C−1gi = L fi y entonces
ei = B fi = UL fi = UC−1gi. Entonces con 0 ≤ b ≤ 1, tenemos

Fb(B) = b
n

∑
i
‖(B−1 − I)ei‖2 + (1− b)

n

∑
i
‖(I −UC−1)gi‖2 =

b
n

∑
i
‖(L−1 −U)U−1ei‖2 + (1− b)

n

∑
i
‖(C−U)C−1gi‖2 =

b‖L−1 −U‖2
2 + (1− b)‖C−U‖2

2.

(7.34)

El problema ahora se transforma en el problema de minimizar la ecuación
(7.34), variando la matriz unitaria U sujeta a la matriz positiva L−1, con la
matriz unitaria C y el número b ambos fijos.

En [48], se da una solución al problema presentado en (7.34), bajo ciertas
hipótesis. Supongamos que A1, A2, · · · , AN son operadores lineales en un
espacio de Hilbert H, N-dimensional. Sean b1 ≥ b2 ≥ · · · ≥ bn ≥ 0, con
b1 + b2 + · · ·+ bn = 1. Supongamos que

D =
n

∑
j=1

bj Aj

es un operador normal. El problema de minimizar el funcional

E(U) =
n

∑
j=1

bj‖U − Aj‖2
2, U ∈ U ,

es equivalente a minimizar el funcional

F (U) = ‖U − D‖2
2, U ∈ U .

Más aún, si escribimos

D =
N

∑
j=1

λjej ⊗ ej, (7.35)

donde {e1, e2, · · · , eN} es una base ortonormal de H y Dej = λjej. Entonces,
los operadores unitarios U que minimizan E tienen la siguiente forma. Para
1 ≤ j ≤ N, Uej = µjej, donde µj =

λj
|λj|

, si λj 6= 0 y µj es un número complejo
arbitrario de módulo 1 si λj = 0.
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Por otra parte, si N = N(D). Entonces los operadores U que minimizan E
son reducidos por N (es decir U(N ) ⊆ N y U(N⊥) ⊆ N⊥), son operadores
unitarios arbitrarios en N y son operadores unitarios únicamente determina-
dos en N⊥. Cuando D es inyectiva, el mínimo de E es alcanzado en un único
U. Para las pruebas de estas afirmaciones, ver [48, Teorema 1].

Para el problema planteado en (7.34), tenemos que D = bL−1 + (1− b)C,
entonces D será un operador normal si L−1 (ó equivalentemente L) conmutan
con C. En ese caso, si D es de la forma (7.35), el U que minimiza (7.34) está
dado por

Uej = µjej,

para j ∈ K = {n ∈ {1, 2, · · · , N} : µj 6= 0}, donde µj =
λj
|λj|

, y {Uej : j ∈
{1, 2, · · · , N} \ K} puede ser un base ortonormal arbitraria de {ej : j ∈ K}⊥.

7.3.3 Aproximación simétrica de marcos y bases

Dado un espacio de Hilbert H y un conjunto de vectores linealmente indepen-
diente { fi}n

i=1 en H. El proceso de Gram-Schmidt es tradicionalmente usado
para crear una base ortonormal de vectores {µi}n

i=1 a partir de { fi}n
i=1. De

forma tal que
gen{ fi}1≤i≤k = gen{µi}1≤i≤k,

para cada 1 ≤ k ≤ n. Este proceso depende del orden en el sentido en
que, si se reordena el conjunto { fi}n

i=1, se obtiene un conjunto ortonormal
totalmente nuevo {µi}n

i=1. En algunos problemas, es deseable tratar a los
vectores { f1, · · · , fn} simultáneamente en un método que sea independiente
del orden. Entonces, se busca ortonormalizar el conjunto { fi}n

i=1 de forma tal
que

n

∑
i=1
‖ui − fi‖2

es mínima, tal como vimos en la Sección 7.3.2. El conjunto resultante {µi}n
i=1

es llamado simétrico o la ortogonalización de Löwdin de { fi}n
i=1.

En [81], T. R. Tiballi, amplió los resultados vistos en la Sección 7.3.2 con
un efoque de teoría de operadores. Investigó la existencia y unicidad de la
ortogonalización simétrica de conjuntos { fi}∞

i=1 linealmente independientes
infinitos contables (finitos ó numerables) en espacios de Hilbert H.

Considerando el operador F : l2(N)→ H,

F(ei) = fi, para cada i ∈N

y para la base ortonormal canónica {ei}∞
i=1 de l2(N), probó la existencia

de ortogonalizaciones simétricas de { fi}∞
i=1, siempre que (I − |F|) fuera un

operador de Hilbert-Schmidt en l2(N) (ver B.1.2) y la dimensión del núcleo
de F fuera menor o igual a la dimensión de R(F)⊥. La unicidad se puede
garantizar si y sólo si el núcleo de F es cero [81, Teorema 4].
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En [43], se extienden estos resultados a marcos (ver Sección 7.2.1). En dicho
trabajo, se estudia la existencia y unicidad de aproximaciones simétricas de
marcos { fi}∞

i=1 de subespacios de Hilbert K ⊆ H.
Diremos que dos marcos { fi}i∈N y {gi}i∈N de dos subespacios de Hilbert
K y L de H, respectivamente, son débilmente similares, si existe un operador
lineal acotado e inversible T : K → L tal que T( fi) = gi para cada índice i. Si
L = K entonces diremos que los marcos son similares.

Entonces, dado { fi}i∈N, un marco de un subspacio K del espacio de Hilbert
H, un marco de Parseval {νi}∞

i=1 en un subespacio de Hilbert L ⊆ H, se dice
una aproximación simétrica de { fi}i∈N, si los marcos { fi}i∈N y {νi}i∈N son
débilmente similares, la suma

∑
j≥1
‖νj − f j‖2

es finita y además es el mínimo de todas las sumas finitas ∑j≥1 ‖µj − f j‖2 que
podrían aparecer para cualquier otro marco de Parseval {µi}∞

i=1 de cualquier
subespacio de Hilbert de H débilmente similar a { fi}i∈N. Como resultado
se obtiene que tal aproximación simétrica existe y es siempre única si y sólo
si, el operador (P− |F|) es de Hilbert-Schmidt, donde (I − P) = PN(|F|), [43,
Teorema 2.3].

Dado { fi}i∈N, un marco de un subspacio K del espacio de Hilbert H, se
define F : l2(N)→ H por

F(
∞

∑
j=1

αjej) =
∞

∑
j=1

αj f j,

donde {ei}i∈N es la base canónica ortonormal de l2(N). Entonces F es el
adjunto del operador de análisis y por lo tanto es acotado y tiene una des-
composición polar F = U|F|, donde U es una isometría parcial de l2(N) en
H con espacio inicial N(F)⊥ ⊆ l2(N) y rango R(F) ⊆ H (ver A.1.6). Dado
que el operador de F∗|K es inyectivo y F∗ = U∗|F∗| es su descomposición
polar, tenemos que F|K tiene rango cerrado y que el conjunto {U(ei)}i∈N es
un marco de Parseval de un subespacio separable de H. El Teorema 2.3 de [43]
muestra que, si P = PR(F∗F), denota la proyección de l2(N) en el subespacio
cerrado R(F∗F). Entonces el operador (P− |F|) es de Hilbert-Schmidt si y sólo
si la suma

∑
j≥1
‖µj − f j‖2

es finita para al menos algún marco de Parseval {µi}i∈N de algún subespa-
cio L de Hilbert de H que es débilmente similar a { fi}i∈N. En este caso la
desigualdad

∞

∑
j=1
‖µj − f j‖2 ≥

∞

∑
j=1
‖U(ej)− f j‖2 = ‖(P− |F|)‖2,
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vale para cualquier marco de Parseval {µi}i∈N de cualquier subespacio L de
Hilbert de H que es débilmente similar a { fi}i∈N. (La suma de la izquierda
podría ser infinita para algunas elecciones de {µi}i∈N). La igualdad aparece
si y sólo si µi = U(ei) para cada i ∈ N. Consecuentemente, la aproximación
simétrica de un marco { fi}i∈N en un espacio de Hilbert K ⊆ H es un marco
de Parseval que genera el mismo espacio de Hilbert L ≡ K de H y que es
similar a { fi}i∈N.

7.3.4 Problema de Procrusto en el procesamiento y reconstrucción de señales

Siguiendo la notación y definiciones dadas en la Sección 7.2.1, daremos un
ejemplo de problema de Procrusto hallado comunmente en el área de Proce-
samiento y Reconstrucción de Señales. Para ello, es necesario notar que, dado
un marco F redundante, el marco dual canónico F # no es siempre la mejor
elección para el dual de F . Por ejemplo, la estabilidad numérica comienza a
tener importancia cuando se lidia con fórmulas de reconstrucción derivadas
del par dual (F ,G); en este caso una medida de la estabilidad de las fórmulas
de reconstrucción para un F fijo, vene dada por el número de condición κ del
operador SG de G, definido por

κ(SG) = ‖S−1
G ‖ ‖SG‖ ≥ 1.

En [51], Han caracteriza los marcos F para los cuales el número de condición
es mínimo, denotándolos por X = {xj}j≥1, el cual es un marco de Parseval y
en este caso SX = IH y por lo tanto el número de condición de SX es mínimo.
Las condiciones en [51], para la existencia de un marco dual de Parseval
de un marco F = { f j}j≥1 resultan ser equivalentes a las condiciones para
la existencia de un espacio de Hilbert mayor K ⊃ H, una base ortonormal
{k j}j≥1 de K y una proyección oblicua Q : K → H tal que

Qk j = f j, para cada j ∈N,

las cuales fueron halladas en [6].
En el caso en que el marco F no admite un marco dual de Parseval, entonces

se pueden considerar dos alternativas: se pueden buscar marcos duales que son
óptimos para la estabilidad numérica ó se pueden buscar marcos de Parseval
X , que son óptimamente estables, que minimzan el error de reconstrucción
cuando se derivan fórmulas de reconstrucción para el par (F ,X ). En [29], se
considera la segunda alternativa y se buscan los marcos de Parseval X que
minimizan el error del peor caso del algoritmo de reconstrucción derivado del
par (F ,X ). Explícitamente, se buscan los marcos de Parseval X = {xj}j≥1, es
decir, aquellos que cumplen XX∗ = SX = IH, que minimizan el peor caso de
error de reconstrucción.
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En [29], la medida del error de reconstrucción que se considera es
|||FX∗ − I|||, donde ||| · ||| es cualquier norma unitariamente invariante y se
define

α|||·|||(F ) = in f {|||FX∗ − I|||, XX∗ = IH},

con F y X los operadores de sintésis de F y X respectivamente. Se puede
probar que α|||·|||(F ), depende del espectro del operador SF y también del
exceso de F . En el caso en que α|||·|||(F ) se alcanza para algún marco de
Parseval X , se introduce el conjunto de marcos de Parseval cuasi-duales,
definido, por

Ξ(F ) = {X = {xj}j≥1 : XX∗ = I, α(F) = |||FX∗ − I|||}.

En estos casos, α|||·|||(F ) es el peor error del algoritmo de reconstrucción
basado en el par óptimo (F ,X ), donde X es un marco de Parseval cuasi-dual
de F .





8
C O N C L U S I O N E S

En la Sección 6.3.2, dados A, B ∈ CR(H), C ∈ L(H) y W ∈ L(H)+, estudiamos
el problema de analizar la existencia de

min
X∈L(H)

‖AXB− C‖p,W , (8.1)

donde ‖X‖p,W = ‖W1/2X‖p. Para obtener los resultados resumidos en el
Teorema 6.3.9, supusimos como hipótesis que W ∈ L(H)+ sea un operador tal
que W1/2 ∈ Sp, para algún 1 ≤ p < ∞.

Observar que, dados A, B ∈ CR(H), y W ∈ L(H)+. Si definimos el conjunto

∆p = {X ∈ L(H) : W1/2(AXB− C) ∈ Sp},

para algún p, con 1 ≤ p < ∞ y consideramos Fp : ∆p → R,

Fp(X) = ‖W1/2(AXB− C)‖p,

en los casos en que el conjunto ∆p 6= ∅, obtendremos las mismas conclusiones
que las obtenidas en el Teorema 6.3.9, sin pedir que W1/2 pertenezca a alguna
clase de Schatten p.

Más aún, si pensamos el problema estudiado en la Sección 6.1.2, como
un caso particular del problema estudiado en la Sección 6.3.2; un mismo
razonamiento se puede hacer, para obtener soluciones de dicho problema sin
pedir que el operador W ∈ L(H)+ sea un operador tal que W1/2 ∈ Sp, para
algún 1 ≤ p < ∞.

En la Sección 6.3.1, se estudió el Problema de analizar la existencia de

min
X∈L(H)

(AXB− C)∗W(AXB− C), (8.2)

con el orden inducido por el cono de operadores positivos en L(H), que es
una generalización del problema estudiado en 6.1.2, en ese caso B = I. En
ambos casos se obtuvo que la existencia de este mínimo es equivalente a que
se verifiquen dos condiciones: R(C) ⊆ R(A) + R(A)⊥W y N(B) ⊆ N(A∗WC)
(para el caso en que B = I, la segunda condición se cumple trivialmente).

La Proposición 3.1.15, permite extender los resultados del mínimo obtenido
para el orden inducido por el cono de operadores positivos en L(H), a
cualquier norma unitariamente invariante. Es decir, resolver el problema del
mínimo (8.2), permite obtener condiciones suficientes para la existencia del
mínimo del Problema (8.1) para cualquier norma unitariamente invariante,
por ejemplo, las normas p con 1 ≤ p < ∞ ó la norma de operadores.
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Para establecer condiciones necesarias para la existencia del mínimo de

min
X∈L(H)

‖AX− B‖p,W , (8.3)

para las normas p con 1 ≤ p ≤ ∞, se utilizaron las fórmulas de las derivadas
φ-direccionales de los operadores ‖X‖p

p, para 1 ≤ p ≤ ∞ (ver Sección 3.2.1).
En este caso, la idea fue probar que un mínimo global del Problema (8.3) es
solución de la ecuación normal A∗W(AX− B) = 0.

Para el caso 1 ≤ p < ∞, fue posible probar que todo mínimo global de
(8.3), es efectivamente una solución de la ecuación normal A∗W(AX− B) = 0,
estableciendose una equivalencia entre la existencia de mínimo del problema
asociado en el orden inducido por el cono de operadores positivos y el mínimo
para las normas p con 1 ≤ p < ∞. Para el caso particular p = ∞, se pudo
probar que un mínimo X0 ∈ L(H) del Problema (8.3) cumple que
A∗W(AX0 − B) f = 0, para algún f en el subespacio donde el operador
|W1/2(AX0 − B)| alcanza su norma.

Para el caso del mínimo del problema

min
X∈L(H)

‖AXB− C‖p,W , (8.4)

fue posible encontrar un equivalencia con el mínimo del problema asociado
en el orden de operadores, cuando se cumple la condición N(B) ⊆ N(A∗WC);
es decir, el mínimo del Problema (8.4), es solución de la ecuación normal
esperada A∗W(AXB− C) = 0 en este caso particular. Se puede ver fácilmente,
que si se cumple la condición N(B) ⊆ N(A∗WC), entonces la ecuación normal
A∗W(AXB− C) = 0 es equivalente a A∗W(AXB− C)B∗ = 0.

En particular, para el caso p = 2 y sin imponer restricciones al N(B), se
encontró una equivalencia entre el mínimo del Problema (8.4) en normas p y
la existencia de solución de la ecuación normal A∗W(AXB− C)B∗ = 0.

Para el caso general, 1 ≤ p < ∞ y sin imponer restricciones en el N(B),
fue posible encontrar ejemplos donde había mínimo del Problema (8.4) en las
normas p pero no así en el orden de operadores (pues N(B) 6⊆ N(A∗WC)),
más aún, para p 6= 2, el mínimo no era solución de la ecuación normal
A∗W(AXB − C)B∗ = 0 (ver Ejemplo 2). También se encontraron ejemplos
donde las soluciones de la ecuación normal A∗W(AXB− C)B∗ = 0, no realiz-
aban el mínimo del problema correspondiente en las normas p (ver Ejemplo
3), estos hechos contradicen el Teorema 4.1 de [63], por lo cual, los resultados
obtenidos en este trabajo son nuevos incluso para matrices.

En la Sección 6.2, se usaron los resultados encontrados para resolver el
Problema (8.3), para determinar, entre todos los operadores que minimizan
dicho problema, aquellos de norma mínima.

Dado que los operadores que minimizan el Problema (8.3), son de la forma
X0 = B′ + PN(A∗WA)Z, donde B′ = (A∗WA)† A∗WB y Z ∈ L(H), resolver

min
X∈MB

‖X‖q,W2 , (8.5)
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con MB el conjunto de los X que minimizan (8.3), W1/2
2 ∈ L(H)+, tal que

W2 ∈ Sq para algún q, con 1 ≤ q < ∞, se vuelve equivalente a resolver el
Problema (8.3) y todos los resultados obtenidos para ese caso se pueden usar.

En la Sección 6.4, prestamos especial antención al operador B∗W/R(A)B, el
cual aparece naturalmente cuando estudiamos el Problema (8.3). Más precisa-
mente, vimos que si R(B) ⊆ R(A) + R(A)⊥W , entonces existe X0 ∈ L(H), tal
que

(AX0 − B)∗W(AX0 − B) = B∗W/R(A)B.

Comparando el Teorema 6.4.9 con la Proposición 5.2.1, se puede observar que
cuando R(B) ⊆ R(A) + R(A)⊥W , hay cierta similitud entre N(B∗W/R(A)B) y
R(B∗W/R(A)B) respecto al N(W/R(A)) y R(W/R(A)) cuando el par (W, R(A))
es compatible.

En el Corolario 6.4.6, se prueba que si R(A) ⊆ R(B), entonces el operador
B∗W/R(A)B resulta efectivamente un operador de shorted.

Por último, en el Teorema 6.4.10, dadoM⊆ H un subespacio cerrado, B ∈
L(H) y W ∈ L(H)+, se pudo probar que cierto operador shorted conjugado
por el operador B es efectivamente un operador shorted, más precisamente, se
demostró que

B∗WB/M = B∗(PN(B∗)⊥WPN(B∗)⊥)/BMB.
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A
G E N E R A L I D A D E S S O B R E E S PA C I O S D E H I L B E RT

En este anexo se realiza un repaso de las propiedades más importantes de los
espacios de Hilbert, se establece el Teorema espectral, el Teorema de cálculo
funcional y el Teorema de diagonalización de operadores compactos normales.

a.1 espacios de hilbert

Sean X, Y dos espacios normados sobre C; un operador lineal T : X → Y es
continuo si y sólo si es acotado, es decir que el conjunto de números reales
{‖Tx‖ : x ∈ X, ‖x‖ ≤ 1} es acotado superiormente. El conjunto L(X, Y) de
los operadores líneales de X en Y es un espacio vectorial sobre C, y tiene una
norma definida por

‖T‖ = sup{‖Tx‖ : x ∈ X, ‖x‖ ≤ 1}.

Si Y es un espacio de Banach, entonces L(X, Y) también lo es.

Un espacio de Hilbert H, es un espacio vectorial provisto de un producto in-
terno al que notaremos 〈 ·, · 〉 , que con la distancia definida por dicho producto
interno es completo.

Sea H un espacio de Hilbert, dados x ∈ H y r > 0, definimos la bola abierta
con centro en x y radio r como

B(x, r) = {y ∈ H : ‖y− x‖ < r}.

Dado un conjunto Z ⊆ H, definimos el interior de Z como

Z◦ = {x ∈ Z : ∃r > 0 : B(x, r) ⊆ Z},

y definimos la clausura Z como

Z = {x ∈ H : B(x, r) ∩ Z 6= ∅, para cada r ∈ R}.

La siguiente equivalencia, que relaciona el interior y la clausura de un conjunto,
se deduce fácilmente

H \ Z = H \ Z◦.

A partir de estas definiciones, probaremos dos propiedades conocidas de
espacios métricos que usaremos en el Capítulo 6.

Proposición A.1.1. Sea H un espacio de Hilbert y S ⊆ H un subespacio, entonces:
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1. Si S◦ 6= ∅, entonces H = S ,

2. Si S◦ = ∅, entonces H \ S es denso en H.

Demostración. 1. Supongamos que S◦ 6= ∅, entonces existen x ∈ S y r > 0
tal que B(x, r) ⊆ S . Sea z ∈ H, consideremos y = x

2 + r
2‖z‖z, entonces y ∈

B(x, r) ⊆ S . Como S es un subespacio, entonces z = (y − x
2 )

2‖z‖
r ∈ S y

entonces H = S .
2. Si S◦ = ∅, entonces H \ S = H \ S◦ = H.

Bases ortonormales en los espacios de Hilbert

En un espacio de Hilbert, todo sistema ortonormal {ψk : k ∈ N} cumple la
desigualdad de Bessel, es decir cumple que si x ∈ H, entonces

∑
k≥1
| 〈 x, ψk 〉 |2 ≤ ‖x‖2.

Por otra parte, todo espacio de Hilbert separable H, tiene una base ortonor-
mal numerable. Llamaremos base ortonormal de un espacio de Hilbert, a
todo conjunto A ⊂ H ortonormal maximal, es decir que si A ⊂ B ⊂ H y B
es un conjunto ortonormal entonces B = A. El siguiente resultado es bien
conocido y es válido para espacios de Hilbert arbitrarios. Sin embargo, para
simplificar supondremos que H es un espacio de Hilbert separable. Entonces
si {ψk : k ∈N}, es un conjunto ortonormal de H son equivalentes:

1. Si x ∈ H verifica 〈 x, ψk 〉 = 0 para todo k ∈N entonces x = 0,

2. {ψk : k ∈N} es una base ortonormal de H,

3. si x ∈ H entonces x = ∑k≥1 〈 x, ψk 〉ψk = lim
N→∞

∑N
k=1 〈 x, ψk 〉ψk,

4. si x, y ∈ H entonces 〈 x, y 〉 = ∑k≥1 〈 x, ψk 〉 〈ψk, y 〉 , (ecuación de Parse-
val),

5. si x ∈ H entonces ‖x‖2 = ∑k≥1 | 〈 x, ψk 〉 |2, (igualdad de Parseval).

Operador adjunto

Dado T ∈ L(H,K), el único operador S ∈ L(H,K) tal que

〈 Th, k 〉 = 〈 h, Sk 〉 para todo h ∈ H, k ∈ K,

se llama operador adjunto de T y se denota como S = T∗. La existencia y
unicidad de dicho operador está garantizada por el teorema de Representación
de Riesz [19, Capítulo I, Teorema 3.4].

Sea T ∈ L(H). Entonces,
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1. T es positivo si 〈 Tx, x 〉 ≥ 0 para todo x ∈ H,

2. T es hermitiano ó autoadjunto si T = T∗,

3. T es normal si TT∗ = T∗T,

4. T es unitario, si T es inversible y T−1 = T∗.

Se puede probar que si T es positivo, entonces T es hermitiano. Se deduce
inmediatamente que si T es autoadjunto o unitario, entonces es normal.

a.1.1 Teoría espectral

Dado un operador T ∈ L(H), el conjunto resolvente de T se notará por ρ(T) y
se define como

ρ(T) = {λ ∈ C : existe (λI − T)−1},
el complemento de dicho conjunto, se llamara espectro de T y se notará como
σ(T) = ρ(T)C. El conjunto σP(T), es el espectro puntual de T y se define como

σP(T) = {λ ∈ C : N(λI − T) 6= {0}};

los elementos de σP(T) se llamarán los autovalores de T.
Los siguientes teoremas, probados en [75], serán usados ampliamente en

este trabajo. El primero de los teoremas que veremos se llama comúnmente
Teorema Espectral.

Teorema A.1.2 (Teorema espectral). Sea T ∈ L(H) y r un polinomio con coefi-
cientes complejos, entonces

σ(r(T)) = {r(λ) : λ ∈ σ(T)}.

Dado, un conjunto compacto K, denotaremos por C(K) el conjunto de
funciones continuas de K a R.

Usando el Teorema de Stone-Weirstrass [19, Capítulo I,Teorema 5.6] y el
Teorema Espectral, y teniendo en cuenta que el espectro de un operador au-
toadjunto acotado, es un conjunto compacto de la recta real [75, Teorema 1.5.1]
y [75, Teorema 1.7.6], es posible demostrar el siguiente resultado, conocido
como Teorema de Cálculo Fucional [75, Teorema 1.7.7]. y

Teorema A.1.3 (Teorema de cálculo funcional). Si T = T∗ ∈ L(H), existe una
única función lineal f → f (T) de C(σ(T)) a L(H) tal que:

1. f (T) tiene su significado esperado cuando f es un polinomio,

2. ‖ f (T)‖ = ‖ f ‖∞ = sup{| f (x)| : x ∈ σ(T)}, f ∈ C(σ(T)).
Es más, para todo f , g ∈ C(σ(T)), vale que

3. ( f g)(T) = f (T)g(T),
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4. f (T) = ( f (T))∗,

5. f (T) es normal,

6. f (T)S = S f (T), si S ∈ L(H) y TS = ST,

7. si λ ∈ σP(T), x ∈ H y Tx = λx, entonces

f (T)x = f (λ)x.

A partir del Teorema de Cálculo Funcional, es posible probar para un
operador T positivo, la existencia de un único operador B positivo, tal que
T = B2, dicho operador se llamará la raíz cuadrada de T y lo probaremos en
el siguiente teorema.

Teorema A.1.4. Sea T ∈ L(H) autoadjunto, entonces las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. σ(T) consiste de números reales no negativos,

2. T = B2, para algún operador positivo B ∈ L(H),

3. T = A∗A, para algún A ∈ L(H),

4. T ≥ 0.

Cuando esta condiciones se satisfacen, el operador B de 2. es único.

Demostración. Es claro que 2. implica 3. Si T = A∗A, entonces 〈 Tx, x 〉 =
〈 Ax, Ax 〉 ≥ 0, para cada x ∈ H, entonces 3. implica 4. Si 1. se satisface, la
función a valores reales, g(λ) = λ1/4, es continua en σ(T) y [g(λ)]4 = λ.
Entonces, por el Teorema A.1.3, S = g(T) cumple S4 = T. Llamando B = S2,
entonces B es un operador positivo y B2 = T, por lo tanto 1. implica 2.

Supongamos que T ≥ 0, y definamos h en C(σ(T)) por

h(λ) =

{
0 si λ ≥ 0
(−λ)1/2 si λ < 0.

Como h es una función a valores reales y h(λ)λh(λ) = −[h(λ)]4 cuando
λ ∈ σ(T), el operador S = h(T) es autoadjunto y STS = −S4. Como 3. implica
4., vale que S4 ≥ 0, entonces

0 ≥ −S4 = STS = STS∗ ≥ 0,

y por lo tanto 0 = S4 = [h(λ)]4, como el mapa f → f (T) es inyectivo, se
sigue que h4 es el elemento nulo de C(σ(T)). Esto, junto con la definición de
h, muestra que σ(T), consiste de números reales no negativos. Entonces 4.
implica 1. Y las cuatro equivalencias del teorema quedan probadas.
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Solo queda por probar que si T ≥ 0 entonces el operador B de 3. es único.
Sea B = f (T), donde f ∈ C(σ(T)), definido por f (λ) = λ1/2. Si {rn}n≥1 es
una sucesión de polimios que converge uniformemente en σ(T) a f (Teorema
de Weierstrass), entonces

‖B− rn(T)‖ →n→∞
0.

Sea D otro operador positivo tal que D2 = T. Dado que σ(D) consiste en
números reales no negativos, y σ(T) = {µ2 : µ ∈ σ(D)}, el polinomio qn(µ) =
rn(µ2) converge uniformemente en σ(D), a la función f (µ2) = µ = v(µ),
donde v es la función identidad en σ(D). Entonces

‖D− rn(T)‖ = ‖D− qn(D)‖ = ‖v− qn‖∞ →
n→∞

0.

Entonces
‖B− D‖ ≤ ‖B− rn(T)‖+ ‖D− rn(T)‖ →n→∞

0,

y tenemos que B = D.

Definición. Sea T ∈ L(H). Como T∗T es autoadjunto y positivo, por el teo-
rema anterior, podemos definir

|T| = (T∗T)1/2,

siendo B = |T|, el único operador positivo tal que B2 = T∗T.

A continuación probaremos el Teorema de Descomposición Polar, para pro-
bar dicho teorema es necesario enunciar un lema técnico de fácil demostración.

Lema A.1.5. Sea H un espacio de Hilbert, T ∈ L(H) entonces:

1. ‖Tx‖ = ‖ |T| x‖ y N(T) = N(|T|),

2. R(T) es cerrado si y sólo si R(|T|) es cerrado.

Demostración. 1. ‖Tx‖2 = 〈 Tx, Tx 〉 = 〈 T∗Tx, x 〉 =
〈
|T|2x, x

〉
=

〈 |T|x, |T|x 〉 = ‖ |T| x‖2, y a partir de esto es inmediato que N(T) = N(|T|).
2. Por la Proposición 2.1.11, si R(T) es cerrado, vale que T es acotado

inferiormente, es decir, existe α > 0 tal que

‖Tx‖ ≥ α‖x‖, para todo x ∈ R(T)⊥,

usando el ítem 1., tenemos que

‖ |T| x‖ = ‖Tx‖ ≥ α‖x‖, para todo x ∈ R(T)⊥ = R(|T|)⊥,

por lo tanto, nuevamente por la Proposición 2.1.11, R(|T|) es cerrado. La
recíproca se prueba de igual manera.
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Definición. Sean H un espacio de HIlbert y U ∈ L(H), diremos que U es una
isometría parcial si

‖Ux‖ = ‖x‖, para cada x ∈ N(U)⊥.

Teorema A.1.6 (Descomposición polar). . Sean H un espacio de HIlbert y T ∈
L(H). Entonces existe una única isometría parcial U ∈ L(H), tal que

T = U|T| y N(U) = N(T).

Demostración. Definimos U : R(|T|)→ H como

Uy = Tx,

donde y = |T|x. Entonces U está bien definido por el ítem 1. del lema anterior,
es líneal y además

‖Uy‖ = ‖Tx‖ = ‖ |T|x‖ = ‖y‖.

Por lo tanto U resulta una isometría, en particular es continua. Entonces
podemos extenderla de manera isométrica a R(|T|). Ahora bien, sabiendo que
|T|∗ = |T| y usando el ítem 1. del lema anterior tenemos:

R(|T|) = N(|T|)⊥ = N(T)⊥.

En definitiva, definimos U sobre N(T)⊥. Luego extendemos U sobre N(T)
como el operador nulo. Como H = R(|T|) ⊕ N(|T|)⊥ = N(T) ⊕ N(T)⊥,
extendemos U por linealidad a todo el espacio y está bien definida.

Sea x ∈ H, x = a + b, con a ∈ N(T), b ∈ N(T)⊥. Entonces
‖Ux‖2 = ‖U(a + b)‖2 = ‖Ub‖2 = ‖b‖2 ≤ ‖a‖2 + ‖b‖2 = ‖x‖2, y por lo

tanto ‖U‖ = 1.
Veamos que N(U) = N(T). Puesto que U es el operador nulo sobre N(T),

es claro que N(T) ⊆ N(U). Sea x ∈ H, x = a + b, con a ∈ N(T), b ∈ N(T)⊥.
Entonces

0 = Ux = Ua + Ub = Ub,

pues U|N(T) ≡ 0, por lo tanto

0 = ‖Ux‖ = ‖Ub‖ = ‖b‖,

porque U es isometría sobre N(T)⊥. Es decir, x = a ∈ N(T).
La unicidad es clara del hecho que H es suma directa de R(|T|) y N(T), y

dos tales U, V tienen por núcleo a N(T) y valen lo mismo restrigidos a R(|T|).

Definición. Sea A ∈ L(H), se define la parte real e imaginaria de A como:

Re(A) =
A + A∗

2
e Im(A) =

A− A∗

2i
.

Observar que A = Re(A) + i Im(A), y que tanto Re(A) como Im(A) son
operadores autoadjuntos.
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Lema A.1.7. Cada elemento T ∈ L(H) es una combinación lineal finita de operadores
unitarios.

Demostración. Dado que cada elemento T ∈ L(H) se puede representar en
términos de su parte real e imaginaria, las cuales son autoadjuntas, podemos
considerar el caso en que T = T∗ y ‖T‖ ≤ 1. En este caso, el espectro
σ(T) ⊆ [−1, 1], [75, Teorema 1.5.1], entonces podemos definir una función
continua f en σ(T), por

f (t) = t + i
√

1− t2.

Sea U = f (T), el operador correspondeintes a f en el cálculo funcional
descrita en A.1.3. Entonces, dado que

t =
f (t) + f (t)

2
y f (t) f (t) = f (t) f (t) = 1,

se sigue del Teorema A.1.3, que

T =
U + U∗

2
y UU∗ = U∗U = I.

a.2 operadores compactos

Definición. Una transformación lineal T : H → H es compacta si T(B[0, 1])
tiene clausura compacta, donde B[0, 1] = {x ∈ H : ‖x‖ ≤ 1}, es la bola
unitaria de H. El conjunto de operadores compactos de H en H se denotará
K(H).

Observar que K(H) ⊂ L(H), que K(H) es un espacio vectorial cerrado y
además es un ideal bilátero, es decir que si A ∈ L(H), B ∈ L(H) y T ∈ K(H),
entonces TA y BT ∈ K(H).

Diremos que un operador T se llama de rango finito si R(T) tiene dimensión
finita. El conjunto de operadores de rango finito de H en H forma un espacio
vectorial contenido en K(H). Además, si T es de rango finito entonces T∗ es
de rango finito y las dimensiones de R(T) y R(T∗) coinciden.

El siguiente conocido teorema, cuya prueba se encuentra en [75, Teorema
1.8.7], permite ver que el conjunto de operadores de rango finito, al que
notaremos F es denso en K(H).

Teorema A.2.1. Si T ∈ L(H), son equivalentes:

1. T es compacto,

2. T∗ es compacto,
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3. existe una sucesión {Tn}n≥1 de operadores en F tal que

‖T − Tn‖ → 0.

Por último enunciaremos el importante teorema de Diagonalización para
operadores compactos normales. Ver prueba en [75, Teorema 1.9.2].

Teorema A.2.2 (Diagonalización de operadores compactos normales). Sea
T ∈ K(H) un operador normal, sea {λn}n≥1 la sucesión de autovalores de T (orde-
nados decrecientemente de acuerdo a su valor absoluto y contados de acuerdo a sus
multiplicidades), y sea {φn}n≥1 la sucesión de autovectores ortonormales correspon-
diente. Entonces

Tx = ∑
n≥1

λn 〈 x, φn 〉 φn.

Usando el teorema de descomposición polar, podemos probar que si T ∈
K(H) (no necesariamente normal) entonces, existe una sucesión decreciente
de números reales positivos {µn}n≥1 y {ψn}n≥1, {φn}n≥1 sucesiones ortonor-
males en H. Tal que

Tx = ∑
n≥1

µn 〈 x, φn 〉ψn. (A.1)

De hecho, sea T = U|T| la descomposición polar de T, entonces por el teorema
de cálculo funcional, |T| es un operador positivo y compacto. Sea {µn}n≥1,
la sucesión de autovalores no nulos de |T| (decreciente de números reales
positivos contados de acuerdo a sus multiplicidades), por el Teorema A.2.2
existe {φn}n≥1 una sucesión ortonormal en H tal que

|T|x = ∑
n≥1

µn 〈 x, φn 〉 φn. (A.2)

Sea ψk = Uφk. Como U es una isometría parcial en N(T)⊥ y φn = µ−1
n |T|φn ∈

R(|T|) ⊆ N(T)⊥, entonces U∗Uφn = φn, por lo tanto

〈ψm, ψn 〉 = 〈Uφm, Uφn 〉 = 〈U∗Uφm, φn 〉 = 〈 φm, φn 〉 ,

entonces {ψn}n≥1 es un conjunto ortonormal en H. Entonces, volviendo a la
ecuación A.2, tenemos

Tx = U|T|x = ∑
n≥1

µn 〈 x, φn 〉Uφn = ∑
n≥1

µn 〈 x, φn 〉ψn.

Finalizamos la sección con una proposición que usa varios de los resultados
presentados hasta ahora y que se utilizará frecuentemente a lo largo de este
trabajo.

Proposición A.2.3. Sea T ∈ K(H) un operador positivo y sean r, s > 0 entonces

N(Tr) = N(Ts).
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Demostración. Supongamos que T ∈ K(H) y que T es un operador positivo.
Sea {λn}n≥1, la sucesión de autovalores reales no nulos (ver Teorema A.1.4) de
T (sucesión decreciente de números reales positivos y contados de acuerdo a
sus multiplicidades), y sea {φn}n≥1 la sucesión de autovectores ortonormales
correspondiente. Como T = T∗, por el Teorema 6.1.13, vale que

Tx = ∑
n∈N1

λn 〈 x, φn 〉 φn,

donde N1 = {n ∈N : λn > 0}.
Por el Teorema de Cálculo funcional A.1.3, vale que si r > 0 entonces

Trx = ∑
n∈N1

λr
n 〈 x, φn 〉 φn,

donde se usó que si λn > 0, entonces λr
n > 0. Sea x ∈ N(Tr), entonces

0 = ‖Trx‖2 = ∑
n∈N1

λr
n| 〈 x, φn 〉 |2,

entonces como λr
n > 0 para todo n ∈ N1 vale que 〈 x, φn 〉 = 0, para todo

n ∈ N1. Entonces
Tsx = ∑

n∈N1

λs
n 〈 x, φn 〉 φn = 0,

y x ∈ N(Ts), concluyendo que

N(Tr) ⊆ N(Ts).

La otra inclusión se prueba de manera similar.





B
P R U E B A D E L A S P R O P I E D A D E S E N U N C I A D A S D E L O S
E S PA C I O S SP

En este anexo se realizan las pruebas a las propiedades enunciadas de los
espacios de Schatten Sp que se encuentran en el Capítulo 3.

b.1 operadores en la clase de schatten

Lema B.1.1. Supongamos 1 ≤ p < ∞, T es un operador compacto y autoadjunto en
H, y {λn}n≥1 es la sucesión de autovalores no nulos de T, contados de acuerdo a su
multiplicidad. Entonces:

1. Si T ∈ Sp entonces ∑n≥1 |λn|p < ∞,

2. si ∑n≥1 |λn|p < ∞, entonces T ∈ Sp y para cualquier sistema ortonormal
{ψk : k ∈N} en H,

∑
k≥1
| 〈 Tψk, ψk 〉 |p ≤ ∑

n≥1
|λn|p.

Demostración. Por el Teorema A.2.2, existe una sucesión ortonormal {φn}n≥1 ⊆
H tal que

Tx = ∑
n≥1

λn 〈 x, φn 〉 φn para todo x ∈ H.

Si T ∈ Sp entonces por definición

∑
n≥1
|λn|p = ∑

n≥1
| 〈 Tφn, φn 〉 |p < ∞.

Recíprocamente, supongamos que ∑n≥1 |λn|p < ∞, entonces si {ψk : k ∈ N}
es cualquier sistema ortonormal en H, entonces

〈 Tψk, ψk 〉 = ∑
n≥1

λn| 〈ψk, φn 〉 |2.

Si q es el conjugado de p, es decir 1
q +

1
p = 1, usando la desigualdad de Hölder

[75, Lema 1.3.2] (con la interpretación usual cuando p = 1 y q = ∞), tenemos:

| 〈 Tψk, ψk 〉 | ≤ ∑
n≥1
|λn|| 〈ψk, φn 〉 |

2
p | 〈ψk, φn 〉 |

2
q ≤

(∑
n≥1
|λn|p| 〈ψk, φn 〉 |2)

1
p (∑

n≥1
| 〈ψk, φn 〉 |2)

1
q .

147
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Ya que ∑n≥1 | 〈ψk, φn 〉 |2 ≤ ‖ψk‖2 = 1, tenemos

∑
k≥1
| 〈 Tψk, ψk 〉 |p ≤ ∑

k≥1
∑
n≥1
|λn|p| 〈ψk, φn 〉 |2 ≤

∑
n≥1
|λn|p ∑

k≥1
| 〈 φn, ψk 〉 |2 ≤ ∑

n≥1
|λn|p‖φn‖2 = ∑

n≥1
|λn|p,

donde en la ultima desigualdad usamos la desigualdad de Bessel. Entonces
T ∈ Sp y 2. se satisface.

Es bien sabido que un operador T en H es compacto si y sólo si es el
límite en norma de operadores de rango finito, ver Teorema A.2.1. El próximo
resultado muestra que pertencer a Sp también es equivalente a ser límite en
norma de operadores de rango finito.

Teorema B.1.2. Sea T ∈ L(H) y 1 ≤ p < ∞. Entonces T ∈ Sp si y sólo si existe
una sucesión {Fn}n≥1 de operadores en H, tal que Fn tiene rango finito, no mayor que
n y

∑
n≥1
‖T − Fn‖p < ∞.

Demostración. Sea D la clase de operadores T en H para los cuales dicha
sucesión {Fn}n≥1 existe. Dado S, T ∈ D y escalares α, β, elijamos Fn y Gn
operadores de rango finito no mayor a n para los cuales se cumple que
∑n≥1 ‖S− Fn‖p < ∞ y ∑n≥1 ‖T−Gn‖p < ∞, y definamos la sucesión {Hn}n≥1
por

H1 = 0, H2n = H2n+1 = αFn + βGn.

Entonces Hn tiene rango finito no mayor a n, y

(∑
n≥2
‖αS + βT − Hn‖p)1/p =

= 21/p(∑
n≥1
‖α(S− Fn) + β(T − Gn)‖p)1/p ≤

21/p(∑
n≥1

(|α|‖S− Fn‖)p)1/p + 21/p(∑
n≥1

(|β|‖T − Gn‖)p)1/p < ∞,

donde se usó la desigualdad de Minkowski [75, Lema 1.3.1], entonces αS +
βT ∈ D. Es más S∗ ∈ D, ya que F∗n tiene rango finito no mayor a n y

∑
n≥1
‖S∗ − F∗n‖p = ∑

n≥1
‖S− Fn‖p < ∞.

Finalmente, S es compacto ya que es el límite en norma de la sucesión de
operadores de rango finito {Fn}n≥1.

Estos resultados, prueban que D es subespacio lineal de L(H) que consiste
de operadores compactos que también contienen sus adjuntos. Vimos que Sp
también tiene esas propiedades. Para probar que D = Sp es suficiente con
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probar que un operador compacto y autoadjunto T ∈ D si y sólo si T ∈ Sp,
(pensar en la descomposición en parte real e imaginaria de un operador
S ∈ L(H), definida en la sección A.1.1).

Dado dicho T, por el Teorema A.2.2, podemos suponer que

Tx = ∑
m≥1

λm 〈 x, φm 〉 φm,

donde {φm}m≥1 es una sucesión ortonormal y {λm}m≥1 es la sucesión de
autovalores no nulos de T (ordenados por módulo decreciente, contados de
acuerdo a su mulplicidad y seguido por una sucesión infinita de ceros si T es
de rango finito).

Si T ∈ Sp, se define el operador Fn por

Fnx =
n

∑
m=1

λm 〈 x, φm 〉 φm,

entonces Fn tiene rango finito no mayor que n,

(T − Fn)x =
∞

∑
m=n+1

λm 〈 x, φm 〉 φm,

entonces por [75, Lema 1.9.1], tenemos que

‖T − Fn‖ = sup{|λm|: m > n} = |λn+1|.
Por el Lema 3.1.1

∑
n≥1
‖T − Fn‖p = ∑

n≥1
|λn+1|p < ∞,

entonces T ∈ D.
Recíprocamente, supongamos que T ∈ D. Sea Gn el operador de rango

finito no mayor que n ∈ N para el cual ∑n≥1 ‖T − Gn‖p < ∞. Para un n fijo,
podemos elegir vector xm, ym ∈ H, 1 ≤ m ≤ n tal que

Gnx =
n

∑
m=1
〈 x, xm 〉 ym.

Entonces Gn(α1φ1 + · · ·+ αn+1φn+1) = 0 siempre que los escalares α1, · · · , αn+1
satisfagan las n ecuaciones lineales 〈 α1φ1 + · · ·+ αn+1φn+1, xm 〉 = 0, m =
1, · · · , n.

Con α1, · · · , αn+1 (no todos nulos) satisfaciendo estas ecuaciones tenemos

‖(T − Gn)(α1φ1 + · · ·+ αn+1φn+1)‖ = ‖T(α1φ1 + · · ·+ αn+1φn+1)‖ =

= ‖λ1α1φ1 + · · ·+ λn+1αn+1φn+1‖ = (|λ1α1|2 + · · ·+ |λn+1αn+1|2)
1
2 ≥

|λn+1|(|α1|2 + · · ·+ |αn+1|2)1/2 = |λn+1|‖α1φ1 + · · ·+ αn+1φn+1‖.
Por lo tanto |λn+1| ≤ ‖T − Gn‖, y entonces

∑
n≥1
|λ|p ≤ |λ1|p + ∑

n≥1
‖T − Gn‖p < ∞,

y por el Lema 3.1.1, T ∈ Sp.
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b.1.1 El espacio de Banach Sp

Lema B.1.3. Sea 1 ≤ q ≤ p < ∞. Entonces las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

1. T ∈ Sp,

2. |T| ∈ Sp,

3. |T|p/q ∈ Sq.

Demostración. Como Sp es un ideal en L(H) las equivalencias entre 1. y 2., se
siguen de las ecuaciones, T = U|T| y |T| = U∗T.

Por otra parte, si 1. ó 2. se satisfacen, entonces |T| = (|T|p/q)q/p, es compacto
por el Teorema 3.1.5, y podemos suponer que |T| está representado por la
ecuación 3.1. Por el Lema 3.1.1, |T| ∈ Sp si y sólo si ∑n≥1 µ

p
n < ∞, esto es

equivalente a que ∑n≥1(µ
p/q
n )q < ∞, lo que nuevamente por el Lema 3.1.1, es

una condición suficiente y necesaria para que |T|p/q ∈ Sq, entonces 2. y 3. son
equivalentes.

Definición. Sea F el conjunto de todos los operadores de rango finito de H
en H. Sean x, y ∈ H, definimos x⊗ y ∈ F como

(x⊗ y)z = 〈 z, y 〉 x, z ∈ H.

Observar que si {φj : j ∈N} es una base ortonormal de H, entonces

tr(x⊗ y) = ∑
j≥1

〈
(x⊗ y)φj, φj

〉
= ∑

j≥1

〈
φj, y

〉 〈
x, φj

〉
= 〈 x, y 〉 ,

donde usamos la ecuación de Parseval.
Observar además que, dados u, v ∈ H, tenemos que

〈 (x⊗ y)u, v 〉 = 〈 〈 u, y 〉 x, v 〉 = 〈 u, y 〉 〈 x, v 〉 =
〈

u, 〈 x, v 〉y
〉
=

= 〈 u, 〈 v, x 〉 y 〉 = 〈 u, (y⊗ x)v 〉 ,

por lo tanto (x⊗ y)∗ = y⊗ x.
Por último, veamos que

‖x⊗ y‖p = ‖x‖ ‖y‖. (B.1)

Para ello es suficiente considerar el caso en que ‖x‖ = ‖y‖ = 1. En este caso,
sea x⊗ y = U|x⊗ y|, la descomposición polar de x⊗ y.

Veamos que |x⊗ y| = ((x⊗ y)∗(x⊗ y))1/2 = y⊗ y. De hecho, dado z ∈ H,
tenemos que

(x⊗ y)∗(x⊗ y)z = (y⊗ x) 〈 z, y 〉 x = 〈 z, y 〉 〈 x, x 〉 y = 〈 z, y 〉 y = (y⊗ y)z,
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entonces (x⊗ y)∗(x⊗ y) = (y⊗ y) y vale que

|x⊗ y| = ((x⊗ y)∗(x⊗ y))1/2 = (y⊗ y)1/2 = y⊗ y.

Entonces el único autovalor de |x⊗ y| es el 1, y su multiplicidad es 1. Luego
por (3.4), vale que

‖x⊗ y‖p = 1.

A continuación enuciaremos un lema técnico, cuya prueba se encuentra en
[75].

Lema B.1.4. Sea 1 ≤ p < ∞, q el índice conjugado de p. Entonces T ∈ Sp si y sólo
si

sup{|tr (FT)| : F ∈ F , ‖F‖q ≤ 1} < ∞,

donde F es el conjunto de los operadores de rango finito en H. Cuando esto es así, el
valor del supremo es ‖T‖p.

Teorema B.1.5. Sea 1 ≤ p < ∞. Entonces ‖T‖p es una norma en Sp, y con esta
norma Sp es un espacio de Banach. Además, el conjunto F de los operadores de rango
finito en H es un subespacio denso de Sp.

Demostración. Dado que tr(T) es un funcional lineal en S1, y por el Lema B.1.4
vale que para todo T ∈ Sp

‖T‖p = sup{|tr (FT)| : F ∈ F , ‖F‖q ≤ 1},

entonces se sigue que

‖T‖p ≥ 0, ‖αT‖p = |α|‖T‖p, ‖S + T‖p ≤ ‖T‖p + ‖S‖p,

para todo S, T ∈ Sp y todo α ∈ C.
Por otra parte, sea {Tn}n≥1 una sucesión de Cauchy en Sp. Entonces, dado

ε > 0, existe N(ε) ∈N tal que

‖Tm − Tn‖p < ε, para todo n, m ≥ N(ε). (B.2)

Entonces, por la ecuación (3.5), ‖Tm − Tn‖ < ε, para todo n, m ≥ N(ε), por lo
tanto {Tn}n≥1 es una sucesión de Cauchy en L(H), y entonces converge en la
norma de operadores a algún T ∈ L(H). Si x, y ∈ H entonces

tr((x⊗ y)Tn) = tr(x⊗ T∗n y) = 〈 Tnx, y 〉 →
n→∞

〈 Tx, y 〉 = tr((x⊗ y)T).

Se sigue de la linealidad de tr, que tr(FTn) →n→∞
tr(FT), para todo F ∈ F .

Sea F ∈ F tal que ‖F‖q ≤ 1, por el Lema B.1.4 y por (B.2) tenemos que

|tr(FTm − FTn)| < ε, para todo n, m ≥ N(ε),
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y tomando el límite del lado derecho cuando n→ ∞ obtenemos

|tr(FTm − FT)| ≤ ε, para todo m ≥ N(ε).

Entonces
sup{|tr (FTm − FT)| : F ∈ F , ‖F‖q ≤ 1} ≤ ε,

cuando m ≥ N(ε), y el Lema B.1.4 muestra que

Tm − T ∈ Sp, ‖Tm − T‖p ≤ ε, (m ≤ N(ε)).

Se sigue entonces, que T ∈ Sp y que Tn converge en la norma de Sp a T. Esto
prueba que Sp es completo, y por lo tanto un espacio de Banach.

Finalmente, veamos que cada T ∈ Sp pertenece a F . Podemos suponer que
T está representado por la ecuación (3.2). Para m ∈N, definamos Tm ∈ F por

Tmx =
m

∑
n=1

µn 〈 x, φn 〉ψn.

Entonces

(T − Tm)x =
∞

∑
n=m+1

µn 〈 x, φn 〉ψn,

entonces

‖T − Tm‖p = (
∞

∑
m+1

µ
p
n)

1/p →
m→∞

0.

Por lo tanto T ∈ F .

b.1.2 La clase de Hilbert-Schmidt

Definición. El ideal S2 en L(H) es llamado la clase de operadores de Hilbert-
Schmidt en H.

Ya probamos que S2 es un espacio de Banach con respecto a la norma ‖ · ‖2.
El siguiente teorema muestra que S2 es, de hecho, un espacio de Hilbert y
tiene una base ortonormal que consiste en operadores de la forma x⊗ y.

Teorema B.1.6. La clase de Schmidt S2 es un espacio de Hilbert con respecto al
producto interno 〈 ·, · 〉 definido por

〈 S, T 〉 = tr(T∗S),

para S, T ∈ S2. La norma derivada de este producto interno es ‖ · ‖2. Por último si
{φj}j≥1 y {ψj}j≥1 son bases ortonormales de H, entonces

Fj,k = φj ⊗ ψk

es una base ortonormal de S2.
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Demostración. Por las propiedades de la traza, es claro que 〈 S, T 〉 es lineal en
S y 〈 S, T 〉 = 〈 T, S 〉. Si T ∈ S2 entonces

〈 T, T 〉1/2 = (tr(T∗T))1/2 = (tr(|T|2))1/2 = ‖T‖2.

Ya que ‖T‖2 es una norma bajo la cual S2 es completo, se sigue que S2 es un
espacio de Hilbert con el producto interno definido.

Dado que

F∗j,kFl,m = (ψk ⊗ φj)(ψl ⊗ φm) =
〈

φl, φj
〉
(ψk ⊗ ψm),

tenemos que 〈
Fl,m, Fj,k

〉
= tr(F∗j,kFl,m) =

〈
φl, φj

〉
〈ψk, ψm 〉 =

=

{
1 si l = j y m = k
0 en otro caso .

Entonces {Fj,k : j, k ∈ N} es un sistema ortonormal de S2. Notar que si
T ∈ S2, entonces〈

T, Fj,k
〉
= tr(F∗j,kT) = tr(ψk ⊗ T∗φj) =

〈
Tψk, φj

〉
.

Si T es ortogonal a cada Fj,k, entonces
〈

Tψk, φj
〉
= 0, para todo j, k ∈N. Dado

que T es continuo y una combinación lineal de ψk ó φj es densa en H, se
sigue que 〈 Tx, y 〉 = 0, para cada x, y ∈ H y por lo tanto T = 0. Entonces
Fj,k = φj ⊗ ψk es una base ortonormal de S2.

Teorema B.1.7. Sea T ∈ L(H) y sean {φj : j ∈ N}, {ψj : j ∈ N} bases ortonor-
males de H y Fj,k = ψj ⊗ ψk. entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1. ∑j≥1 ‖Tψj‖2 < ∞,

2. ∑k≥1 ∑j≥1 |
〈

Tψj, φk
〉
|2 < ∞,

3. T ∈ S2.

Cuando estas condiciones se satisfacen, se sigue que

‖T‖2
2 = ∑

j≥1
‖Tψj‖2 = ∑

k≥1
∑
j≥1
|
〈

Tψj, φk
〉
|2,

y
T = ∑

k≥1
∑
j≥1

〈
Tψk, φj

〉
Fj,k.
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Demostración. Ya que

‖Tψk‖2 = ∑
j≥1
|
〈

Tψk, φj
〉
|2,

se sigue que

∑
k≥1
‖Tψk‖2 = ∑

k≥1
∑
j≥1
|
〈

Tψk, φj
〉
|2, (B.3)

(ya sea esta suma finita o infinita), por lo tanto 1. y 2. son equivalentes.
Si T ∈ S2, entonces ya que {Fj,k : j, k ∈ N} es una base ortonormal en S2

tenemos

‖T‖2
2 = ∑

j≥1, k≥1
|
〈

T, Fj,k
〉
|2 = ∑

j≥1, k≥1
|
〈

Tψk, φj
〉
|2. (B.4)

Y además

T = ∑
j≥1, k≥1

〈
T, Fj,k

〉
Fj,k = ∑

j≥1, k≥1

〈
Tψk, φj

〉
Fj,k, (B.5)

donde la serie en (B.5), converge con respecto a ‖ · ‖2. En particular, se sigue
de (B.4) que 2. se satisface, entonces 3. implica 2.

Recíprocamente, supongamos que T ∈ L(H) y 2. se satisface. Si cj,k =〈
Tψk, φj

〉
, tenemos que ∑j≥1, k≥1 |cj,k|2 < ∞, entonces

∑
j≥1, k≥1

cj,kFj,k,

converge con respecto a ‖ · ‖2 a un elemento S ∈ S2, para el cual
〈

S, Fj,k
〉
= cj,k.

Ya que 〈
Sψk, φj

〉
=
〈

S, Fj,k
〉
= cj,k =

〈
Tψk, φj

〉
,

para cada j, k ∈N, se sigue que T = S ∈ S2, y entonces 2. implica 3.
Se ha mostrado, que las condiciones 1., 2. y 3. son equivalentes, y que dada

dichas condiciones, las ecuaciones (B.3), (B.4) y (B.5) se satisfacen.
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