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INTRODUCCION

Sea H un espacio de Hilbert complejo y separable y L(H) el &lgebra de
operadores lineales y acotados en #. Dado un operador A € L(#), y un
vector b € H, el método de cuadrados minimos es un método clédsico para
obtener soluciones aproximadas, con algtn criterio de optimalidad, de la
ecuacion

Ax =0,

cuando ésta no admite solucién. Mds precisamente, buscamos los vectores
xp € H tales que

|Axg — b|| = min||Ax —b||,
xeH

donde || - || denota la norma asociada al producto interno de H. Més atn,
deseamos hallar en el conjunto de estas soluciones, aquellas que tengan norma
minima. Cuando el operador A tiene rango cerrado, entonces para todo b € ‘H
existe una tnica solucién de norma minima. En este caso, el operador que
asigna a cada b € H la tinica solucién del problema de cuadrados minimos es
lineal y acotado y es conocido como la inversa de Moore-Penrose de A y se
denota A'. Los trabajos de Nashed y Votruba [68] y Nashed [67], y los libros
de Rao y Mitra [72] y Ben-Israel y Greville [8] son excelentes referencias para
consultar varios de los resultados sobre inversas generalizadas.

En algunos casos es necesario considerar otro producto escalar (no necesaria-
mente equivalente al original) en el espacio H y entonces aparece naturalmente
un peso (no inversible) y el concepto de inversas generalizadas. La primera
aparicién de inversas generalizadas con pesos se debe a Greville [50], quien las
utiliz6 en problemas de ajuste de curvas y superficies. Esta nocién ha aparecido
en numerosas oportunidades en forma natural en problemas de matematica,
estadistica e ingenierfa. Para nombrar algunos de los numerosos trabajos sobre
este tema, mencionaremos a Chipman [16], quien reintrodujo esta nocioén para
problemas de regresion lineal; Watson [85], Zyskind [86] y Rao y Mitra [72],
hallaron aplicaciones a Estadistica. Aplicaciones a procesamiento de imédgenes
y varios resultados algoritmicos, que utilizan inversas generalizadas con pesos
singulares se pueden encontrar en los trabajos de Censor, Gordon y Gordon
[14], [13] y Censor y Elfving, [11], [12].

En [39] Elden expone con gran detalle resultados sobre inversas generaliza-
das con pesos singulares, para espacios de dimensién finita. En este caso la
existencia estd garantizada. Sin embargo, cuando el espacio tiene dimensién
infinita, la existencia de inversas generalizadas equivale a una cierta compa-
tibilidad entre el peso (dado por un operador en L(#) positivo, en general
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no inversible) y el rango (cerrado) de A. La nocién de compatibilidad entre
un operador positivo y un subespacio cerrado de H ha sido estudiada en
varios trabajos, [25], [24], [26]. En [22], aplicando propiedades de compatibi-
lidad, se determina cudndo el problema de cuadrados minimos con pesos
singulares admite solucién y se caracteriza el conjunto de soluciones mediante
pseudoinversas oblicuas.

Asociados a los problemas anteriores, aparecen ciertos problemas de mini-
mizacion para operadores, del tipo cuadrados minimos, pero considerando en
ellos distintas normas de operadores, como por ejemplo las normas de Schatten
p (o de Schatten von Neumann), para 1 < p < oo, y mds generalmente aquellas
normas que son unitariamente invariantes. Estas normas aparecen en distintos
contextos, en muchos problemas matriciales y de operadores, e involucran
los valores singulares de la matriz dada y mds generalmente, en el caso de
dimensién infinita, los autovalores del médulo del operador (compacto). Por
ejemplo, en [47], G. R. Goldstein y J. A. Goldstein estudiaron el problema de
hallar las matrices X tales que,

[[AXo = I||[ = min [[|AX —T][],
XeL(H)

donde A es una matriz dada, I es la matriz identidad y ||| - ||| es una norma
unitariamente invariante (como por ejemplo las normas p). Aplicando propie-
dades de funciones convexas, los autores caracterizaron la solucién de norma
minima. En este trabajo estudiaremos una generalizacién del problema anterior
en espacios de Hilbert de dimensién infinita. Motivados por aplicaciones en
Procesamiento de Sefiales e Imdgenes, introduciremos ademads un peso positivo
que modificara el producto interno del espacio de Hilbert original obteniendo
un semi-producto interno con el cual, el nuevo espacio no necesariamente
resultard completo.

Problema a estudiar

Dado W un operador positivo, tal que W'/2 es de la clase Schatten p, con
1 < p < oo, consideremos la semi-norma de operadores asociada a W dada

por

1X]

oW = IW2X||,, X € L(H).

Se estudiard el siguiente problema de aproximacién de operadores para el
peso W: dado A € L(H) de rango cerrado, y B € L(H), calcular

inf ||AX — B|,w-
XeL(H)

Observemos que este problema generaliza los casos estudiados en [47], para
matrices, y en [22] donde se caracterizaron las soluciones para problemas con
pesos singulares, para vectores. Observemos que cuando H tiene dimensién
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infinita, el peso W siempre es singular ya que es un operador compacto. Estu-
diaremos si el infimo se alcanza y caracterizaremos el conjunto de soluciones
de este problema. Luego estudiaremos si existen soluciones de norma minima,
en este caso, la norma considerada serd una norma g con otro peso W, tal que
Wzl/ 2 es de la clase de Schatten g, con 1 < g < .

Observar que, en dimension finita, cuando el peso es la identidad, y A, B €
Sp, (donde S, denota la clase de Schatten p) recobramos el problema men-
cionado en el punto anterior. Para este caso se puede ver en [40] y [67] un
andlisis de la existencia de soluciones y otras propiedades.

Soluciones de cuadrados minimo con peso de la ecuacion AX — B =0

Un problema de interés en el 4rea de Sefiales y Procesamiento de Imégenes
es encontrar modelos de bajas dimensiones que aproximen, en algtin sentido,
determinados datos [31, 42]. En particular, varios de estos problemas se pueden
enunciar de la siguiente manera: dada una matriz B € C"*" con ran(B) > k
(donde ran(B) denota el rango de la matriz B 6 el namero de columnas
linealmente independientes), para k € IN tal que k < n, hallar una matriz
Yy € C"*" con ran(Yy) = k tal que,

Yo = argmin f(Y —B),
{yeC": ran(Y)=k}

para alguna funcién de costo f : C"*" — R. Debido a su dificultad, este
problema es estudiado usualmente relajando la restriccién del rango de Y, lo
cual bajo ciertas condiciones, resulta ser una relajacioén exacta (ver Seccion 7.1).
Para esto, se usa la factorizacion de Y = AX, con A € C"*k X e Ckxn,

Supongamos que la funcién costo viene dada por la norma de Frobenius
|| - ||, ahora estamos interesados en el siguiente problema:

Yy = argmin |AX — B|. (1.1)
{XGC"X”, AEC”Xk}

De hecho, supongamos que Ay € C"*k, Xy € CF*" satisfacen

|AoXo — B|lr = min |AX — B||E, (1.2)
{XECkX”, AGC”Xk}
entonces,
||AOX0—B||F = min ||AOX—B||p. (1.3)
XeCkxn

Si un peso (positivo) se introduce en la ecuacién (1.3), o si la norma de
Frobenius se reemplaza por otra norma unitariamente invariante, se puede
estudiar el mismo problema.

La primera parte del Capitulo 6, estd dedicada a buscar una solucién de la
extension del Problema (1.3) a espacios de Hilbert abstractos.
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Mas especificamente, estudiamos el siguiente problema de aproximacion:
dado a A € L(H) un operador de rango cerrado, B € L(#) y W un operador
positivo, tal que W1/2 es de la clase Schatten p, con 1 < p < oo, analizamos las
condiciones para la existencia de

ng{)HAX = Bllpw- (1.4)
Para estudiar el Problema 1.4, primero introducimos el siguiente problema
asociado: dados W € L(H)™, A de rango cerrado y B € L(H) analizamos,
: *
X?LZ(]’}-[)(AX I)*W(AX —1), (1.5)
con el orden inducido en L(#H) por el cono de operadores positivos.

En el Capitulo 7, se describen algunos ejemplos de estos problemas de
minimizacién en la Teoria de Control y en el Procesamiento de Sefiales [36, 80].

La existencia del minimo de || AX — B||, en espacios de Hilbert, fue estudiada
en [60] usando técnicas de diferenciaciéon y también en [40] y [67], donde se
estableci6 una conexion entre las normas p-Schatten y el orden en L(H)™"
(el orden inducido por el cono de operadores positivos). A partir de esto, la
resolucién del Problema 1.5, resulta de gran interés porque es posible relacionar
las soluciones de este problema, en el que se considera el orden de operadores
dado por el cono de positivos, con las del problema de minimizacién 1.4. De
todas maneras, la introduccién de un peso W € L(H)* juega un importante
rol, ya que estamos introduciendo en H un semi-producto interno asociado
a W para el cual H ya no es més un espacio de Hilbert, a menos que W sea
inversible. En este caso, la existencia de una proyeccién ortogonal adecuada
no estad asegurada. De hecho, la existencia de una proyeccién W-ortogonal en
R(A) (el subespacio cerrado rango de A) depende de la relaciéon entre W y
R(A), lo que da lugar al concepto de compatibilidad.

La nocién de compatibilidad, definida en [24] y desarrollada luego en
[20, 23, 26], tiene sus origenes en el trabajo de Z. Pasternak-Winiarski [69]. En
dicho trabajo el autor estudi6, para un subespacio cerrado fijo S, la analiticidad
del mapa W — Pp s que asocia a cada operador positivo inversible W la
proyeccioén ortogonal en S bajo el (equivalente) producto interno (x,y ),y =
(Wx,y), para x,y € H.

La nocién de compatibilidad aparece cuando W puede ser cualquier opera-
dor semidefinido positivo, no necesariamente inversible (e incluso, un operador
lineal autoadjunto acotado). Mdas precisamente, W y S se dicen compatibles
si existe una proyeccién (lineal y acotada) Q con rango S, la cual satisface
WQ = Q*W. Si W es positivo e inversible, existe una tinica proyecciéon en &
que es W-autoadjunta [24]. En general, puede suceder que no exista tal Q o que
haya un ndmero infinito de ellas. De todas maneras, existe una condicién de
dngulos entre S+ y W(S) que determina la existencia de dichas proyecciones
[35], ver Teorema 4.1.5. La existencia de tales proyecciones esta relacionada
con la existencia del minimo del Problema 1.4.
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Resultados obtenidos

Por simplicidad en la seccién 6.1.1, estudiamos el Problema 1.4 cuando B = I.
En primer lugar, probamos que el infimo del conjunto {(AX —I)*W(AX —1I) :
X € L(H)} (donde el orden es el inducido por el cono de operadores positivos),
siempre existe y ademds que

XEIILI(fH)(AX —I)*W(AX — 1) = W/g(a), (1.6)
donde W/, es el operador de shorted de W a R(A) (definido en la Seccién
5.1), ver Proposiciéon 6.1.1. En el Teorema 6.1.2, probamos que la existencia
de minimo del conjunto anterior es equivalente a la compatibilidad del par
(W,R(A)) y también caracterizamos los operadores que minimizan este prob-
lema como las soluciones de la ecuacién normal

A*W(AX — 1) =0,

6 equivalentemente como las W-inversas de A (Proposicion 6.1.4).

Resuelto el problema del minimo para el orden de operadores, hicimos uso
de la Proposicién 3.1.15, la cual dice que si ||| - ||| es una norma unitariamente
invariante en un ideal no nulo 7 de L(H),y S, T € J. Entonces,

si T*T < S*S entonces |||T||| < |||S]]]-

De esta manera si W1/2 est4 en la clase p-Schatten, para algin 1 < p < oo,
es facil concluir que si el par (W, R(A)) es compatible, entonces el minimo del
conjunto {||AX —I[|,w : X € L(H)} existe, simplemente porque el minimo en
el orden de operadores garantiza el minimo en las normas p, por la proposicién
anterior. Para probar la reciproca se utilizaron técnicas de diferenciaciéon que
nos permitieron concluir que si existe minimo del conjunto

{lAX = Ill,w: X € L(H)}
entonces el minimo cumple con la ecuacién normal
A*W(AX—-1) =0,

y por lo tanto el par (W,R(A)) es compatible, ver Teorema 6.1.5. De esta
manera se establece la equivalencia entre la compatibilidad del par (W, R(A))
y la existencia del minimo del Problema 1.4. En este caso, el conjunto de
soluciones de 1.4 también son las W-inversas de A.

En la seccién 6.1.2, probamos resultados similares para un operador arbi-
trario B € L(#), donde la existencia de minimo del conjunto {||AX — B[, w :
X € L(H)}, es equivalente a la condicion de compatibilidad R(B) € R(A) +
W(R(A))* (Teorema 6.1.11). En este caso, los minimizantes son las W-inversas
de A en R(B) (ver definicion en la Seccién 4.2.2).
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En la seccién 6.2, se caracterizaron entre todos los operadores que realizan
el minimo de 1.4, aquellos que tienen norma minima, donde la norma conside-
rada es una norma g con otro peso W, tal que Wzl/ 2 es de la clase de Schatten
g,conl <g < co.

En el caso donde R(B) € R(A) + R(A)*", que es cuando se garantiza
la existencia de minimo del conjunto {(AX — B)*W(AX —B) : X € L(H)},
consideramos el conjunto

Mg = {X() € L(H) : (AX() —B)*W(AX() —B) = Xg?&)(AX—B)*W(AX—B)},

y dado W, € L(H)™, tal que Wzl/2 € Sy, para algtin g con 1 < q < oo,
analizamos la existencia de

Xe q/WZ' (17)

min || X
Mp
En el Teorema 6.2.1, se prueba que un operador X; resuelve el Problema 1.7

si y s6lo si R(W>X1) € N(WA)L. En este caso, los minimizantes resultan ser

las WWW;-inversas de A en R(B) (definicién en la seccién 6.2).
Soluciones de cuadrados minimos con peso de la ecuacion AXB —C =0

A partir de los resultados obtenidos para la solucién de cuadrados minimos
con peso de la ecuaciéon AX — C = 0 detallados en la seccion anterior, se buscé
estudiar el problema més general que consiste en hallar las soluciones de
cuadrados minimos con peso de la ecuacion AXB — C = 0, en este caso tanto
Ay B son operadores acotados de rango cerrado y C (como antes lo era B)
es un operador acotado arbitrario. Este nuevo problema, resulta equivalente
al anterior en los casos en que el operador B sea inversible o inyectivo. Para
los caso en que el N(B) (nudcleo de B) sea distinto del trivial, se obtendran
resultados que se diferencian del caso anterior en donde tomabamos a B = I.
Observar que ahora, el operador C ocupa el rol que tenia el operador B en
el Problema 1.4 Por otra parte, en este caso supondremos que B # 0, pues si
B = 0 el problema resulta trivial.

Los resultados obtenidos en este caso mds general, tendrdn aplicaciones en
el drea de Procesamiento de Sefiales, méds precisamente en los problemas de
sampling 6 muestreo. El sampling 6 muestreo es un operacién que convierte una
sefial continua (modelada como vector en un espacio de Hilbert H apropiado)
en una discreta. Frecuentemente las muestras de una sefial f € H son represen-
tadas de la siguiente manera: dado un marco {v, },en € H (ver Seccién 7.2.1)
de un subespacio cerrado S, denominado subespacio de muestreo, dichas
muestras vienen dadas por {f,}nen = {(f,0n ) }nen € 2(N).

Por otra parte, dadas las muestras {f,},en € ¢?(IN), la sefial de recons-
truccién f viene dada por f = ¥,cn fnwn, donde {w),},en es un marco del
subespacio cerrado R, llamado el subespacio de reconstruccién.
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Supongamos que, A y B son los operadores de sintesis correspondientes a
los marcos {wy }neN ¥V {04 }nen, respectivamente, es decir A, B : £2(IN) — H
son los operadores tales que, si x = {x;},en € 2(N), Ax = Y, cn XnWy ¥
Bx = Y_,eN XnUn, que son acotados dado que {v, },eN ¥ {wn }nen son marcos.
Observar que, si f € H es una sefial, las muestras correspondientes estan
dadas por {fu}nen = B*f. Por otra parte, dadas las muestras {f, },en, la
sefial reconstruida viene dada por f = A{fu}nen, ver [38], [82].

Si s6lo conocemos las muestras de una sefial {f, },en € ¢2(IN), en general
no es posible recuperar la sefial f € H, incluso si se aplica un filtro digital (un
operador lineal acotado X : /2(IN) — ¢?(IN)) a estas muestras. Pero, en algunos
casos es posible encontrar una buena representacion de la sefial f € H, es decir,
una sefial recuperada f = AXB*f que tiene buenas propiedades. Por ejemplo,
en el esquema clasico de muestreo (donde los subespacios de muestreo y
de reconstruccion coinciden), es posible reconstruir el mejor aproximante de
la sefial f, es decir, es posible encontrar X tal que AXB* = Ps y entonces
f = Psf, donde Ps es la proyeccién ortogonal sobre S = R = R(A). Otro
ejemplo interesante, donde los subespacios de muestreo y de reconstrucciéon
podrian no coincidir, es el llamado esquema de muestreo consistente, donde
las muestras de la sefial reconstruida f son iguales a las muestras de la sefial
original f, es decir B*f = B*f, en este caso X es tal que Q = AXB* resulta
una proyeccién oblicua.

Consecuentemente, la sefial reconstruida f no necesariamente es una buena
aproximacién de f, dado que la distancia ||f — f|| = ||f — AXB*f|| no esta
minimizada. Ahora, supongamos que queremos encontrar un filtro digital
X € /2(N) — (?(IN) tal que AXB*f sea una buena aproximacién de f en
R(A) = R, es decir queremos que AXB* aproxime a Pg en algun sentido.
Por ejemplo, quisiéramos encontrar X : #2(IN) — ¢2(IN) un operador lineal y
acotado tal que, para cada f € ‘H

| (AXoB* — Pr)f|l < [(AXB* — Pg)f||,

para cada X € L(H). Esto significa que, estamos interesados en el siguiente
problema,
min (AXB* — Pr)*(AXB* — Pgr),
min R ( 7)
con el orden inducido en L(#H) por el cono de operadores positivos.
Alternativamente, podemos aproximar Pr en alguna norma de operadores
conveniente. Por ejemplo, en el caso finito dimensional, es usual considerar
la norma de Frobenius; el problema asociado es equivalente a estudiar la
existencia de
min AXB* — Pp||F,
erin |

donde || - || es la norma de Frobenius.
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En la segunda parte del Capitulo 6, estudiamos una extensién de estos
problemas. Més especificamete dados A, B € L(H) de rango cerrado, C €
L(H), W € L(H) positivo, estudiamos la existencia de

min (AXB — C)*W(AXB —C), (1.8)
XeL(H)
con el orden inducido en L(#) por el cono de operadores positivos.
Si W € L(H)" también satisface que W1/2 € S,,, la clase p-Schatten (para
algtin p con 1 < p < ), estudiamos la existencia de

min ||[AXB — Cl||,w- (1.9)
XeL(H)

La existencia de minimo de ||AXB — C||, en espacios de Hilbert (sin peso),
con hipétesis adecuadas para garantizar que AXB — C € S, fueron estudiadas
en [63] y en [62] usando técnicas de diferenciacion. En [15], una caracterizacién
de los puntos criticos (y equivalentemente de los minimos globales) del mapa
|AXB — C||}) fueron dadas.

Resultados obtenidos

En la seccién 6.3.1, estudiamos el Problema 1.8. Probamos que si N(B) C

N(A*WC) entonces existe infimo del conjunto {(AXB — C)*W(AXB —C) :
X € L(H)} (donde el orden es el inducido por el cono de operadores positivos)
y ademds cumple que

inf (AXB—C)*W(AXB—-C) = C*W/R(A)C,
XeL(H)

ver Proposicion 6.3.2.

En el Teorema 6.3.3, probamos que el minimo del conjunto anterior existe si
s6lo si N(B) € N(A*WC) y R(C) C R(A) + W(R(A))+. Més atin, probamos
que un operador Xy minimiza este problema, si y sélo si XoB es una W-inversa
de A en R(C).

Utilizando la Proposicién 3.1.15, si W1/2 ests en la clase p-Schatten, para
algin 1 < p < o0, entonces es facil probar que si N(B) C N(A*WC) y R(C) C
R(A) + W(R(A))*, el minimo del conjunto {||AXB —C|,w : X € L(H)}
existe.

En el Lema 6.3.7, dimos una caracterizacién de los puntos criticos (y equiva-
lentemente de los minimos globales) del mapa ||AXB — CHZ,W' que es similar

a la presentada por [15], con la introduccién de un peso W tal que W'/2 estd
en la clase p-Schatten, para algin 1 < p < co.

En el caso en que p = 2 ¢ alternativamente 1 < p < ooy N(B) C N(A*WC),
se probo que la existencia de minimo del conjunto anterior es equivalente
a la existencia de solucion de la ecuacién normal A*W(AXB — C)B* = 0.
Finalmente, dimos algunos ejemplos para mostrar que en general, la existencia
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del minimo del conjunto anterior, no es equivalente a la existencia de solucién
de la ecuacién normal presentada. Estos hechos contradicen el Teorema 4.1 de
[63], por lo cual, los resultados obtenidos en este trabajo son nuevos también
para matrices.

Los contenidos de la tesis son los siguientes.

En el Capitulo 2, se introducen notaciones y algunos resultados que se
utilizaran a lo largo del trabajo. Se presenta el importante Teorema de Dou-
glas y se define el concepto de dngulos entre subespacios como asi también
algunas propiedades importantes. Se realiza una breve introduccion a la teoria
de operadores no acotados en espacios de Hilbert, se definen las inversas
generalizadas y se demuestran propiedades importantes de las mismas.

En el Capitulo 3, se introducen las clases de Schatten S prconl < p < oo Se
definen operadores en dichas clases y se enuncian propiedades relevantes de
los mismos. Se hace especial hincapié en las clases de Schatten S; (operadores
de traza) y se muestra que el espacio S, con la norma || - ||, resulta un
espacio vectorial normado completo. Por otra parte, se definen las normas
unitariamente invariantes y se establecen propiedades que se usaran a lo
largo de la tesis. Por tltimo, se prueba que la norma asociada al espacio de
Schatten S, para 1 < p < oo, es Fréchet diferenciable y se deduce la férmula
de dicha derivada. Para el caso p = 1, se prueba la existencia de la derivada
¢-direccional para todo X € S, y en la direccion de todo Y € S, y se da la
férmula de la misma.

En el Capitulo 4, dado un peso positivo W € L(H) y un subespacio cerrado
S C H, se introduce el concepto de proyecciéon W-autoadjunta y el de compati-
bilidad del par (W, S). Se enuncian propiedades que deben cumplir los pares
compatibles, como asi también se dan algunos ejemplos de pares compatibles
y no compatibles. Finalmente, se enuncian resultados que relacionan el angulo
entre subespacios y el concepto de compatibilidad y se presentan las proyec-
ciones W-contractivas junto con algunas propiedades. A continuacién, dado
un operador A € L(H) de rango cerrado y un peso W positivo, se define el
concepto de solucion de cuadrados minimos con peso de la ecuaciéon Az = x.
Finalmente se presentan las W-inversas de A, definidas inicialmente por S.K.
Mitra y C.R. Rao en [72] y extendidas en este trabajo a las W-inversas de A
en el rango de un cierto operador B € L(H), como los operadores Xy € L(H),
tales que para cada x € ‘H, Xox es una solucién de cuadrados minimos con
peso de la ecuaciéon Az = Bx, para cada x,z € H.

En el Capitulo 5, dado un operador positivo W € L(H) y un subespacio
cerrado S C H, se presenta la nocién de operador de shorted de W a S.
Dicha nocién fue introducida por M.G. Krein [55] y fue luego redescubierta
por W.IN.Anderson y G.E. Trapp [3], [4], quienes lo aplicaron a la teoria de
redes eléctricas. En dicho capitulo se presentan propiedades relevantes de los
operadores de shorted y qué caracteristicas adquieren cuando el par (W, S)
resulta compatible.
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En el Capitulo 6, se estudia y se resuelve el Problema 1.4 y el problema
asociado 1.6. En primer lugar, se resuelven dichos problemas para el caso B = |
y luego para cualquier B € L() arbitrario. A continuacidn, se caracterizan
entre todos los operadores que minimizan el Problema 1.4, aquellos de norma
minima. Por dltimo, se estudia y resuelve el Problema 1.9 y el problema
asociado 1.8 y finalmente en la Seccién 6.4, se estudian aplicaciones de estos
resultados del operador de shorted.

En el Capitulo 7, se estudian aplicaciones de los problemas resueltos en el
Capitulo 6. Por ejemplo, se estudian los problemas de optimizacién de rango
fijo, y los problemas de muestreo y reconstruccién de sefiales.

Hacia el final del capitulo, decidimos presentar algunos ejemplos de proble-
mas de Procrusto, los cuales se diferencian de los problemas que se resolvieron
en este trabajo, en que tienen una condicién adicional (restriccién) que consta
en general en buscar el minimo pidiendo, por ejemplo, que el mismo resulte un
operador unitario, etc. Si bien en la tesis no presentamos resultados para este
tipo de problemas, nos parecié interesante incluir algunos ejemplos de este tipo
de problemas de minimizacién los cuales surgen naturalmente, por ejemplo
en Quimica Cudantica 6 en el drea de Procesamientos de Sefiales. Uno de ellos,
por ejemplo, es el proceso de ortogonalizacion de Lowdin, [58], [1], donde se
busca hallar una base ortonormal que minimice la desviacién cuadrética con
respecto a una base dada no ortonormal. Otro problema de minimizacién de
operadores consiste en, dada una matriz A (no necesariamente autoadjunta)
que representa una aproximacién del Hamiltoniano (ver seccién 7.3.1.1), hallar
su estado bdsico, o en términos matematicos, el autovalor minimo. Sin em-
bargo A podria no ser autoadjunta. Entonces se busca la matriz autoadjunta
mas cercana a A, donde la cercania se determina en funcién de la norma
usada. En este tipo de problemas se agrega una restriccién sobre el conjunto
de minimizantes, [49], [61]. Por dltimo, daremos un ejemplo de problema de
Procrusto conmumente encontrado en la teorfa de marcos y otro relacionado
con el procesamiento y reconstruccién de sefiales.

Finalmente, en el Capitulo 8, se enumeran las conclusiones mas relevantes
que resultan de la tesis.

En los anexos A y B, se recopilan varias generalidades conocidas de la teoria
de espacios de Hilbert y se detallan las demostraciones de las propiedades
enunciadas en el Capitulo 3 sobre espacios de Schatten S, respectivamente.
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En este capitulo se introducen las notaciones y algunos resultados que se
utilizaran a lo largo de la tesis. Los temas tratados en este capitulo son muy
diversos y no necesariamente estdn vinculados, decidimos incluirlos para que
el trabajo resulte autocontenido.

Dados dos espacios de Hilbert complejos y separables H y K, se denotara
con L(#, K) al dlgebra de operadores lineales acotados de H en IC, L(H) =
L(H,H), L(H)*" al cono de operadores (semidefinidos) positivos de L(#H),
GL(H) al grupo de operadores inversibles de L(H), GL(H)* = GL(H) N
L(H)*, CR(H) los operadores con rango cerrado de L(H).

Para A,B € L(H) ", escribimos A < B,siB— A € L(H)™.

Dado un operador T € L(H), se utilizara la notacién R(T) como el rango o
imagen de T y N(T) para su nuacleo. Dado R un subespacio cerrado de H y
S un subespacio cerrado de K, se denotard L(R,S) al subespacio L(R,S) =
{T € L(H,K) : R(T) CS,R* C N(T)}. Dado T € L(H) y S un subespacio
cerrado de H, se utilizard la notacién T para la restriccién del operador T al
subespacio S, i.e., T|S :S — Hestal que paratodox € S, Tx = T‘Sx.

Se utilizard Q@ = Q(L(#)) para denotar al conjunto de proyecciones en
L(H) y con P = P(L(H)) al subconjunto de Q de proyecciones ortogonales.
Los elementos en Q € Q \ P se denominan proyecciones oblicuas.

Dados dos subespacios S'y 7 de H, S+ T sera la suma directa de S y
T, S ® T la suma directa ortogonal de ellos, y SO T = SN (SNT)*. Si
H = S+ T, la proyeccién sobre S a lo largo de 7 se denotard Ps, /7 y
es la tnica proyecciéon con R(Ps,,7) = S y N(Ps,,7) = T. En particular,
Ps = Pg,,s. es la proyeccién ortogonal sobre S.

Dados x,y € H, definimos x ® y € L(H) como (x®y)z = (z,y)x, z € H.
En B.1.1, se enuncian las propiedades mas relevantes del operador x ® y.

2.1 GENERALIDADES SOBRE OPERADORES EN ESPACIOS DE HILBERT

A continuacién se enuncian algunos resultados de teoria de operadores en
espacios de Hilbert, los cuales seran utilizados a lo largo de la tesis.

2.1.1  Factorizacion de rangos de operadores

El siguiente resultado, debido a R. G. Douglas [37], caracteriza las inclusiones
de rangos de operadores.

11



12

PRELIMINARES

Teorema 2.1.1. Dados los espacios de Hilbert H, K1, Ky y los operadores A &
L(K1,H) y B € L(Ky,H), las siguientes condiciones son equivalentes:

1. la ecuacion AX = B tiene una solucion en L(KCy, Kq);
2. R(B) C R(A);
3. existe A > 0 tal que BB* < AAA*.

En este caso, existe un iinico D € L(K,, K1) tal que AD = By R(D) C R(A*).
Ademds D € L(H) satisface N(D) = N(B) y

ID|| = inf{A > 0: BB* < AAA*}.

El operador D se denomina solucién reducida de la ecuacion AX = B.

Demostracion. 1. => 2. es trivial.

1. = 3. : Dado que CC* < ||C||?I, si B = AC con C € L(K,, K1) entonces
BB* = ACC*A* < ||C|[2AA*,

2. = 1.:Sean A € L(Ky,H) y B € L(Ky, H) tales que R(B) C R(A). Se define
el operador C : Ky — K; de la siguiente manera: si x € K,, se tiene que
Bx € R(B) C R(A) y, como A : N(A)" — R(A) es biyectivo, existe un tinico
y € N(A)* tal que Ay = Bx. Definiendo Cx = y se tiene que C est4 bien
definido y B = AC.

Dado que C esta definido en todo Ky, para probar que C es acotado es sufi-
ciente ver que C tiene grafico cerrado, [77, Teorema 2.15 |. Sea {(xx, ¥n) }neN
una sucesion con y, = Cx,, tal que (x4, y4) — (x,y). Por definicién, Bx, =
Ay, para todo n € IN. Como A y B son acotados, nh_r>r010 Ayn = Ayy nlgx(}o Bx, =

Bx, con lo cual Ay = Bx. Ademds, como N(A)' es cerrado, se sigue que
y € N(A)* y por consiguiente Cx = y.

3. = 1.: Suponiendo que BB* < AAA* para algin A > 0, se define la siguiente
aplicacion D : R(A*) — R(B*) tal que D(A*x) = B*x para todo x € H.
Entonces D esté bien definida pues, si A*x = A*x’ entonces A*(x —x’) =0
y, como BB* < AAA¥, se sigue que x —x’ € N(B*) o equivalentemente
B*x = B*x’. Para ver que D es acotado en R(A*):

|D(A*x)||* = ||B*x||* = (BB*x,x) < A2 (AA*x,x) = A?||A*x]|?.

Por lo tanto, D puede ser extendido de manera tnica a R(A*). Definiendo
Dx = 0 para x € R(A*)*, entonces D € L(K1,K») y DB* = A*, o equivalen-
temente, A = BD* con D* € L(Ky, Kq).

Finalmente, para probar que existe una tnica soluciéon reducida de la
ecuacién AX = B, observar que la inclusién R(D) C R(A*) = N(A)* identi-
fica univocamente al operador D, ya que AD = By Ajy(4). es inyectivo. En
particular, los operadores construidos en 2. = 1.y 3. = 1. tienen el rango

contenido en el subespacio R(A*) = N(A)~* y por lo tanto coinciden. O
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Corolario 2.1.2. Sea A € L(H,K), entonces R((AA*)!/2) = R(A).

Demostracién. Dado que AA* = (AA*)V/2((AA*)1/2)*, 1a igualdad entre los
rangos de Ay (AA*)!/2 es consecuencia del Teorema de Douglas. O

Corolario 2.1.3. Sea A € L(H) y Q € Q tal que R(QA) C R(A). Entonces la
solucion reducida D € L(H) de la ecuacion AX = QA es una proyeccion, es decir,
De Q.

Demostracion. En primer lugar, observar que, si D es la solucién reducida de
AX = QA entonces AD?> = QAD = Q?A = QA y R(D?) C R(D) C R(A*).
Por lo que, D? también es una solucién reducida de la ecuacion AX = QA'y,
por la unicidad de la misma, resulta que D € Q. O

2.1.2  Angulos entre subespacios

La nocién de dngulo entre dos subespacios cerrados de un espacio de Hilbert
permite dar una interpretacién geométrica de resultados analiticos o topologi-
cos. Las siguientes definiciones dan dos nociones diferentes de angulos entre
subespacios.

Definicién (J. Dixmier [34]). El dngulo minimo entre S y T es el angulo
wo(S,T) € [0, 5] cuyo coseno estd definido por

c0(S,T) =sup{| (x,y)| : x €S, |x| <1, ye T,y <1}.

La idea de &dngulo entre dos subespacios de dimensién uno es bastante
natural. El angulo de Dixmier entre S y R consiste en comparar los dngulos
de todos los subespacios contenidos en S con dimensién uno y todos los
subespacios de R con dimensién uno y tomar el infimo de estos dngulos.
Cuando la intersecciéon entre S y R es distinta de cero, esta nocién de angulo
no es tan rica puesto que, independientemente de la posicién relativa entre
S y R, el angulo entre ellos es cero, basta tomar el subespacio generado
por x € SNR . En estos casos la siguiente nociéon de dngulo resulta mds
conveniente.

Definicién (K. Friedrichs [45]). Dados dos subespacios cerrados Sy 7 de H,
el dngulo entre ellos es aquel #(S,7T) € [0, 5] cuyo coseno es

(8, T)=sup{[(xy)|:xeSOT, [x| <1, yeTOS, |yl <1}.

En general ¢(S,T) < co(S, T). Sin embargo, cuando SN7T = {0}, estas dos
definiciones coinciden.

El siguiente es un importate resultado que relaciona el dngulo entre dos
subespacios cerrados S, T y cudndo la suma S + 7 es un conjunto cerrado.

13
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Proposicion 2.1.4. Sean S, T subespacios cerrados de H. Las siquientes condiciones
son equivalentes:

1. ¢(S,T) <1,

2. S+ T es cerrado,

3. ST+ T+ es cerrado,
4. (S, TH) <1,

5. Ps1(T) es cerrado.

Demostracion. Ver [32, Teorema 13]. ]

Los siguientes resultados muestran cudndo la composicién de dos operado-
res de rango cerrado tiene rango cerrado y cuando el rango de un operador
coincide con el rango de su raiz cuadrada.

Lema 2.1.5. Sea A € L(H)™. Entonces
1. N(A) = N(A/?),
2. R(A) C R(AY?2) C R(A),

3. si R(A) no es cerrado, entonces R(A) estd propiamente incluido en R(A/?).

Demostracién. Los items 1. y 2. son faciles de ver. De hecho siempre vale
que N(A'/2) C N(A) y por otra parte si x € N(A) entonces, 0 = { Ax,x) =
( Al 2x, AV 2y ) y tenemos la otra inclusién. Por otra parte, siempre tenemos
que R(A) C R(A'?) y la segunda inclusién se deduce del item 1.

El item 3. lo probaremos por el contrarreciproco. Si R(A) = R(A/?) y ¢ €
N(A)+ = N(A/2)L = R(A1/2), entonces existe p € N(A)' tal que A/2¢ =
Ap. Por lo tanto A/2p — ¢ € N(A?) N N(AY?)* y entonces AY?p = ¢y
R(A1/2) es cerrado. Claramente, esto implica que R(A) también es cerrado.

O]

Proposicién 2.1.6. Sea H un espacio de Hilbert y A, B € L(H) dos operadores con
rango cerrado. Entonces, AB tienen rango cerrado si y sélo si ¢((R(B), N(A)) < 1.

Demostracion. Ver [9, 53]. O
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2.1.3 Operadores no acotados en espacios de Hilbert

En esta seccién, queremos analizar los operadores lineales en general, no
necesariamente acotados. Estas definiciones y propiedades serén ttiles porque
no siempre lidiaremos con operadores acotados. Por ejemplo, si tenemos
un operador A € L(H) cuyo rango no es cerrado, entonces el operador A"

(la inversa de Moore-Penrose de A), serd un operador no acotado, ver [67].

Dado un peso W € L(H)™ y un subespacio cerrado S C H, otro ejemplo de
operadores no acotados, los encontramos en las proyecciones W-simétricas de
los pares cuasi-compatibles que definiremos en 4.1.

Definicién. Sea H un espacio de Hilbert. Por operador en H, ahora nos
referiremos a un operador lineal cuyo dominio D(T) es un subespacio de H y
cuyo rango R(T) C H.

No suponemos que el operador T es acotado 6 continuo. Por supuesto que
si T es acotado entonces tenemos que D(T) = H.
Definiremos el grdfico de un operador T en ‘H como el siguiente subespacio
de H x H
gr(T) ={(x,Tx) e H x H:x € D(T)}.

Diremos que un operador en H es cerrado si su grafico es un subespacio
cerrado de H x H. Entonces, por el Teorema del grafico cerrado [77, Teorema
2.15 |, tenemos que T € L(H) siy s6lo si T es cerrado y D(T) = H.

Dados dos operadores lineales S, T en H, usaremos la siguiente notacién

T CS,

para denotar que D(T) C D(S) y que Tx = Sx, para cada x € D(T).

Definicién (Definicién de operador adjunto). Sea T un operador densamente
definido, es decir, D(T) = H. Definiremos el dominio de T* como

D(T") ={xeH:3z=z, € H:(x,Ty) =(zy), paracaday € D(T)}.

Entonces
T*x:=1z, (x € D(T")).

Observar, que al suponer que T es densamente definido, nos aseguramos
que de existir tal z, es tinico y entonces T* estd bien definido.

Las operaciones algebraicas ordinarias, con operadores no acotados, deben
ser tratadas con cuidado. A continuacion, las definiciones naturales para los
dominios de las sumas y productos:

D(S+T)=D(S)ND(T).

D(ST) = {x € D(T) : Tx € D(S)}.

15
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Las propiedades asociativas, (R+S)+T =R+ (S+T)y (RS)T = R(ST),
siguen valiendo. Con respecto a las propiedades distributivas, una de ellas,
(R+ S)T = RT + ST, vale en la forma usual. Pero la otra valdra tinicamente
en la forma T(R+S) D TR+ TS, ya que puede pasar que (R+ S)x € D(T),
aun cuando Rx 6 Sx no pertenezca a D(T).

La multiplicacién por un escalar se define de la siguiente manera: Si x = 0
entonces D(aT) = H y «aT = 0, si « # 0 entonces D(aT) = D(T) y (aT)x =
a(Tx), para x € D(T).

Teorema 2.1.7. Sean S, T y ST operadores densamente definidos en H. Entonces
T*S* C (ST)™.

Si ademds, S € L(H) entonces
T*S* = (ST)%,

Demostracion. Supongamos x € D(ST) ey € D(T*S*). Entonces

(Tx,S*y) = (x,T*S™y),
pues, x € D(T)y S*y € D(T*),y

(STx,y) = (Tx,S*y),
pues Tx € D(S) y ademds y € D(S*). Por lo tanto

(STx,y) = (x,T*S*y).

Esto prueba que
T*S* C (ST)*.
Ahora, supongamos que S € L(H) ey € D((ST)*). Entonces S* € L(H), y
por lo tanto D(5*) = H, ademés
(Tx,S%y) = (STx,y) = (x,(ST)"y),

para cada x € D(ST). Por lo tanto, S*y € D(T*), y entonces y € D(T*S*).
Entonces usando la primera parte de la prueba, tenemos que

T*S* = (ST)".
L]

Definicién. Un operador lineal T en ‘H, densamente definido, se dice simétrico
si
(Tx,y) = (x,Ty), para cada x,y € D(T).

Por lo tanto, los operadores simétricos densamente definidos son exactamente
aquellos que satisfacen
TCT"

Si T = T*, entonces diremos que T es autoadjunto.
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Estas dos propiedades, evidentemente coinciden cuando T € L(H). En
general, no coinciden.
Més atn, si D(T) esdensoy (Tx,y) = (x,Sy), paracadax € D(T) ey €
D(S), entonces
SCT.

2.1.4 Inversas generalizadas

A continuacién se enuncian algunos resultados sobre inversas generalizadas.
Como se mostrard mas adelante, las inversas generalizadas guardan una
estrecha relacién con el conjunto de proyecciones.

SeaT € L(H,K), y sea M C H un subespacio, tal que

H =N(T)+ M.

Sin suponer que R(T) es un conjunto cerrado, sea N/ un subespacio tal que

K =R(T) + .
Denotaremos P = Py(1),/my Q = Pﬁ /7 €ntonces es facil ver que
T=T(I-P)=QT.

Observar que
T| MM — R(T),

es un operador biyectivo. Entonces existe (T m) !y definimos

TH oy := (Tjm) ' Qy, (2.1)

y€R(T)+WN.
Es decir definimos la inversa generalizada T;/Q relativa a dichas proyecciones,
como la tinica extension lineal de (Tj,) ' a R(T) + N, tal que N (T;/Q) =N.
Si definimos el dominio de T;S/Q como

D(T} o) = R(T) + W,

entonces T} o resulta ser un operador cerrado densamente definido, que
cumple las siguientes condiciones.

Teorema 2.1.8. Las siguientes condiciones, caracterizan la inversa generalizada TIJS,Q
de un operador T € L(H,K), con D(T} o) = R(T) + N,

ThoT=1-P, (2.2)

t +
TTpo = Q|D(T1‘;,Q)’ en D(TP,Q), (2.3)
T;,QTT;,Q = T;,QI en D (T;,Q)/ (2.4)

TT;oT =T. (2.5)
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Demostracién. Observar que para y € D(TIJE,Q), vale que Qy € R(T), entonces
TIJSIQ estd bien definido.

Observar que si x € H lo descomponemos como x = x1 + X3, con x; € N(T)
y x2 € M, tenemos que

T oTx = (Tjp) 7'QTx = (Tpy) ' Tx = (Tjpg) ' Tz = 23 = (I - P)x,

por lo tanto tenemos (2.2).

Ademaés, como R((T|M)_1Q) C M, entonces TTI‘;,Qx = T(T|M)_1Qx = Qx,
para x € D(TIJS/Q), y obtenemos (2.3).

Por otra parte, sea x € D(T;;/Q), entonces por (2.2), tenemos que

ThoTThox = (I—P)Th ox = T} o,

donde se us6 que R(T} 5) = R((Tj141)'Q) € M, con lo que vale (2.4).
Finalmente, de (2.3), tenemos que para x € H vale

TT}oTx = Q, bt 7% = Tx,

y entonces obtenemos (2.5). ]

Notar que TIJS’Q € L(H,K) siy solo si R(T) es cerrado, en este caso
D(TI‘SIQ) =H.

Dado que los subespacios N(T) y R(T) tienen infinitos complementos, T
tendrd en general, infinitas inversas generalizadas.

De todas maneras, en los espacios de Hilbert, los complementos ortogonales
de N(T) y R(T), se distinguen entre los demas posibles complementos. En
este caso, si M = N(T)* y N' = R(T)" (y equivalentemente P y Q son
proyecciones ortogonales), la inversa generalizada de T se llama la inversa
de Moore-Penrose y se notard T*, notar que D(T') = R(T) + R(T)*. En este
caso, las ecuaciones (2.4) y (2.5) y la condicién que TT* y T'T sean simétricas,
definen tnicamente a T*. Observar que, TT" no es autoadjunta, al menos que
R(T) sea cerrado.

Para el caso especial que T € L(H,K) y R(T) es cerrado, TT se puede
caracterizar por las ecuaciones de Moore-Penrose:

(T'T)* = T'T = Py(pye, (2.6)
(TT)* = TT" = Pr(py, (2.7)
THTT = T, (2.8)

TT'T=T. (2.9)

Proposicién 2.1.9. Dado T € L(H,K), R(T) es cerrado si y sélo si R(T*) es
cerrado. Mds aiin, si R(T) es cerrado, entonces (T*)t = (TT)*.



2.1 Generalidades sobre operadores en espacios de Hilbert

Demostracion. Supongamos que T € L(H,K) con R(T) cerrado, entonces
tenemos que TT € L(H) y se cumplen las ecuaciones (2.6), (2.7), (2.8), (2.9). Si
calculamos el adjunto en dichas ecuaciones, tendremos que

T'T = T*(T")*, (2.10)
TT = (TH*T*, (2.11)
(TH* T*(T")* = (T")*, (2.12)
T*(TH*T* = T*. (2.13)

Observar que, como Tt € L(#) entonces por definicién (TT)* € L(#H). Por
lo tanto el operador T*(T")* € L(H) y como cumple que

(T*(T+)*)2 _ T*(T+)*T*(T+)* _ T*(T+)*,
entonces es una proyeccion. Ademads, tenemos que
R(T*(T")") € R(T*) = R(T*(T")*T*) € R(T*(T")"),
entonces
R(T*(T")*) = N(I - T*(T")*) = R(T*),

y R(T*) es cerrado. La reciproca se prueba de manera similar.
La dltima afirmacién resulta de ver que (T*)* satisface las condiciones de la
definicién de (T*)*.
O

Observar que si T € L(H,K) y R(T) es cerrado, entonces
R(T") = N(T)* = R(T*).

De hecho, T'T = Py(ry1, por lo que N(T)* C R(T"). Ademas T'TT' =
Tt = Pyry T*, por lo que R(T") € N(T)*. En forma similar, es facil ver que
N(T") = R(T)*+ = N(T*).

Proposicién 2.1.10. Sea H un espacio de Hilbert y T € L(H) de rango cerrado.

Entonces,
TT* tiene rango cerrado y R(T) = R(TT™).

Demostracion. Sea T € L(H) de rango cerrado, entonces T* € L(H) también
tiene rango cerrado. Por lo tanto, por la Proposicién 2.1.6, como

¢(R(T),N(T*)) = ¢(R(T),R(T)") =0 <1,

vale que R(TT*) es cerrado. Entonces, por el Lema 2.1.5 y el Corolario 2.1.3,
tenemos que
R(TT*) = R((TT*)/?) = R(T).
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PRELIMINARES

Definicién. Dado T € L(H), se define el médulo minimo reducido «(T) como
Y(T) = inf{||Tx|| : x € N(T)", |lx[| = 1}

Definicién. Un operador T € L(#) se dice acotado inferiormente si existe un
a > 0 tal que || Tx|| > «||x|| para todo x € N(T)*.

Observar que un operador T € L(#) no nulo es acotado inferiormente si y
solo si y(T) > 0.

Proposicién 2.1.11. Sea T € L(H) no nulo, entonces y(T) > 0 si y sélo si R(T) es
cerrado.
Demostracién. Sea T € L(H) tal que v(T) > 0.Siy € R(T), existe una sucesion
{xy}nen en N(T)* tal que Tx, — y. Luego, dado & > 0, existe un ng € N tal
que ||x,|| < ﬁHTan < ﬁ(”y” + ¢) para todo n > ny. Por lo tanto, existe
M > 0 tal que ||x,|| < M para todo n € IN.

Entonces, existe una subsucesion {x,, }ren de {x, }nenN y cierto vector xg €

R(T), tal que
(xp, h) = (xo,h),

para cada h € H. Es fécil ver que (Txy,,, h) — (Txo,h), paracadah € Hy

ademas vale que ( Txy,,h) — (y,h), paracada h € H. Luego, por la unicidad

del limite, resulta que y = Txo. Por lo tanto, R(T) es cerrado.
Reciprocamente, si R(T) es cerrado, T' resulta acotada y dado x € N(T)*,

[l = IT"Tx ]| < T Tx].

Por lo tanto, y(T) > || TT||~! > 0. O
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En este capitulo veremos ciertas clases S, (1 < p < o), de operadores en
un espacio de Hilbert #, los cuales fueron introducidos por von Neumann
y Schatten [79]. Cada una de estas clases es un ideal bildtero en L(H) y
consiste en operadores compactos. Por otra parte, cuando se define una norma
acorde, S, resulta un espacio de Banach (es decir un espacio vectorial normado
sobre los complejos que resulta completo con la norma correspondiente), con
propiedades andlogas a aquellas que tienen las sucesiones del espacio [,(IN), el
cual se define como I,(IN) = {{xn}u>1 C C: ¥ ,>1 [xu|V < oo}, y estd provisto
de la norma [[{xu }tu>1llp = (Zuz [xa[P)1/7.

La teorfa del espacio Sy, sin embargo, tiene dificultades que provienen de la
no conmutatividad de Sy, lo cual no tiene paralelismo con [, (IN).

En este capitulo, supondremos que el espacio de Hillbert H es un espacio
separable. Entonces cada base ortonormal de H se puede expresar como
{¢; : j € N}, y un sistema ortonormal general (no necesariamente completo)
lo notaremos como {¢y : k € N}.

Los resultados enunciados en este capitulo pueden ser ampliados en [75].

Definicién. Cuando 1 < p < oo, S, es el conjunto de todos los operadores
T € L(H) compactos (ver A.2), que satisfacen la siguiente condicion: para todo
sistema ortonormal {¢; : k € N} en H,

Y (T ) |V < oo

k>1
Usamos la notacion See = K(H) = {T € L(#H) : T es compacto}.

Observacion 3.0.1. De la definicién anterior, se desprende que S, es un subes-
pacio lineal de L(#), y que si T € S, entonces T* € S;,. De las propiedades
del espacio I, (IN), también se puede ver que S, C S;si1 < p < g < co.

3.1 OPERADORES EN LA CLASE DE SCHATTEN

Lema 3.1.1. Supongamos 1 < p < oo, T es un operador compacto y autoadjunto en
H, y {An}n>1 es la sucesién de autovalores no nulos de T, contados de acuerdo a su
multiplicidad. Entonces:

1. Si T € Sy entonces )51 [An|P < 0,

2. 50 Y > |AulP < oo, entonces T € Sy, y para cualquier sistema ortonormal
{#% tk € EQ}»en H,

Yo (T i) [P < Y Al

k>1 n>1
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Demostracion. Ver Anexo B, B.1.1. O

Es bien sabido que un operador T en H es compacto si y sélo si es el
limite en norma de operadores de rango finito, ver Teorema A.2.1. El préximo
teorema muestra un resultado similar para el espacio Sj.

Teorema 3.1.2. Sea T € L(H) y 1 < p < oo. Entonces T € S, si y sélo si existe
una sucesion {F, },>1 de operadores en H, tal que F, tiene rango finito, no mayor que

ny
YT~ E]]? < co.

n>1

Demostracion. Ver B.1.2. [
Corolario 3.1.3. 5,(1 < p < c0) contiene todo operador de rango finito de H.
Demostracién. Se sigue del Teorema 3.1.2. O

Lema 3.1.4. Supongamos que 1 < p < o0. Sea T € S, y A € L(H). Entonces
AT € S, yTA € Sp.

Demostracién. Para p = oo el resultado es evidente. Si 1 < p < oo, por el
Teorema 3.1.2, existe una sucesién {F, },>1 de operadores en H de rango finito
no mayor que # tal que }_,,>1 ||T — F;||? < 0. Ya que AF, y F, A tienen rango
tinito no mayor que n y ademas

Y AT — AR P < JJAIIP ) IT = Bi||F < oo,

n>1 n>1
y
Y ITA — BAJIP < ||A[|P Y IT — Fu|P < oo,
n>1 n>1
se sigue, nuevamente del Teorema 3.1.2, que AT € Spy TA €65,. O

Concluimos la seccién resumiendo, en un teorema, las propiedades alge-
braicas principales de S, que se han establecido hasta ahora.

Teorema 3.1.5. Supongamos 1 < p < oo. Entonces S, es un ideal bildtero en L(H).
Contiene todos los operadores de rango finito de H y también contiene el adjunto de
sus miembros. Si 1 < p < oo, entonces cada elemento de Sy, es un operador compacto.

3.1.1  Operadores de traza

Definicién. El ideal S; en L(H) es llamado la clase de operadores de traza en
H.SiT € S1y{¢;:] €N} es una base ortonormal de H, entonces la traza de
T, denotada por tr(T), se define por

tr(T) =) _(Toj ;).

j>1
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Observacion 3.1.6. Observar que como T € Sy, la tr(T) converge absoluta-
mente. Ademads, tr(T) depende s6lo de T (y no de la eleccién de la base
ortonormal), de hecho, sea {¢, : n € N} otra base ortonormal de H, entonces

]kn:: Z:<fn%,¢j>4y.

j=1
Por lo tanto

Y (Tewen) =3 ) ({Tew ;) pjoen) =

n>1 n>1j>1
:;2 Ten,¢]><¢],€n>—Z;Z;<¢],<¢],Ten>en>—

n>1j>1 j>1ln>

:Z<¢J"Z<T*‘PJ'€" > Y (0 T9) =) (T ¢5),
j>1 n>1 i>1 i>1

donde el orden de la suma se puede intercambiar, debido a la convergencia
absoluta de la serie con doble indice.

Teorema 3.1.7. Sean S, T € S1, A € L(H) y a, B € C entonces:
1. tr(aS + BT) = atr(S) + Btr(T),
. tr(S*) = tr(S),

(

(

N

3. tr(S) >0,si5S >0y S #0,
4. tr(AS) = tr(SA).

Demostracién. Sea {¢; : j € IN} una base ortonormal de %, los items 1. y 2.
son una consecuencia inmediata de la definicién de la traza.

Supongamos que S > 0, entonces t7(S) = Y ;=1 ( S¢;, ¢;) > 0, ya que cada
término de la suma es no negativo. Si tr(S) = 0 entonces para cada j € N,
tenemos

0= (Sp;, ;) = IS"2¢;1%,
entonces S'/2 = 0y S = 0. Esto prueba el item 3.
Para el item 4., usando el Lema A.1.7 y la linealidad de la traza, vamos a

suponer que A € L(#) es un operador unitario. En este caso {A¢; : j € N} es
una base ortonormal de H entonces

= L (5491,4;) =
]>1
2<SA4>],A Api) =) (AS(A¢j), Ap; ) = tr(AS).
j>1 j>1
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3.1.2  El espacio de Banach S,

En esta seccion introduciremos una norma en Sy, y se probara que con dicha
norma, S, es un espacio de Banach. Supongamos que T es un operador lineal
compacto en H, y sea T = U|T| (ver Teorema A.1.6). Entonces se sigue del
Teorema A.2.2, que existe una sucesion decreciente { i, },>1 de ntimeros reales
positivos (los autovalores de |T|, contados de acuerdo a su multiplicidad) y
sucesiones ortonormales {¢y },>1, {Pn}n>1, tales que

| T|x = Z Hn (X, n ) Pn, (3.1)
n>1
Tx = Z P (X, Pn ) Pn- (3-2)
n>1

Las sucesiones {4y }n>1, {¢n}tn>1, {¢¥n}u>1, son nulas a partir de k términos
si T tiene rango finito k, y son infinitas si T no tiene rango finito.

Dado p > 1, la funcién fp(t) = tF, es continua en el eje real no negativo, y
por lo tanto, también lo es en el espectro del operador positivo |T|. El operador
f»(|T|) se denotara por |T|P. Entonces, por el Teorema A.1.3, sigue que |T|? es
compacto y que

I T|Px = Z,”Z<xf47n>47n- (3.3)

n>1

Lema 3.1.8. Sea 1 < g < p < oo. Entonces las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

1. T€S,y,
2. |T| €5y,

3. |T|P/9 € S,
Demostracién. Ver B.1.3. []

Observacién 3.1.9. Del Lema 3.1.1, y la equivalencia de los items 1. y 2. del
Lema 3.1.8, se sigue que un operador compacto T € L(H) pertenece a S, siy
solo si la sucesion {py, },>1 de los autovalores no nulos de |T| satisface

Y uh < 0.

n>1
Usaremos esto como la definicién de Sp.

Definicion. Seal < p <oy T € 5;,. Entonces
ITllp = (e (ITIP)7.

Usaremos la convencion de que || - || es la norma usual de operadores en
K(#H). En el Teorema 3.1.12 probaremos que || - ||, es efectivamente una norma.
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Observacién 3.1.10. Notar primero que, sil < p < oo, T € Spy la ecuacion
(3.1) se cumple, luego |T|? esta representado por la ecuacion (3.3), entonces

r(IT1) = Y ((TPP¢;. ;) = 2<Vn4’]f¢]>— Yt

n>1 n>1

Por lo tanto

T, = (Y ul)?, (3-4)

n>1

donde {yn},>1 es la sucesion decreciente de autovalores positivos de |T|,
contados de acuerdo a su multiplicidad.
Por otra parte, dado que ||T|| = || |T| || = p1, ver Lema A.1.5, tenemos que

1T < ATl (3-5)

Por ultimo si T es un operador compacto normal, y {1, },,>1 es la sucesion de
autovalores no nulos de T (ordenados de acuerdo a valor absoluto decreciente
y contado de acuerdo a su multiplicidades) entonces existe una sucesion
ortonormal {¢, },>1 tal que

Tx—Z/\ X, ¢n ) P

n>1

Dado que, T¢, = An¢y, vale que T* ¢y, = )Tn<pn, y entonces
T*Tx =Y [Aul® (X, ¢n) ¢,
n>1

entonces

IT| = (T*T) 1/2 Z|/\| X, n ) Pn.

n>1

Entonces, la sucesion de autovalores no nulos de |T| es {|A,|},>1 ¥ por lo
tanto T € S, si y s6lo si
Y Al < oo

n>1

Cuando esto sucede,

1Tl = (3 AP

n>1

Lema 3.1.11. Si T € 54, entonces

|tr (T)] < [IT]lx-

Demostracion. Supongamos que Ty |T| estan representados por las ecuaciones
(3.1) y (3.2) respectivamente. Entonces p, > 0y tr(|T|) = Y5140 = [|T|1-
Entonces

tr (T)] =1 3 (Tpn, )| <

n>1
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Z | (Tpn, P ) | = 2 Pnl (Pn, Pn) | < Z pn = || T]1-

n>1 n>1 n>1

]

Sea F el conjunto de todos los operadores de rango finito de H en H. El
siguiente teorema afirma que S, es un espacio normado completo y ademas
que el conjunto F es denso en Sp.

Teorema 3.1.12. Sea 1 < p < oo. Entonces ||T||, es una norma en Sy, y con esta
norma Sy, es un espacio de Banach. Ademds, el conjunto F de los operadores de rango
finito en H es un subespacio denso de S,.

Demostraciéon. Ver B.1.1. ]

3.1.3 Normas unitariamente invariantes

Definicién. Una norma ||| - ||| en un ideal no nulo J de L(#H) se llama uni-

tariamente invariante si
[[UTV||| = [[|T][],

para todo operador unitario U,V € L(H)y T € J.

Las normas de Schatten p || - ||, y || - || (la norma de operadores en L(#))
son ejemplos de normas unitariamente invariantes.

Lema 3.1.13. Toda norma unitariamente invariante ||| - ||| en un ideal no nulo J de
L(H) es simétrica, es decir,

T ST < Tl HISHTHIT2I]
para todo Ty, T, €« L(H)y S € J.

Demostracion. Sea T € L(#H), S € J y consideremos un ntiimero real « > 1.
Por [70, Teorema 1], existen operadores unitarios Uy, - - - , U, € L(H) tales que

T U+ +U,
«[T]| n

Entonces T
ITSII| = al|T|| [|| === S| =
af Tl

=« T[]

U +---+U "1
— S|l <alIT| }_ —ll[uis|l =
i=1

n
1
= «f|T[ 3 ISl ==l TIISIII,
i=1

como « es arbitrario, la desigualdad |||TS||| < || T]| |||S]||| se sigue. De manera
similar podemos probar que |||ST||| < ||T|| |||S||| O
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Corolario 3.1.14. Sea ||| - ||| una norma unitariamente invariante en un ideal no
nulo J de L(H),y S, T € J. Entonces,
. (|[TI[F =T,

2 [T = [T ]]-
Demostracion. Sea T = U|T|, la descomposicion polar de T, entonces
IT| = U*T, T* =|T|U*y |T| = T*U.

Por lo tanto, usando el Lema 3.1.13, tenemos

T = [T < (T < T,
y por otro lado
AT = [Tl < a1 < T,
y se sigue el item 1. De manera similar se sigue el item 2. [

La siguiente proposicion serd ttil para obtener varios resultados en este
trabajo. Con hipétesis adicionales, una proposicion similar se puede encontrar
en [40, Proposition 2.5].

Proposicion 3.1.15. Sea ||| - ||| una norma unitariamente invariante en un ideal no
nulo J de L(H),y S, T € J. Entonces,

Si T*T < §*S entonces |||T||| < ||S]]-

Demostracion. Si T*T < S*S, por el Teorema 2.1.1, existe un operador R con
IR|| <1 tal que T* = S*R, entonces usando el Lema 3.1.13 tenemos

T = T = [HS"RIF < HISTIIRIE < IS™IF = S]]

3.2 RESULTADOS SOBRE DIFERENCIACION EN Sp

A continuacién daremos algunas definiciones que se usardn a lo largo de esta
seccion.

Definicién. Sea (&, || - ||) un espacio de Banach y f : £ — R. Diremos que f
es Fréchet diferenciable en x € &£, si existe Dy f : £ — R, un operador lineal y

continuo, tal que
fx+z) — f(x)

(el

limz—>0

= Dyf(2).

27
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Definicién. Sea (&, ] - ||) un espacio de Banachy f : £ — R.Sea t € R, la
derivada de Gateaux de f en el punto x € £ en direcciéon y € &£ estd definida

por
flx+ty) = f(x)
t

Df(x,y) = lims_

Observacién 3.2.1. Si f es Fréchet diferenciable, entonces es facil ver que es
derivable Gateaux, ademads sus derivadas de Fréchet y Gateaux conciden. De
hecho, sea z € £, entonces

Df(x,2) — Def(z) = limyo? SIS p gz

— timy T )= ) = Dufttz) _

f(x+tz) —f(X) — Dxf(tz) HZH =0,

2]
pues t — 0 implica que tz — 0y ||fz|| — 0.

= lim;_y

Definicién. Sea (€, ]| - ||) un espacio de Banachy f : £ — R. Sea ¢ € [0,27)
y h > 0, entonces la derivada ¢—direccional de f en el punto x € &, en la
direccion y € £ esta definida por

Dof (x,y) = liny g L0 hei‘Zy) —f(x)

A continuacién probaremos varias propiedades de la derivada ¢—direccional
de una funcién f y pondremos especial atencién al caso en que la funcién f es
la norma asociada al espacio de Banach £ considerado.

Proposicién 3.2.2. Sea (&, || - ||) un espacio de Banach, f : € — R, definida por
f(x) = ||x||. Sea Dy f(x,y), la derivada ¢—direccional de f en el punto x € £ y en
la direccién y € £ entonces:

1. La funcion ‘
ey () = [[x + he'Py|

es convexa,

2. Dyf(x,y) es la derivada a derecha de la funcién ay,, en el punto h = 0, y
teniendo en cuenta 1., Dy f(x,y) siempre existe.

Demostracion.
1.Sea 0 <t <1,y hy, hy € R entonces

Oéx,y(thl —+ (1 — t)hz) = Hx + (th1 + (1 — t)hz)ei(PyH =

= [[t(x + h1ey) + (1 — ) (x + he'?y) || < tary (1) + (1 — taxy (h2),
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por lo tanto, la funcién ay () es convexa.
2. Observar que Dyf(x,y) = limhﬁmw
por lo tanto Dy f(x, ) es la derivada a derecha de la funcién a,, en el punto

h = 0. Ademas, por 1., como ayy es una funcién convexa, entonces existen las
derivadas a derecha y a izquierda [84, Teorema1.6]. O

. Wy y(h)—ay, (0
_ ity 200y (0)

Proposicién 3.2.3. Sea (&, || - ||) un espacio de Banach, f : £ — R, definida por
f(x) = ||x||. Sea Dy f(x,y), la derivada ¢—direccional de f en el punto x € £ y en
la direccion y € £ entonces:

1. Dyf(x,y) es una funcional en £ subaditiva en la segunda variable y positiva.
2. Dyf(x,ey) = Dyrof (x,y),
3 Dpf(x, )| < lyll-
Demostracion. 1. : Tenemos que
he'¢ < IX 4 pei® X el
I+ el (g1 +y2)| < 15+ hetyall + 15 + ety .,
y tomando limite obtenemos

, x + he'® (v, + P
Dof (x,y1 +y2) = lin g1 <y1h vl = Il _

. x + 2he'? + ||x 4 2he'? —2|x
tim g EF LA ZERILZ200 by, 1 Dy (2.

2. : Es inmediato de la definicién.
3. : Es suficiente ver que

[ llx + heity|| = ||| | < [lx+ he®y — x|| = hly].

O

El siguiente lema nos permite relacionar, el minimo de la funcién f (si existe)
con la derivada ¢—direccional de f en el punto donde alcanza su minimo.

Lema 3.2.4. Sea (&, | - ||) un espacio de Banach y f : € — R, tal que f tiene
una derivada ¢p—direccional para cada ¢ € [0,27), en cada punto x € € y en cada
direccion y € £. Si f tiene un minimo global en xo € &, entonces

inf (Dgf(x0,y)) >0, paratodoy € &, (3.6)
0<¢p<2m

ademds si f(x) = ||x||, también vale la reciproca.
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Demostracién. Supongamos que f tiene un minimo global en xy € £, es decir,
f(x) > f(xp), para todo x € &.

Sean h > 0, ¢ € [0,27) e y € £ tomados arbitrariamente, entonces si x =
xo + he'?y, tenemos que

X0 + he'®y) — xp) > 0, para todo ¢ € [0,27r),h >0,y € &,
Yy p Yy
esto implica que

f(xo + he'?y) — f(xo)
h

haciendo tender i — 0 tenemos que

>0, para todo ¢ € [0,271),h > 0,y € &,

Dof (xo,y) = lim L0 + he'?y) — f(xo)

Jim p >0, paratodo ¢ € [0,27),y € £.

Entonces

inf (Dgf(x0,y)) >0, paratodoy € &.
0<¢p<2m

Reciprocamente, supongamos que que f(x) = ||x||, entonces
. in _
Dy f (x0, ¢ Pxg) = Iim f(xo+he'™xo) — f(xo0) _

h—0t+ h
. ||x0_hx0H_Hx0H . fl—h]—l
s — ln’l
hl—l>7g+ h HxOHhim h

= —|lxoll-

Sea y € £ arbitrario y sea § = y + ¢/ #)x,. Usando (3.6) y la propiedades
probadas en la Proposicién 3.2.3, tenemos que

f(x0) = |0 < —Dgf(x0,6" ™ #xg) + Dy f(x0,9) <

—Dyf (x0,¢"" )x0) + Dyf (x0,y) + Dy f (x0,¢' " )xg) =

= Dyf(x0,y) <yl = f (),
y Xo resulta un minimo global de f(x) = ||x||. O

El siguiente lema prueba que, dado 7 C Sy, con 1 < p < oo, un conjunto
convexo, de existir el minimo del conjunto

Xl : X e T},
este es tnico.

Lema 3.2.5. Sea T un conjunto convexo de operadores en S,, con 1 < p < oo,
entonces existe a lo sumo un minimizante de || X||, si X € T.
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Demostracién. Supongamos que existen dos minimizantes distintos de || X||,,
A1, A, € T. Entonces

A1, = |A2]|p < [|X]|p, paracada X € T.
Como 7T es convexo, tenemos que # € T. Entonces debe valer que
A1+ Azl|p < [[Ax]lp + [[A2]lp,

de lo contrario, si ||Ay + Az|[p = [|A1][p + || A2]|p, para 1 < p < oo, por [64,
Teorema 2.41], tendriamos que a;A; = a; A, para algunos ntiimeros reales no
negativos a1, a3 (con a; +a; > 0), y dado que ||A1[|, = ||Az||p, tendrfamos que
A = Ap.

Por lo tanto, para todo X € T, tenemos:

[Allp + | A2ll,

Iy < 5 = [[Axllp(= llA2llp) < 1IXIlp,

HM
2

lo que contradice que A (6 Az) es un minimizante de || X||, en 7.

3.2.1  Formula de derivadas en S,

En este seccion probaremos, para el caso 1 < p < oo, que la norma asociada al
espacio de Schatten correspondiente Sy, es Fréchet diferenciable y deduciremos
la férmula de dicha derivada. Para el caso p = 1, se demostrard que la norma
|| - ||1 tiene derivada ¢—direccional y también se deducira la férmula de la
misma. Debido a la importancia que estos resultados tienen para el trabajo,
se decidi6 incluir demostraciones detalladas de los mismos. Estos resultados
aparecieron originalmente en [2](caso 1 < p < o) y en [54] (caso p = 1).

Casol < p < oo

Para el caso 1 < p < o, probaremos que el espacio (S, || - ||p), con1 < p < o,
es un espacio uniformemente convexo. Estd propiedad nos permite afirmar
que || - |[p, con 1 < p < oo, es Fréchet diferenciable y luego deduciremos la
férmula de dicha derivada.

Definicién. Sea (&, | - ||) un espacio de Banach. Diremos que £ es uniforme-
mente convexo si para todo ¢ > 0, existe § > 0 tal que

lxll = 1yl =1, y [lx +yll > 2 — & implican [lx —y|| <e.

Lema 3.2.6. (S, || - ||p), con 1 < p < oo, es un espacio uniformemente convexo.

Demostracién. Sean S,T € Sj, con1 < p < ooy sea % + % = 1. C. A. MCCarthy
demostré en [64, Teorema 2.7] las siguientes desigualdades:
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sil < p < 2 entonces
[}
1T+ SI5+ 1T = Sl < 201 T, + IS115)7
si 2 < p < o entonces
IT+ Sllp + 1T =Sl < 2P~ (TN + [1S11p).
Si tomamos [|S||, = ||T||, = 1 en las desigualdades de arriba, tenemos

IT—sj <27~ |T+S[} 1<p<2,

IT—SIp <2/~ |T+S|}, 2< p <.
Dado2 >¢>0,paral < p <2,sead =2— (21 —8‘7)1/‘7 > 0, entonces si
IS+ T, >2—38= (27— ¢€1)!/4, tenemos que
IT =S|} <27— || T+S||} <27—27+¢l =&,

entonces | T — S||, < .
Dado 2 > ¢ > 0, para 2 < < o0, sead = 2— (2P —eP)/P > 0, si
p p
IS+T|p>2—6=(2F - e”)1/P, tenemos que

IT—S|) <2P — ||T+S||h <2V —2F +¢ =&,

y entonces ||T — S||, < &. Concluyendo que (S, || - ||p), con1 < p < oo es
uniformemente convexo. [

Definicién. Sean #, KC espacios de Hilberty T, T € L(H, K). Decimos que T,
converge fuertemente (o en sentido fuerte) a T si para cualquier x € H se tiene

que T, (x) = T(x).

Teorema 3.2.7. Seal < p <00y G, : S, — RT, Gy(X) = || X||}. Sean X, Y € S,
entonces Gy es Frechét diferenciable y su derivada en X € S, estd dada por

DxGy(Y) = p Re [tr(|X]"U"Y)],

donde Re(z) es la parte real del niimero complejo z, tr(T) denota la traza del operador
T y X = U|X], es la descomposicion polar del operador X, con U la isometria parcial
tal que N(U) = N(X).

Demostracion. En el Lema 3.2.6, vimos que S, (1 < p < o) es uniformemente
convexo. Se sigue entonces de un resultado estandar (ver, por ejemplo [33,
Teorema 1, pag. 36]) que entonces S, tiene una norma diferenciable Fréchet.
Entonces G, es diferenciable Fréchet y solo resta establecer la formula de su
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derivada. Sean X,Y € S, y sea E cualquier proyecciéon que conmute con X.
Entonces, atirmamos que

DxG,(EY(I - E)) = 0.
Un simple célculo permite ver que
(2E—I)[X+EY(I—E)](2E—1) = X — EY(I — E). (3.7)

Observar que 2E — I es unitario, es decir, (2E — I)*(2E —I) = (2E —I)(2E —
I)* = I, entonces vale que

IX+EY(I-E)|h = |IX = EY(I-E)|},

6 en otras palabras, ||X + EY(I — E)||}, es una funcién par de Y. Por lo tanto,
su derivada se anula en 0, lo cual permite concluir que DxG,(EY(I — E)) = 0.

Ahora, consideremos el caso en que X es positivo. Entonces por el Teorema
A2.2

X = 2 Aixi @ x;,
i>1

donde A; > 0y {x;};>1 es una base ortonormal. Sea E; una proyeccion en
el espacio generado por x; y sea F, = I —Y.' ; E;. Ya que, por lo de arriba,
DxGy(E1YF) = DxGy(FYE;) = 0, tenemos

DxG,(Y) = DxGp(E1YE;) + DxG,(FYF).

Repitiendo el argumento de arriba, obtenemos por induccién, que para todo
n € N,

n
DxGp(Y) = Y DxGp(EYE;) + DxG,(F,YFy). (3-8)
i=1
Veamos que
Dpr(EiYEi) = pRe [)Lf_l <YX1', X >]

De hecho, notemos que

X +tEYE =) Aixj @ X+ 15 @ xYx; @ x; =
=1

— Zijj @ xj + Aix; @ x; + £x; @ X;Yx; @ x; =
j#i
=Y Axj@xj+ (A + (Y, x;))x; @ x;,
j#i
entonces
IX+tEYEp = ) AT+ A+t (Y, x;) |7
7
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Llamando B; = (Yx;, x; ) tenemos que

AN B BT
i Qi) (A +hBi) — A7
h—0 h
A2 4+ 2hRe(N;B;) + H2|B;|* — A2
= limy,_y it el 1'31h)+ Bl L = 2Re(AiBi).
Por lo tanto )
d|)‘i+t;3i|p’ :d(|/\i+fﬁi|2)7)| _
dt t=0 dt £=0
r_ d|A; + tB: |2 _
L TR R )
Entonces
X + tE;YE;||b — | X]||F
DrG(EYE) = i oK HEEIE X1
, A+t (Yx,x: Y|P =A0 dIA; + 18P _
=lzmt_>0| ! (Y, i) | L = Ai t il |t:0=PR‘3(7\;7 151‘),

t dt
donde usamos el hecho de que, debido a que Gy es Fréchet diferenciable, su
derivada de Fréchet y Gauteaux coinciden.

Por lo tanto

DxG,(EYE;) = pRe()\ffl (Yx;,x;)) = pRe(< XP~Yyx;, x; >),

entonces volviendo a la ecuacién (3.8) tenemos que

n
DxG,(Y)=pY. Re(< XP~ 1y, x; >) + DxG,(E.YE).
i=1
Debido a que {F,},>1 converge fuertemente a 0 cuando n — oo, se sigue
(ver [41, Teorema 1]) que F,YF; converge a 0 en S,. Debido a que DxG, es
continua (por definicién), tenemos que Dx(F,YF,) — 0 y entonces tomando
limite en la ecuacién anterior, tenemos que

DXGP(Y) =p Z R€(< Xp_1Yxi, X; >) — pRe tr(Xp_1Y),
i=1

que es la férmula requerida cuando X > 0.

Ahora, sea X € S, y sea X = U|X| su descomposicion polar. Es bien sabido
que existe V tal que V 6 V* es una isometria tal que V y U coinciden en
N(|X])*. Entonces X = V|X]|.

Si V* es una isometria, entonces para cualquier Y € S, tenemos (usando
que VV* =)

X+ Y]> = (|X|[V¥+Y)(VIX|+Y) = |X]P+ [X|VY + YV[X]| + Y VV*Y =
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= |IX]+ VY],

entonces
IX+YIlh = [[1X] + V*YIl},

y entonces DxG,(Y) = D|x(V*Y), y por lo tanto
DxGy(Y) = Dix|(V*Y) = pRe tr(|X|P7'V*Y) = pRe tr(|X|P71U*Y),

y tenemos la férmula requerida.
En caso en que V' sea una isometria, tomando adjuntos y realizando célculos
similares tenemos que

DxGy(Y) = Dix«|(VY*) = pRe tr(|X*|P7'VY*) = pRe tr(V|X|PTIVVY*) =
= pRe tr(U|X|P71Y*) = pRe tr(|X|P~1Y*U) = pRe tr(U*Y|X|P71)*) =

= pRe tr(U*Y|X|P~1) = pRe tr(|X|P7IU*Y),

donde usamos que | X*|P~1 = V|X|P~1V*, y el resultado deseado se obtiene
tacilmente. O

El préximo corolario es una consecuencia inmediata del Teorema 3.2.7.

Corolario 3.28. Sea 1 < p < 0y Gy : S, = RT, Gp(X) = || X||}. Sean
X, Y€ S, h>0y¢c[0,2m), entonces

— pRe tr(|X|P~ e ?U*Y),

. Gp(X+he?Y) — Gy(X)
DyGp(X,Y) = o, h

donde X = U|X|, es la descomposicién polar del operador X.

La proxima proposicion, permite deducir la derivada ¢-direccional de la
funcién g,(X) = ||X||,, a partir del Corolario 3.2.8.

Proposicion 3.2.9. Sean 1 < p < ooy G, : Sp — R,
Gy = X[},
y consideremos gp : Sp — R
gp(X) = GP(X)UP = [IX[p-

Entonces 1 X
19

para cada ¢ € [0,27) y para cada X,Y € Sy, tal que G,(X) # 0.
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==

Demostracién. Observar que g,(X) = f(Gp(X)), con f : R>o — R, f(t) = tr.

Definimos FE+1) — £(8
t+hn)— f(t
v= h - f /(t)/
como f es derivable para todo t > 0, vale que v e 0, paratodot > 0.Y
—

definimos ”
Gp(X +e?kY) — G, (X

como existe la derivada ¢— direccional de G, para cada ¢ € [0,27) y para
cada X,Y € Sy, (ver Corolario 3.2.8), vale que w k—0>+ 0, para todo X,Y € S,
—

Usando las definiciones anteriores, tenemos que

f(t+h) = f(t)+[f'(t) +olh, (3-9)

Gp(X + €PkY) = Gy(X) + [DpGp(X, Y) + w]k. (3.10)

Tomando en (3.9), h = [DxG,(Y) + wlk, (donde vale que h = [DxG,(Y) +
wlk T 0) y t = Gp(X), para algin X € S, tal que G,(X) # 0, tenemos
%

F(Gp(X) + [DpGp(X, Y) + wlk) =

F(Gp(X)) + [f(Gp(X)) + 0][DyGp(X, Y) + wk.

Por otra parte, usando (3.10) y la ecuacién anterior, tenemos
F(Gp(X +€kY)) = f(Gp(X) + [DyGp(X,Y) + wlk) =

= f(Gp(X)) + [f'(Gp(X)) + v][DpGp(X, Y) + w]k.
Entonces
f(Gp(X +€kY)) — f(Gp(X))
k
f(Gp(X)) + [f(Gp(X)) + 0] [DypGp(X,Y) + wlk — f(Gp(X))

k
= [f'(Gp(X)) +0][DpGp(X,Y) +w] —  f(Gp(X))DypGp(X,Y).

k—0+

Por lo tanto 1
19

para cada ¢ € [0,277) y para cada X,Y € S, tal que G,(X) # 0. O
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Casop =1

A continuacién, seguiremos [54, Teorema 2.1], para probar la existencia de la
derivada ¢- direccional de G; y deduciremos la férmula de la misma.

Teorema 3.2.10. Sea Gy : S; — R, G1(X) = || X||1. Sean X, Y € Sy, entonces

IX+hY 1 — [IX]]
h
donde X = U|X]|, es la descomposicién polar del operador X, P = Py(xyy Q =

limy, = Re tr(U*Y) + |QYP|1,

Para la prueba de este teorema, necesitamos algunas definiciones y tres
lemas técnicos.

Definicién. Sea (H, (-,-)) un espacio de Hilbert. Diremos que la sucesion
{xn}n>1 € H converge débilmente a x € H si

lim (x, —x,y) =0, paracaday € H.

n—oo

Lema 3.2.11. Sean X,Y € L(H). Sean X = U|X| y X +hY = V| X + hY| las
descomposiciones polares de X y X + hY respectivamente, sea Q(P) el proyector al
N(X*)(N(X)) y sea {x;}j>1 una base ortonormal de N(X). Entonces

1. Vy,x — Ux, fuertemente, para todo x € R(X*), y para alguna sucesion
hn — 0F. También V) x — U*x, fuertemente, para todo x € R(X), y para
alguna (6 la misma) sucesion h, — 07,

2. limtyse Xy ( Vi (1= Qo x; ) = 0,81 Y € 81,

Demostracion. 1. Sea {e;};>1 una base ortonormal de H. Para cada j, la familia
{Vhe]' : h > 0} es acotada, y entonces, existe una sucesion h, — 0, tal que
Vi,ej converge débilmente, [19, Capitulo V, Teorema 4.2]. Mds atin, usando
el proceso diagonal de Cantor, concluimos que existe una sucesion h, — 0
tal que V), e; converge débilmente para todo j, y por lo tanto Vj, converge
débilmente. Sea Vj el limite débil de la sucesién Vj, .

Ahora, para todo y,z € H tenemos

(Vi | X +ha Y|z, y) = (X +haY)z, ) -

Entonces, X + h,Y converge fuertemente (incluso uniformemente) a X, lo
mismo con |X + h,Y| que converge fuertemente a |X|, y tomando limites
obtenemos que

(WlX|z,y) = (Xz,y) = (U|X|z,y), paratodo z,y € H.

Entonces Vpx = Ux, para todo x € R(|X]). Ya que, R(|X]|) es denso en R(X*),
tenemos que V}, converge débilmente a U para todo x € R(X*). Es mads
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esta convergencia es fuerte. De hecho, sea x un vector arbitrario de R(X*),
usando la descomposicién polar de X, existe z € H tal que x = |X|z. Tenemos
que Vj, |X + h,Y|z converge débilmente a Ux. Pero, V}, |X + h,Y|z = (X +
h,Y)z converge fuértemente a Xz = Ux. Entonces V}, |X + h, Y|z converge
fuértemente a Ux. Entonces tenemos que

Vi x = Ul < [[Vi, (1X[z = [X + B Y[2) ]| + | Vi, |X + Y]z - Xz],

que tiende a 0 cuando n tiende a infinito. De manera similar, podemos obtener

que V;; x tiende a U"x para todo x € R(X) y para alguna (o la misma) sucesién
hy,.

2. Por la parte 1. tenemos que PV) (I — Q)YP converge fuértemente a
PU*(I—Q)YP, y por [46, Teorema 111.6.3], PV’ (I — Q)YP converge a PU*(I —

en o1, ya que € o1. Iero, i — Xi»Xi ) €S recisamente la
Q)YP en Sy, ya que Y € Sy. Pero, ¥ { Vi (I — Q)Yx;, xj ) es preci 1

traza del operador PV}’ (I — Q)YP'y por lo tanto tiende a la traza del operador
PU*(I — Q)YP. Pero PU* = 0 y la prueba esta completa. O

Lema 3.2.12. Sea T € L(H) tal que ||T|| < 1,y sea {¢;}j>1 un sistema ortonormal
arbitrario de H. Entonces, tenemos que

1XTh = [ TX s ) |-
]

Demostracion. De hecho,

[ 2 (TXgj ) | < [er(TX)| < ITIX[h < 1X]]3,
]

donde se us6 e Lema 3.1.11 y el Lema 3.1.13. O

Lema 3.2.13. Sea {¢;};>1 un sistema ortonormal (no necesariamente completo) en
‘H. Entonces

1. Para cualquier vector f € H, y para todo € > 0, existe un vector f', tal que

If=fl<e y LISl <eo
J

2. el conjunto

F={TecS: ZHT¢]~|| < oo},
]

es denso en Sy.

Demostracién. 1.Sea f = f1+ fo con f1 € gen{¢; :j > 1} y fo € gen{¢; : j >
1}+.
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Ya que, tenemos que ||f1|| = Y | <f1,4,].> 2, dado & > 0, existe 1o € N, tal
que Zj>n0 ’ <f1/(P]'> |2 < €2. Definimos

=Y (fue)di+ fa

j<ng

entonces

Z‘<f ¢l =Y [(fue))| <o

j<no

y también

IF=F1IP=11 Y (f )il = Y [ fra) > < e

j>no j>no

2.Sea Y € S§1 y sea e > 0, entonces por el Teorema 3.1.12, existe Z € F
tal que [|Y — Z||; < 5. Como Z es de rango finito, podemos escribirlo de la
siguiente manera Z = Z,Igjzl 018k @ fr, con 0 < 0341 < 0k, Y fr, Sk sistemas
ortonormales. Entonces

&
Y- Z —.
| ”1<2

Por la parte 1., existen vectores f,g, tales que

Z! (fordj) | <oy llfie = fill < 2Na

SeaT = lec\lzl Ok8k & f,ﬁ Entonces, por la desigualdad triangular de la norma
| - |l1 y la ecuacion (B.1), tenemos que

N N
&
IT=Zh =Y. gk ® (e — f)llh < Y aillfe — fill < >

y por lo tanto
IT=Y[h <e

Por otra parte

ZI|T<P] | <k22||(7k<¢]/fk>gk|| = ZUkZ|<¢]/fk>| < co.

k=1

Ahora, podemos probar el Teorema 3.2.10.

Demostracion. (Teorema 3.2.10.) Sea X = }; sj¢p; @ 1p; la expansion del operador
X € S; tal como se expres6 en (A.1) y sea {x;};>1 una base ortonormal de
N (X) Entonces, teniendo en cuenta el Lema 3.2.12, tenemos:

1 1
XY= X} = L LIX o+ Y- s} >
]
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LD (U (X4 W97+ V(X + W) | = L))
] J ]
donde V : N(X) — N(X*) estd dada por QYP = V|QYP].

Observar que en la ecuacién anterior, el sistema ortonormal considerado
es el dado por {¢; : j > 1} U{x;: j > 1}, es decir el que se produce al unir
las bases consideradas de N(X)* y N(X) respectivamente. Ademas como
N(U) = N(X), R(U) = R(X) y que N(X)- € N(V), R(V) € N(X") =
R(X)* vale que si z = zy + 20 € H, con z; € N(X) y zo € N(X)* entonces
JU+V)2lP = Uz + Varl2 = [UzlP + Va2 < 21 + 1zl = 1P,
por lo tanto ||U + V|| = ||U* + V*|| < 1.

Entonces, como |X| = U*X, y |X|¢; = sj¢;, que tenemos que

1 1
X+ R = 11X} = (0 (Xl ¢5) +h Y (U, 95) +
] ]

LAV XN x) | = s) =
j ]

1 i "
= (s +h ) (WY gy, 9;) + ) (VX +hY)xjx5) | = )s)-
] ] ] ]
Pero, ya que V*Q = V* y Px; = x;, la tltima expresién queda igual a

1
S UX A RY (= [1X[l} =
1
= UL s +h Y (U Yy, 9) + Y (VIQYPx;x; ) | = Y5} =
J J J J

_ |58+ h(tr (U Y)h—I— 1QYP[l1)] — Xjs) h:(>)+ Re( tr(U*Y) + ||QYP]1),

y por lo tanto

1o XY [ = [1X ]

h—0+ h
Demostraremos la desigualdad contraria, para aquellos Y € F = {T € S; :
Y [ITj|| < oo}. Serd suficiente, ya que obtendremos dos funcionales acotados

lineales Y — hlinaw eY — Re(tr(U*Y)) + ||QYP||1, que coinciden
—0

en el conjunto F que, por el Lema 3.2.13, es denso en Sy. En lo que sigue, siem-

pre que escribamos lim+ Vy,, significa 1im Vj, , donde {h, },>1 es la sucesion del
h—0 n—o0 -

Lema 3.2.11 (no necesitamos preocuparnos por eso, ya que por la Proposicién
3.2.2, siempre existe el limite que estamos considerando). Entonces tenemos

> Re( tr(U"Y)) +[|QYP].

1
LK+ RY |y~ (X[} =

1
E{Z< | X +hY|pj, i) + Y (IX+hY|xj xj ) — Zsj}. (3.11)
] J

J
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Sea X + hY = V| X + hY]| tal como en el Lema 3.2.11, entonces

L (XY )} =
)

Z< Vi (X+hQY)xj, xj) + Z< ViI-Q)Yxixj),
j j

| =

y también
1QYPl > | (Vi QYPr ;) | =
]

- |Z<V£‘QYX]',X]'> | = |Z<VJ(X+hQY)Xj,Xj> |,
j j

entonces el nimero real % Y (|X+hY| Xir Xj ) es igual a la suma de nimeros
complejos, uno de los cuales su médulo es igual o menor a ||QYP||4, y otro,
cuyo moédulo es, para h suficientemente chico, igual o menor a ¢ (Lema 3.2.11).
Entonces, para & lo suficientemente chico, tenemos que

> (IX+nY|x;x;) < |QYP| +e.
]

Por otra parte, por la desigualdad de Jensen aplicada a la medida espectral
[76, Capitulo 6, ecuacién 42], tenemos:

Y (X +hY]g;,¢;) < \/2< | X + 1Y [2;, ¢ ) =
) J

= X\ 2nRe (Ygy,59;) + IRV
]

y aplicando (3.11)
1
o UIX Y[ = [IX]l} <

¥j\/s?+2 1 Re (Yoy, 559 ) + 12| Y12 — Xy

; +|QYP|1 + &=
\/5]2+2hRe<Y<Pj,Sj¢’j>+h2||Y¢j”2_sJ'
-y ; +|QYP[l1 + ¢ =
j
h2 Re{Y¢i,sap; )+ h2||Yi?
- Y0ty ) ¢RIV, lQvPl +e

7 h(y[s?+2 0 Re (Y sy + 2] Y12 +5y)

s Y Re (Y, ;) + |QYP|l1+e=}) Re (Y, Up; ) + [[QYP||1 +& =
J J

= Re (tr (U*Y)) + ||QYP||; + .
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La desigualdad

I 2 Re (Y557 ) + W[ Yepill>
h(\/sf +2 1 Re (Yj, 57 ) + h2[| Ypj[|2 +57)

| | <12 Re({ Yy, 95 ) [+ (Y5,

nos permite tomar limite cuando # — 07 bajo la suma. El resultado ahora se
sigue, ya que ¢ puede ser arbitrariamente chico. O

El préximo corolario es una consecuencia inmediata del Teorema 3.2.10.

Corolario 3.2.14. Sea G1 : S; — RT, G1(X) = ||X]|1. Sean X,Y € S;,h >0y
¢ € [0,27), entonces

iby) _
DyG1(X,Y) = lim Gi(X+ he?Y) = Gi(X)

lim ; e r(@?U"Y) + | QYPy

donde X = U|X]|, es la descomposicién polar del operador X, P = Py(xyy Q =



PROYECCIONES W-AUTOADJUNTAS

Dado un espacio de Hilbert H con producto interno ( , ), el propésito de este
capitulo es estudiar las proyecciones que resultan autoadjuntas, con respecto a
una perturbacién del producto escalar. Mds precisamente, dado un operador
W € L(H)™" se define la forma sesquilineal ( , ), : H X H — C mediante

<x’y>W:<Wx/y>/ x,yEH.

Se desea caracterizar al conjunto de proyecciones Q que satisfacen ( Qx,y ),y =
(x,Qy )w, para todo x,y € H, a las cuales se las denominard W-autoadjuntas.

Si el operador W € GL(H)™, es facil probar que (, ),y también es un
producto interno sobre H e induce una norma en H equivalente a la del
producto ( , ), por lo que H con el producto ( , ), es un espacio de Hilbert.

Los primeros resultados sobre el espacio de proyecciones W-autoadjuntas,
se deben a G. Corach et al. quienes estudiaron la geometria del espacio de
estas proyecciones y algunas aplicaciones a diversos problemas de teoria de
operadores [24, 27, 28, 25, 26, 23].

4.1 COMPATIBILIDAD: DEFINICIONES Y PROPIEDADES

Sea H un espacio de Hilbert con producto interno (, ) y sea (, ),y la forma
sesquilineal en H inducida por W € L(H)™.

Definicién. Dado W € L(H)™, un operador T € L(H) es W-autoadjunto si
(Tx,y)w = (x,Ty),, paratodo x,y € H.

Es facil ver que T es W-autoadjunto si y sélo si WT = T*W.
Es bien sabido que, en un espacio de Hilbert, una proyeccién autoadjunta
satisface

Q"'=Q < Q=1 (4.1)

es decir que las proyecciones ortogonales estan caracterizadas por ser con-
tractivas. En lo que se sigue se daran resultados sobre la contractividad de las
proyecciones W-autoadjuntas.

Definicién. Sea H un espacio de Hilbert y W € L(H) ™. Un proyeccién Q € Q
es W-contractiva si

(Qx,Qx )y < (x,x) paratodox e H. (4-2)
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No es dificil ver que Q € Q es W-contractiva si y sélo si Q*WQ < W.
Para W € L(H)*, G. Corach y A. Maestripieri demostraron que las proyec-
ciones W-autoadjuntas tienen las mismas propiedades contractivas que las
proyecciones autoadjuntas en espacios de Hilbert [24, Lema 3.2], en el siguiente
sentido.

Proposicion 4.1.1. Sean W € L(H)" y Q € Q. Luego, Q es W-autoadjunta si y

sélo si Q es W-contractiva.

Demostracion. Si 0 < Q*WQ < W, como (Q*W/2)(Q*W2)* = Q*WQ <
W = WY2(W'/2)*, por el Teorema de Douglas 2.1.1, existe una solucién
reducida E € L(H) de la ecuacion W/2X = Q*W'/2 y cumple que ||E|| < 1.
Ademas, por el Corolario 2.1.3, se tiene que E € Q y la ecuacién (4.1) asegura
que E € P. Luego, Q*W = WY/2EW'/2 es un un operador autoadjunto, i.e.
Q"W = WQ.

Reciprocamente, sea Q W-autoadjunta, notar que

WQ = (WQ)Q = (Q'W)Q=Q"WQ € L(H)",
y sea E = I — Q, entonces también WE = E*WE € L(#H)™". Por lo tanto,
W=W(Q+E)=Q"WQ+ E*WE > Q*WQ.

[]
Definicién. Sea S un subespacio cerrado de H y W € L(H)™. El par (W, S)

es compatible si existe una proyecciéon W-autoadjunta con rango S, i.e., si el
conjunto

PW,8):={QeQ : R(Q) =85 WQ=Q'W} #0

Si S es un subespacio de H y W € L(H)™, el subespacio W-ortogonal a S
estd dado por

StW.={xeH : (Wx,s) =0 paratodos € S}.

Como W es autoadjunto, es facil ver que S*W = W—1(S+) = W(S)*.

El siguiente resultado ([24, Lema 3.2]), establece qué condiciones debe
satisfacer toda proyeccién del conjunto P(W, S).

Lema 4.1.2 (Krein). Sea Q € L(H) una proyeccién con R(Q) = S. Entonces,
Qe P(W,S)siysdlosi N(Q) C WL(SH).

Demostracion. Si Q es W-autoadjunta y x € N(Q) entonces Q*Wx = WQx =0,
es decir, Wx € N(Q*) = R(Q)* = S*. Por lo tanto, x € W 1(S+).
Reciprocamente, si N(Q) C W 1(S4) y x € H,

Q"Wx = Q*WQx + Q*W(I — Q)x = Q*WQx



4.1 Compeatibilidad: Definiciones y propiedades

porque W(I — Q)x € St = R(Q)* = N(Q*). Entonces, Q*W = Q*WQ y
tomando el adjunto, se tiene WQ = Q*WQ = Q*W. H

El siguiente teorema probado en [24, Proposicion 3.3], nos permite caracterizar
la compatibilidad del par (W, S).

Teorema 4.1.3. Dados W € L(H )™ y un subespacio cerrado S, el par (W, S) resulta
compatible si y sélo si

H=S+W1Sh. (4.3)

Demostracion. Si el par (W, S) es compatible, entonces existe Q € P(W,S), y
por el Lema 4.1.2, tenemos que N(Q) C W~1(S1), entonces

H = R(Q)+N(Q) = S+N(Q) C S+ W (SH).
Reciprocamente, lamando V' = SN W~1(8+), tenemos que
H=S+WLSH) =s+(WHSH oN).

La proyeccién Q, definida por esta descomposicién de H cumple que N(Q) =
W-1(St) o N C W1(S1), entonces nuevamente por el Lema 4.1.2, tenemos
que el par (W, S) es compatible. O

A continuacién se presentan algunos ejemplos de pares compatibles y no
compatibles.

1. SiW € GL(H)™" entonces (W, S) es compatible. Esto resulta evidente ya
que, como se mencioné anteriormente, H con el producto (, ),y es un

espacio de Hilbert. Mds atin, en este caso existe una tinica proyeccién en
el conjunto P(W, S).

2. Menos trivial resulta el siguiente resultado (ver [24, Teorema 6.2]). Si W &
L(H)" y S es un subespacio de dimensién finita, entonces P(W,S) # @.

El siguiente ejemplo de un par (W, S) no compatible, en donde el operador
W € L(H)™ es un operador con buenas propiedades, en particular es fécil ver
que es de traza.

Ejemplo 4.1.4. Sea {e;}r—01o.. una base ortonormal de H, a; = V37K,
wy = k37%, k = 1,2,.... y S* el subespacio generado por ey, entonces S =
gen{{ex}x=12, ..} Se define el operador W € L(H)™ de la siguiente manera,

1 ap dp 4as

o 0 0
(Wepe) = | "0 ™1  k1=0,1,2,.. (4.4)

a 0 wy 0
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no es dificil ver que W es un operador positivo y de traza.
Sea x € W(S)*, entonces para todo k = 1,2,3, ...

0= (We,x) = <Wek,z<x,el>el> =Y (xe)(Wee).

=0 1=0

Entonces, de la ecuacién (4.4) se sigue que, parak =1,2,3, ...,

(x,e0)ar+ (x, e )wp =0,

6 equivalentemente,

(x,e) = — (x,e@%, para todo k =1,2,3, ...
k
Entonces,
|x))* = ZI xee) P =1(xe) >+ Y [ (xe) ’;IZZ
k=1

a
‘er 1+Z|k
=1

Por lo que, x tiene norma finita si y s6lo si (x,ep) = 0, es decir, x = 0.
Entonces S + W(S)+ = S # H, es decir, el par (W, S) no es compatible.

Dados un subespacio cerrado S de H y un operador W € L(H)™, la compa-
tibilidad del par (W, §) puede relacionarse con los angulos de ciertos subespa-
cios.

Teorema 4.1.5. ([27, Teorema 2.15]) Sean W € L(H)* y S un subespacio cerrado
de H. Entonces, el par (W, S) es compatible si y sélo si co(S+,W(S)) < 1.

Demostracion. Si el par (W, S) es compatible, se tiene que H = S + W(S)+,

tomando el complemento ortogonal, se sigue que S~ N W(S) = {0} entonces,

co(S, W(S)) = ¢(S,W(S)). Por la Proposicién 2.1.4, la igualdad H = S +

W(S)*+ — implica que el subespacio & -+ + W(S) es cerrado, o equivalentemente,
¢(S+,W(S)) < 1. Por lo tanto, cp(S+, W(S)) < 1.

Reciprocamente, si co(S+, W(S)) < 1, como ¢(S+, W(S)) < co(S+, W(S)),
se tiene que ¢(S+, W(S)) < 1y ademds por la definicién de ¢, tenemos que
St NW(S) = {0}. Entonces, utilizando la Proposicion 2.1.4, se sigue que
S+ W(S)* es cerrado, y ademds,

S+W(S)t=S+W(S)L =(STNW(S))*t ={0}+ =

es decir, el par (W, S) es compatible. O



4.1 Compeatibilidad: Definiciones y propiedades

Cuasi-compatibilidad

En este seccién, estudiamos proyecciones no acotadas que son simétricas para
el semi-producto interno definido por el operador W € L(H)*. También,
caracterizamos la existencia de dichas proyecciones con un rango S C H de-
terminado. Para un resumen de las propiedades y definiciones maés relevantes
de operadores no acotados en un espacio de Hilbert, ver la seccién 2.1.3.

Definicién. Sea Q un operador densamente definido. Diremos que Q es una
proyeccion densamente definida, si Q es idempotente, es decir

R(Q) € D(Q), y Q*x = Qx, para cada x € D(Q).

En este caso
D(Q) = R(Q) + N(Q).

Ademés la proyeccion Q resulta cerrada si y s6lo si R(Q) y N(Q) son subes-
pacios cerrados.

Definicién. Sea W € L(H)™* y Q una proyeccion cerrada densamente definida;
diremos que Q es W-simétrica si WQ es simétrica y diremos que es W- au-
toadjunta si WQ es autoadjunta.

Dado que W es acotado, entonces D(WQ) = D(Q) y (WQ)* = Q*W, ver
Teorema 2.1.7. Por lo tanto Q es W-simétrica, si y sélo si

WQx = Q"Wx para cada x € D(Q),
y Q es W-autoadjunta si y sélo si WQ = Q*W.

Proposicién 4.1.6. Sean W € L(H)*, S C H un subespacio cerrado y Q una
proyeccion densamente definida con R(Q) = S. Entonces Q es W-simétrica si y sélo
si N(Q) C (WS)*+.

Demostracion. Ver [21, Proposicién 2.2]. O

Dados W € L(H)™" y un subespacio cerrado S C H, como vimos, la teoria de
compatibilidad estudia la existencia de proyecciones acotadas W-autoadjuntas
con rango S. Mds precisamente, el par (W,S) se dice compatible si existe
Q € L(H) con rango S tal que WQ = Q*W. Este hecho, es equivalente
aH =S8+ (WS)t, como se puede ver en el Teorema 4.1.3. A continuacién,
caracterizaremos la compatibilidad del par (W, S) en términos de proyecciones
no acotadas.

Definicién. Sean W € L(H)" y S C H, un subespacio cerrado. Diremos que
el par (W, S) es cuasi-compatible si existe una proyeccion W-simétrica Q tal que

R(Q) = S.
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Proposicion 4.1.7. Dados W € L(H)" y S C H, un subespacio cerrado. El par
(W, S) es cuasi-compatible si y sélo si

S+ (WS)L =4#.

Demostracion. Si el par (W, S) es cuasi-compatible entonces existe una proyec-
cién W-simétrica densamente definida Q con rango S, y por la Propoposicion
4.1.6, D(Q) = S+ N(Q) C S+ (WS)*+. Como Q es densamente definida,
entonces tenemos que

S+ (WS)L =D(Q) =H.
Reciprocamente, sea N’ = SN (WS)L. Notar que
S+ (WSt =8+ WS+t enN,

y definamos
Q= Ps,/ws)Len-

Entonces Q es una proyeccién densamente definida y como N(Q) = (WS)+ &
N C (WS)+, por la Proposicién 4.1.6, Q es W-simétrica. Por lo tanto, el par
(W, S) es cuasi-compatible. O

4.2 COMPATIBILIDAD: APLICACIONES
4.2.1  Problema de cuadrados minimos con peso

A continuacién daremos la definiciéon de la solucién de cuadrados minimos
con peso W de la ecuacién Az = x.

Definicién. Dados A € CR(H), W € L(H)" y x € H, u € H es una solucién
de cuadrados minimos con peso W 6 W-LSS de Az = x, si

|Au — x||w < ||Az — x||w, para cada z € H. (4.5)

El préximo teorema describe algunas propiedades de la solucién de cuadra-
dos minimos con peso W de la ecuacién Az = x (ver [22]).

Teorema 4.2.1. Dados A € CR(H), W € L(H)" y x € H, entonces las siguientes
condiciones se siguen:

1. Existe una W-LSS de Az = x siy s6lo si x € R(A) + R(A)*W,
2. ug es una W-LSS de Az = x si y sdlo si

A*W(Aug —x) = 0.



4.2 Compatibilidad: Aplicaciones

Demostracién. 1. Sea ug una W-LSS de Az = x. Sea v = Augy — x, veamos que
v € R(A)*W. Sea z € H, entonces, para cualquier t € R

o3, < I1A(tz + o) — x|}, = [|Atz + 0], = (W(Atz +0), Atz + ) =
0|2, + t* ( WAz, Az) + 2t Re (W, Az ),

entonces,
t> (WAz, Az) + 2t Re (Wv, Az) > 0, para todo t € R.

Usando un argumento estdndar obtenemos que ( Wv, Az) = 0, entonces
v € R(A)*w. Por lo tanto x = Aug — v € R(A) + R(A)*w.

Reciprocamente si x € R(A) + R(A)1W, existen uy € H y v € R(A)*" tal que
x = Augp + v. Entonces para todo h € H, vale ( Wv, Ah) = (WAh,v) = 0. Sea
z € H, entonces

lx — Az|[fy = [lv + A(uo — 2)[[fy = (W(v + A(uo — 2)), 0+ A(upg — 2) ) =
= [[ollfy + 1 Ao = 2) Iy = llollfy = llx — Auollfy.

Por lo tanto 1 es una W-LSS de Az = «x.
2. Dado x € H, u satisface (4.5) si y s6lo si

W2 (x — Au)|| < [|WH2(x — Az) || =
= |WY2(x — Au) + WY2A(u — z)||, para todo z € H,
6 equivalentemente
< WY 2y —Wl/2ay, W1/2A2> =0, para todo z € H.
Es facil ver que dados x,y € H, tenemos que
|x|]| < ||x+ ty|| para todo t € C,

siy solo si
(x,y)=0.

Entonces u es una W-LSS de Az = x si y s6lo si u es solucion de la ecuacion
normal

A*WAy = A*Whx. (4.6)

]

El préximo teorema, relaciona la existencia de W-LSS de la ecuaciéon Az = x
con la compatibilidad del par (W, R(A)).

Teorema 4.2.2. Sea A € CR(H), W € L(H)™, entonces existe u una W-LSS de la
ecuacion Az = x para cada x € H si y sélo si el par (W, R(A)) es compatible.
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Demostracién. Supongamos que existe # una W-LSS de la ecuacion Az = x,
para cada x € H. Entonces si x € H, por el Teorema 4.2.1, x € R(A) + R(A)1Ww,
es decir H = R(A) + R(A)*" y por el Teorema 4.1.3, el par (W,R(A)) es
compatible.

Reciprocamente, si el par (W,R(A)) es compatible, por el Teorema 4.1.3,
H = R(A) + R(A)*w. Entonces, si x € H, x € R(A) + R(A)*W, y por el
Teorema 4.2.1, existe u una W-LSS de la ecuacién Az = x, para cada x € H.

[

4.2.2  W-inversas

En [72] S. K. Mitra y C. R. Rao introdujeron la nocién de W-inversa de una
matriz. Ahora extenderemos la definicién en el siguiente sentido.

Definicién. Dados A € CR(H),B € L(H) y W € L(H)", Xo € L(H) es una
W-inversa de A en R(B), si para cada x € H, Xox es una W-LSS de Az = Bx,
es decir

||AXox — Bx|lw < ||Az — Bx||w, para cada z € H.

Cuando B = I, Xj se llama la W-inversa de A (ver [20]). El préximo teorema
muestra que existe una estrecha relacion entre las W-inversas y las soluciones
W-LSS.

Teorema 4.2.3. Dados A € CR(H),B € L(H) y W € L(H)*, las siguientes
condiciones son equivalentes:

1. El operador A admite una W-inversa en R(B),
2. R(B) C R(A) +R(A)*w,

3. la ecuacion normal A*WAX = A*W B admite una solucion.

Demostracion. 1. < 3.: Si X es una W-inversa de A en R(B) entonces,
|AXox — Bx|lw < ||Az — Bx||w, paracada x,z € L(H),

6 equivalentemente, Xopx es una W-LSS de Az = Bx, para cada x € H, 6, por
el Teorema 4.2.1,

A*W(AXo— B)x =0, para cada x € H,

entonces Xy es una solucién de la ecuacion normal. La reciproca se sigue de
manera similar, aplicando el Teorema 4.2.1.
2. ¢ 3. Si R(B) € R(A) + R(A)*v, aplicando A*W a ambos lados de la
inclusién obtenemos,

R(A*WB) C R(A*"WA).



4.2 Compatibilidad: Aplicaciones

Luego por el Teorema 2.1.1, la ecuacién normal admite solucion.
Reciprocamente, si la ecuaciéon normal A*WAX = A*WB admite una solu-
cioén, entonces tenemos que

A*WR(B) C A*WR(A),
aplicando (A*W)~! a ambos lados de la inclusién obtenemos
R(B) C (A"W) ™ (A"WR(B)) C
(A*W)"LH(A*WR(A)) = R(A) + N(A*W) = R(A) + WIN(A*) =
= R(A)+ W (R(A)T) = R(A) + R(A)*™.

]

Observar en el teorema anterior, que si B = I, entonces el operador A admite
una W-inversa si y s6lo si el par (W, R(A)) es compatible.

Corolario 4.2.4. Si R(B) C R(A) + R(A)*W, entonces el conjunto de W-inversas
de A en R(B) es el conjunto de soluciones de la ecuacion normal A*WAX = A*WB,
6 equivalentemente la variedad afin

(A*WA)TA*WB 4 {L € L(H) : R(L) C N(A*WA)}.
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Dado un subespacio cerrado S C H, en esta secciéon usaremos el hecho de que
P = Ps € P induce una representacién matricial de todo operador T € L(H),
en matrices de 2 x 2. Si T € L(H) se descompone como

T =PTP+PT(I-P)+ (I-P)TP+ (I —P)T(I - P),
entonces T estd representado por la matriz
f11 t
T:[“ 12], (5.1)
trr t2

donde t17 : S—S, o1 S — SJ‘, t1o : St — S, tn: St = St
Bajo esta representacién P puede ser identificada como

p_ 10 ,
00
y todas las matrices idempotentes Q € Q con el mismo rango que P tienen la

forma
I «x
Q= ,
00

para algiun x € L(N(P),R(P)).
5.1 OPERADOR DE SHORTED

Sea W € L(H)" y S C H un subespacio cerrado, la nocién de operador de
shorted de W a S, fue introducida por M.G. Krein [55] y fue luego redescubierta
por W.N.Anderson y G.E. Trapp [3], [4], quienes lo aplicaron a la teoria de
redes eléctricas.

En espacios de dimension finita, el operador de shorted es una de las varias
manifestaciones del complemento de Schur de una matriz. Dada una matrix

en bloque
W — [Wn Wu] ,
Wi, W
con Wi inversible. Wy, — Wl"‘ZWﬁ1 Wi es el complemento de Schur de Wy en
W. Esta definicion se debe a E. Haynsworth [52].

En [10] y [30] se recopilan varias propiedades y aplicaciones. La nocién
fue generalizada en varias direcciones. En particular, T. Ando [5] introdujo,
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simultdneamente junto con una generalizacién del complemento de Schur, el
concepto de S-compresién. En la definicion de Ando, si S es un subespacio
de H y W es un operador positivo en ‘H de la forma

W — [Wn le] ’
Wi, Wy

con Wj; inversible en S, entonces W,s = [O 0 1 ] )y
0 W — Wi,W Wip

Ws =

Wiy Wiz ]
Wi szwl_llwﬂ

W.N. Anderson y G. E. Trapp en [3], caracterizaron el complemento de Schur
como el méaximo del conjunto

{(XeL(H):0<X<WyR(X)C S}

Esta propiedad se us6 por dichos autores, para extender el concepto de
operador de shorted a operadores positivos en espacios de Hilbert arbitrarios,

[4].

Teorema 5.1.1 ([4]). Sea W € L(H)T y & C H un subespacio cerrado. Sea el

conjunto M(W, S) de operadores positivos definido por
MW,S)={XecL(H):0<X<WyR(X)CStL

Entonces M(W, S) tiene un elemento mdximo.

Demostracién. Primero observar que debido a que A < By B < A implica
A = B, si M(W,S) tiene un elemento méximo, este maximo es tnico.

Ahora, supongamos que W es inversible. Entonces la matriz de W inducida
por S es

W= [Wl*l le], (5.2)
W12 W22

donde W11 S — S, Wikz S — SJ‘, W12 : SJ‘ — S, W22 : SJ‘ — SJ‘. Como
W es inversible y positivo, también lo es W11 y el operador shorted W, s estd
dado por la matriz en bloques

0 0
W,s = : (5.3)
[0 Way — wl*zwl—llwu]

s . x
Dado un vector arbitrario en H, este puede ser escrito en la forma [ , con
Yy

x€Seye St Seaz=x+ W, Wpy. Luego

(W u , H ) = (Wiix, x) + (Wiay, x) + (Wipx, ) + (Way, ) =
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. X
= (Wniz,z) + (Wa — W W' Wiy, y) > (W)s [

)
vyl v

donde se us6 que como W es positivo, también lo es Wyy; por lo tanto W, s < W.

Mas atn, para cualquier y € H podemos tomar x tal que z = 0; por lo tanto
W,s > 0. Entonces W,s € M(W,S).

A continuacién, supongamos que D es un operador positivo tal que D < W
y R(D) C 8+. Luego, respecto de la misma particién usada arriba tenemos

0 O
0 Do

D=

7

y para cualquier vector en H tenemos

(D _x] : H> = (D —Wnlwlzy] , [—Wnlwlzy_ ) <
] Ly
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Yy Yy
W —Wnlwlzy] ’ —Wnlwlzy]> —Ws H , x] )
L Yy Yy v v

Por lo tanto W, s es el maximo elemento de M(W, S), y el teorema queda
probado para W inversible.

Para construir el méximo en el caso en que W no sea inversible, usaremos
una técnica de limites. Observar que si Y > W y W es inversible, entonces
Y,s > W/s, ya que Y,s es el maximo sobre un conjunto mds grande. Sea
{En}n>1 una sucesién monétona decreciente (en el orden de operadores) de
operadores positivos que convergen fuertemente a 0. Entonces W + E;, es
inversible para todo n, y para n > m, vale que W 4+ E, < W + E,;. Entonces
la sucesion {(W + E,),s}n>1 es mondtona decreciente y por lo tanto tiene
un limite fuerte F, [74, Teorema pég. 263]. Veamos que F es el maximo de
M(W,S). Primero observemos que para todo #,

F<(WHEn),s <W+Ey;
y tomando limite tenemos que F < W. Mas atn, para todo n
R((W+E,),s) €S,

entonces el limite F también cumple R(F) C S*. Por lo tanto F € M(W, S).
Segundo, supongamos que D € M(W,S). Entonces D < Wy D < W+ E,,

por lo tanto D < (W + E,) /s, para todo n. Tomando limite, obtenemos D < F.

Entonces, F es el maximo de M (W, S). O

Definicién. Sea W € L(H)* y S C H un subespacio cerrado. El operador de
shorted W, s, es el mdximo garantizado por el teorema anterior. Observar que
debido a que A < By B < A implica A = B, este maximo es tnico.

La S-compresiéon Wg se define como Wg = W — W .
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En lo que sigue, S C H es un subespacio cerrado y usaremos para W la
descomposicién (5.1).

Corolario 5.1.2. Sean W,Y € L(H)™ tal que W < Y. Entonces W,s < Y/s.

Demostracion. M(W,S) € M(Y,S) y como W,s e Y,s son los maximos
correspondientes, tenemos que W,s < Y/s. O

Corolario 5.1.3. Sea {E,},>1 una sucesion mondtona decreciente de operadores
convergentes a 0 en sentido fuerte, y sea W € L(H)™; entonces (W + E,) ;s converge
en sentido fuertea W s.

Demostracion. Sea F, = E,, + % Entonces W < W+ E, < W+ F,. Ahora
W + F, es inversible, entonces podemos aplicar la prueba del teorema anterior,
y obtenemos

Wys < (W+En)/s < (W+F)ys.

El resultado se sigue del hecho que (W + F;) ;s converge en sentido fuerte a
W,s. O

El préximo conocido teorema, caracteriza los operadores positivos a partir
de la descomposicion matricial presentada en (5.1). La prueba de este resultado
estd basada en la existencia del operador de shorted [4, Teorema 3].

Teorema 5.1.4. Sea S C H un subespacio cerradoy T € L(H) con la descomposicion
matricial dada en (5.1). Entonces T € L(H)™ si y sdlo si

1. t1p = t3,

2. t11 20,

5. R(ta) € R(1{?),

4. tn = ((H1) ) (D) 2 + f, con f > 0.

Ahora enunciamos, algunos resultados de Anderson-Trapp y E.L. Pekarev
[71], los cuales son relevantes para este trabajo.

Teorema5.1.5 ([4]). Sea W € L(H)* y S C H un subespacio cerrado. Sea N'(W, S)
el conjunto de operadores

N(W,8)={E*WE:E€ Q, N(E) = S},
entonces el conjunto N'(W,S) tiene infimo. Mds aiin
W,s=inf{E'WE:E€ Q, N(E)=S};

en general, el infimo no se alcanza.
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Demostracion. Primero, supongamos que W es inversible. Entonces usando la
misma representacion matricial para W que en el Teorema 5.1.1, como W es
inversible, también lo es Wi1. Sea T € L(#H) un operador arbitrario, entonces
podemos escribir la matriz de cualquier E € Q con N(E) = S como

-1
£ [0 T-Wy'Wi|
0 I

Entonces

E*WE = [

0 0 0 0
-1 = W/S +
0 Wy — Wl*ZWH Wi + T*Wi1 T 0 T*WnT

Como T puede ser 0, el teorema vale para W inversibles. En este caso, el infimo
es de hecho un minimo.

En el caso en que W no sea inversible, sea ¢ > 0, y consideremos el operador
positivo eI € GL(H)". Entonces para cualquier proyeccién E € L(H) con
N(E) = S, tenemos

Wys < (W+el),s < E'(W+el)E,

como ¢ es arbitrario, W, s es una cota inferior de N' (W, S).
Si C > 0 es otra cota inferior de N'(W, S), entonces para cualquier ¢ > 0y
cualquier proyeccién E € L(H) con N(E) = S, tenemos

C < E*WE < E*(W +¢I)E.

Dado que W + &I es inversible, se sigue que C < (W +¢l),s, y ya que ¢ es
arbitrario, por el Corolario 5.1.3, concluimos que C < W/. O

Teorema 5.1.6 ([4], [71]). Sea W € L(H)™ con representacién matricial (respecto de
Wi Wi
Wi, Wax

S)W =

1. Por el Teorema 5.1.4, como W € L(H)™, tenemos que R(Wyp) C R(W;{?). Sea

d € L(8+,8) la solucién reducida de la ecuacion Wlll/ 2x = Wy, (garantizada
por el Teorema de Douglas 2.1.1) entonces

2. si M = WV/2(8) y Py es la proyeccion ortogonal en M entonces

Wys = WH2(I = Ppy)WY?,
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. ROW)NS+ C R(W CR Ww1l/2)y = R(W1/2 N S+; en general, las inclu-
3 /S /S 8
siones son estrictas.

Para las pruebas de estas afirmaciones, ver [4, Teorema 3], [4, Corolario 1] y
[71, Teorema 1.4].

A continuacién se probaran las siguientes propiedades del nicleo y el rango
de W/ Sy Ws.

Corolario 5.1.7. Sean W € L(H)" y S C H un subespacio cerrado. Entonces
1. N(W) +8 C N(W)5) = W-1/2(WI/2(8)).
2. N(W,s) = N(W) + S si y s6lo si W/2(S) es cerrado en R(W'/2), es decir,
R(WY2) 0 (WI72(S)) = W1/2(S).
Demostracion.

1. Por el Teorema 5.1.6, si M = (W1/2(S)), entonces W,s = W/2(I —
Py )W'/2. Por lo tanto N(W) y S estén incluidos en N(W,s). Por otra
parte,

N(W,s) = N(W2(I = Pp)W'2) = N(I = Py)W'/?) = W 1/2(M).

2. Si M = (W1/2(S)), es claro que W'/2(S) es cerrado en R(W'/2), siy
s6lo si WI/2(S) = M N R(W'/2), siy sélo si

W2(M) = W 2(WH2(8)) = N(W) + S,

Ahora probaremos varias propiedades ttiles del operador de shorted.

Proposicién 5.1.8 ([4]). Sean W € L(H)" y S, T subespacios cerrados de H.
Entonces

(Wyrs) st = Wyisnr)+-
Demostracion. Sean
Mi=MW,(SNT)H) ={XecL(H):0<X<WyR(X)CSNT},
My =M(W,7,8)={X€LH):0<X<W,;1 yR(X)C S}

Veamos que M7 = Mj y por lo tanto sus maximos coinciden. Si X € M;
entonces R(X) € SNT € Ty0 < X < W; entonces X < W, . Més
aun, R(X) C S y entonces X € M. Reciprocamente, si X € M, entonces
RX)CSy0<X< W, 71, entonces por el Teorema de Douglas 2.1.1, vale

que R(X'/2) C R(W},ﬁ), entonces

R(X) € R(X'?) CR(W)2) S N(W,7 )" C T,
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aque T+ C N(W,-.). Por lo tanto R(X) € SNT vy ademéds 0 < X <
yaq /T y
W, < W, entonces X € M.

]

Corolario 5.1.9. Sean W € L(H)" y S, T subespacios cerrados de H. Entonces
Wir)rs =W,z

Demostracién. Se sigue de la Proposicién 5.1.8 y del hecho que (S+N7T+)+ =
S+T. 0

Proposicion 5.1.10. Sean W,Y € L(H)™ y S un subespacio cerrado de H. Entonces

W/S + Y/S < (W + Y)/S-

Demostracion. Tenemos que 0 < W,s+Y,s < W+ Y y ademdas R(W,s +
Y,s) C St porlotanto W/s+Y,s < (W+Y),s. O

Observacién 5.1.11. Usando el Teorema 5.1.6 y las propiedades probadas
para el operador de shorted, es posible deducir facilmente, las siguientes
propiedades de W :

1. (Ws),s = 0. De hecho, si escribimos W = W, s + Ws. Por la Proposicién
5.1.10, tenemos que

Wis=W,s+Ws)s > (Wss)/s+ (Ws)ys- (5-4)

Por el Corolario 5.1.9, tenemos que (W;s);s = W,zz5 = Wys, y
volviendo a (5.4), tenemos que W,s > W,s + (Ws),s, entonces 0 >
(Ws),s >0,y por lo tanto (Wg),s =0,

2. Por el Teorema 5.1.4, como W € L(H)™, tenemos que R(Wy,) C R(W,{?).
Sea d € L(S*,8S) la solucién reducida de la ecuacion Wi/%x = Wy,

entonces
1/2 1/2
we — | W Wiz| _ Wiz ol |wWi/? d ,
Wl*2 d*d d* 0 0 0
3. N(Ws) = W1(S1). Si M = W1/2(S), tenemos que M+ = W~1/2(S1),
entonces
N(Ws) = N(PyW'?) = W2 (M*) =

= WA WS = Wl(sh,

4. W(S) C R(Ws) € W(S) y las inclusiones pueden ser estrictas. De hecho,
comoS C N(W,s),

W(S) = Ws(S) € R(Ws) € N(Ws)* = (W H(SH))" = W(S).
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5.2 OPERADOR DE SHORTED Y COMPATIBILIDAD

La siguiente proposicion relaciona el operador shorted W, s con los elementos
de P(W,S), cuando el par (W, S) es compatible.

Proposicion 5.2.1 ([23]). Sea W € L(H)™ tal que el par (W, S) es compatible. Sea
EecP(W,S)y Q= 1— E. Entonces

1.

2.

W,s = WQ = Q*WQ,

W,s = min {E*WE : E € Q, N(E) = S}. De hecho, esta propiedad es
equivalente a la compatibilidad del par (W, S),

3. R(W,s) = RW)n S,
4. NWW,s) = N(W)+ S.
Demostracion.
1. Notar que 0 < WQ = Q*WQ < W, por la Proposicién 4.1.1. También

R(WQ) = R(Q*W) € R(Q*) = R(I — E*) = N(E*) = R(E)* = §*;
entonces Q*WQ < W,s. Dado 0 < X < W con R(X) C S+, ya que
N(Q) = S, tenemos que

X=Q'XQ<QWQ=WQ,

donde la primera igualdad se puede chequear facilmente porque, usando

la descomposicién presentanda en (5.1), X tiene la forma [g O] , con
X

x € L(8*,81) y Q* tiene la forma 0 (I)] ,conz € L(S,S8h).
z

. Porelitem 1., Q*WQ = W,s y N(Q) = S. Entonces el minimo se alcanza

en Q por el Teorema 5.1.5.

Reciprocamente, si el minimo se alcanza para alguna proyeccién E con
N(E) = S, entonces E*WE = W,s < W, implica que E es W-autoadjunto
por la Proposicion 4.1.1. Entonces [ — E € P(W, S).

. Claramente la ecuaciéon W,s = WQ = Q*W implica que R(W,s) C

R(W) N S+. La otra inclusién siempre vale por el Teorema 5.1.6.

Como el par (W,S) es compatible, tenemos que H = S + S+w (ver
Lema 4.1.2), por lo tanto aplicando W'/? a ambos lados de la igualdad
obtenemos que

Wl/z(H) _ W1/2(8) + Wl/Z(W—l(SJ-)),
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6 equivalentemente
R(WY2) = WY2(8) + W /2(SH) nR(W'/?) =

= WV2(8) @ WY/2(S)F NnR(W/?).

En este caso, si M = W1/2(S) entonces
R(WY2) = MNR(W2) o Mt NR(WY?) =

WY2(S) ® MLt NR(WY?),
por lo tanto W1/2(S) = M N R(W'/2), entonces W/2(S) es cerrado en
R(W'/2), y por el Corolario 5.1.7 N(W,s) = N(W) + S.

O

La condicién R(W,s) C R(W), la cual es necesaria para la compatibilidad

del par (W, S), implica que algin subespacio mas grande que S (de hecho

N(W,s)) es W-compatible. La siguiente proposicion, probada en [23] muestra
exactamente eso.

Proposicion 5.2.2 ([23]). Sea W € L(H)" y S C H un subespacio cerrado tal que
R(W,s) € R(W). Denotemos T = N(W,s). Entonces el par (W, T) es compatible.

Demostracion. La condiciéon R(W,s) C R(W) implica, por el Teorema de
Douglas 2.1.1 que el conjunto

A={Q€eL(H):WQ=W,syN(Q) =T}

no es vacio. Sea Q € A, entonces Q verifica que N(Q) = 7 y Q*W = WQ,
pues W, s es autoadjunto, s6lo resta probar que Q* = Q.

Primero probemos que si Z = W1/2(S1) = W!/2(S), entonces Q es una
solucién de W'/2X = PzW'/2, Recordar que, por el Teorema 5.1.6, W/s =
WY/2p,W1/2 entonces

Wl/2(w1/2Q _ PZWl/z) —0.

Si & € H, PzZWY2¢ = W/2Q¢ +«, con &« € N(W/2) = R(WV/2)L C Z.
Entonces

|la||> = (PzW'/2Z, ) — (W'/2QE, &) = (W'/?¢, Pza) = (W'/?¢,a) =0,
pues &« € N(WY2) y Pza = a.

Por lo tanto W/2Q = P W1/2,
Notar también que W/2Q? = (Pz)*W'/2 = PzW1/2, entonces

W2(Q* - Q) =0.



62

OPERADOR DE SHORTED Y COMPRESIONES

Sea p € R(Q). Entonces Qo —p € N(W)NR(Q). Si Qp — p = Qu, para algin
w € H, entonces 0 = WQw = W,sw. Entonces w € N(W,s) =T = N(Q).
Entonces Qp = p para todo p € R(Q). Esto implica que Q> = Q y por lo tanto
el par (W, T') es compatible. O

Usando la proposicién anterior, es posible demostrar la siguiente propiedad,
la cual nos permite establecer una equivalencia entre la compatibilidad del par
(W,S) y el rango y el ntcleo del operador shorted W/ s.

Teorema 5.2.3 ([23]). Sea W € L(H)" y S C H un subespacio cerrado. Entonces
el par (W,S) es compatble si y sélo si R(W,s) = R(IW)NS*+ y N(W,5) =
N(W) + 8.

Demostracion. Si R(W,s) = RW)NS+ y N(W,s) = N(W)+S = T en-
tonces, por la Proposicién 5.2.2, el par (W, T ) es compatible, o equivalente-
mente 7 + W~1(T) = H. Pero

N(W) S WTH(SH) = W(S)" =W(T)" =W H(T"),
entonces H=T + W H(TH)=NW)+S+W H{TH) =S+ W SH) yel

par (W,S) es compatible. La reciproca fue probada en la Proposicién 5.2.1.
O



PROBLEMAS DE CUADRADOS MINIMOS CON
OPERADORES

6.1 SOLUCION DE CUADRADOS MINIMOS CON PESO DE LA ECUACION AX-

B=0

Dado W € L(H)*, tal que W'/2 € S, para algtin p con 1 < p < oo, considere-
mos la seminorma de operadores asociada a W,

X1l p e = W2X]]p,

para X € L(H). Estudiamos el siguiente problema de aproximacién: dados
A € CR(H) y B € L(H), analizar la existencia de

min ||AX — B .
XeL(’H)” Hp,W

Por simplicidad, en esta seccién, estudiamos primero el caso B = I, es decir,
estudiamos el problema

min ||[AX —1 . 6.1
XGL('H)H ||p,W ( )

Para estudiar el Problema (6.1) primero introducimos el siguiente problema
asociado: dados W € L(H)", A€ CR(H)y F: L(H) — L(H)",

F(X)=(AX-1)"W(AX —1I),
analizamos,

inf F(X), (6.2)

XeL(H)

con el orden inducido en L(H) por el cono de operadores positivos. Los
resultados presentados en esta seccién fueron publicados en [18].

La siguiente proposicion muestra que el infimo de la ecuacién (6.2) siempre
existe y coincide con el operador de shorted de W en R(A).

6.1.1  Solucién de cuadrados minimos con peso de la ecuacion AX —1 =0

Proposicién 6.1.1. Sea A € CR(H)y W € L(H)™, entonces el infimo del Problema
(6.2) existe y ademds
inf F(X) = W/R(A)'
XeL(H)
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Demostracién. Sea X € L(H), escribiendo W = W, R(A) T Wr(a), se sigue que
(I-AX)"W(I - AX) =

— (1= AX)* W) (I = AX) + (I — AX)* Wy ) (I — AX)
= W/ra) + (I = AX)"Wga)(I — AX) > W/r(a),

porque R(A) C N(W,g(a)) (ver Corolario 5.1.7) y entonces W,g(4)(I — AX) =
W/ra) = (I = AX)*W,g(a)- Por lo tanto W,g(4) es una cota inferior de F(X).
Si C > 0 es otra cota inferior de F(X), entonces

C < F(X), para cada X € L(H).

En particular,
C < E*WE,
donde E es cualquier proyeccion tal que N(E) = R(A). De hecho R(I — E) =
N(E) = R(A), entonces por el Teorema de Douglas 2.1.1, existe Xy € L(H),
tal que (I — E) = AXj, es decir, (—E) = AX( — I. Por lo tanto, por el Teorema
5.1.5
C <inf{E*WE: E* =E, N(E) = R(A)} = W,g(a)-

Entonces,

W/r(a) = X:Z{H)F(X)-

]

Teorema 6.1.2. Sea A € CR(H) y W € L(H)*. Entonces el Problema (6.2) tiene
minimo, es decir, existe Xog € L(H) tal que

F(Xo) = X?Lig{)F(X) = W/r(a)

si y sélo si el par (W, R(A)) es compatible.

Demostracién. Supongamos que el Problema (6.2) tiene un minimo, en este
caso, por la Proposicién 6.1.1 se cumple que

in F(X)=W .
X?LZ&) (X) /R(A)

Si Xo € L(H) es tal que F(Xp) = XmLi&)F(X) = W/g(a), entonces dado que
€
W = W,r(a) + Wg(a), se sigue que

Por lo tanto
(AXO - I)*WR(A) (AXO - I) — 0,
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entonces,

1/2 —
Wi(a)(AXo—T) =0,

y entonces por la Observacién 5.1.11
R(AXo—1I) € N(Wg(a)) = WH(R(A)D).
Por lo tanto
W(R(AXog—1I)) C R(A)"NR(W).
Entonces

R(Wg(a)) = R((AXo — I)"W(AXo — 1)) C (AXo — I)*(R(A)" NR(W)) =

R(A): NR(W),
porque A*(R(A)*) = {0}. Entonces, R(W/ra)) = R(A)* N R(W), pues
R(A)* N R(W) siempre esta contenido in R(W,g(4)) (ver Teorema 5.1.6).
También x € N(W,g(4)) si y solo si W1/2(AXy — I)x = 0, 6 equivalente-
mente (AXg — I)x € N(W). En este caso x € N(W) + R(A), y entonces
N(W,gea)) = N(W) + R(A),

pues N(W) + R(A) estéd siempre contenido en N(W,(,)) (ver Corolario 5.1.7).
Por lo tanto R(W,g(4)) = R(A)= NR(W)y N(W,g(a)) = N(W) + R(A) y por
el Teorema 5.2.3, el par (W, R(A)) es compatible.

Reciprocamente, si el par (W, R(A)) es compatible, entonces por la Proposi-
cién 5.2.1,

W/ r(a) = min{E*WE : E* = E, N(E) = R(A)}.

Sea Ej tal que E§ = Eo, N(Eo) = R(A) y W/ray = E;WEo. Considerar
Xo = AT(I — Ep), entonces —Eg = AXg— I y F(Xo) = W/ r(a)- ]

Corolario 6.1.3. Sea A € CR(H) y W € L(H)™". Entonces el Problema (6.2) tiene
minimo, es decir, existe Xo € L(H) tal que

F(Xo) = min F(X) = We(a)

si y s6lo si el dngulo de Dixmier co(R(A)*, W(R(A))) < 1.
Demostracion. Se sigue del Teorema 6.1.2 y del Teorema 4.1.5. Il

Si el par (W,R(A)), es compatible entonces por el Teorema 6.1.2, el Problema
(6.2) alcanza un minimo, es decir, existe Xo € L(#) tal que F(Xo) = W/g(a).-
Considerar el conjunto

M = {X S L(H) : F(X) = W/R(A)}'

La préxima proposicion da una caracterizacién de los elementos de M.
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Proposicién 6.1.4. Si el par (W, R(A)) es compatible, entonces las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

1. Xog € M, es decir F(Xp) = Xnéi&)F(X),
€

2. X es una W-inversa de A,

3. Xg es una solucion de la ecuacion normal

A*W(AX — 1) = 0.

Demostracion. 1. < 2.:Sea Xy € M entonces
(F(Xo)x,x) < (F(X)x,x), paracadax € Hycada X € L(H),
6 equivalentemente
|AXox — x||3; < ||AXx — x||3,, para cada x € H y cada X € L(H).
Para cada x € H, dado z € H, sea X € L(H) tal que z = Xx. Entonces
| AXox — x||3; < ||Az — x||3, para cada x € H y cada z € H.

Por lo tanto X es una W-inversa de A.

Reciprocamente, dado que el par (W, R(A)) es compatible, por el Teorema
4.2.3, el operador A admite una W-inversa. Si Xy es una W-inversa de A,
entonces dado X € L(H) obtenemos

|AXox — x||3y < ||AXx — x||3,, para cada x € H,

entonces F(Xy) < F(X) para cada X € L(H), es decir Xy € M.
La equivalencia 2. < 3. fue establecida en el Teorema 4.2.3, para B=1. [

El siguiente resultado prueba la equivalencia entre la existencia del minimo
del Problema (6.1) y la compatibilidad del par (W, R(A)).

Teorema 6.1.5. Sea A € CR(H) y W € L(H)™, tal que W'/? € S,,, para algiin
pcon 1l < p < oco. El Problema (6.1) tiene minimo si y sélo si el par (W, R(A)) es
compatible.
En este caso,
; _ _ wl/2
XZILI(I/;-[)”AX IHp,W - ”W/R(A)”P'

Mas aiin, Xy € L(H) satisface

|AXo—1

_ 1/2
pW — ”W/R(A)”Pr

si y s6lo si Xg es una W-inversa de A.
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Demostracion. Si el par (W,R(A)) es compatible, entonces por el Teorema
6.1.2, existe Xo € L(H) tal que F(Xo) = minycy ) F(X) = W/g(a), es decir

W,r(a) = F(Xo) < F(X), paracada X € L(H).
Dado que W'/2 € Sp, por la Proposicion 3.1.15,
W2 01l = IWY2(AXo = Dllp = [|AXo — Il < | AX — I,
para cada X € L(H), entonces

min ||AX — I — |AXy — I = (IWt/2 ..
XeL(H)H Hp,W || 0 Hp,W H /R(A)Hp

Para probar la reciproca, para 1 < p < oo, consideremos F, : 5, — R™,
Fy(X) = [W2(ax = DL,

Por el Teorema 3.2.7 y el Teorema 3.2.10, F;, tiene una derivada ¢ — direccional
para todo ¢ € [0,277). Entonces es facil chequear que, para cada X, Y € L(H)

y ¢ €[0,27),
DyFy(X,Y) = DypGp(WY2(AX — 1), W/2AY),
donde G,(X) = ||X||]€
Supongamos que el Problema (6.1) admite minimo, es decir existe Xy €

L(*H), un minimo global de [|AX — I||, w. Entonces X es un minimo global
de F, y, por Lema 3.2.4, tenemos

inf (DgFy(Xo,Y)) >0, paracada Y € L(H).
0<¢p<2m

Sea WY/2(AXy —I) = U|WY2(AX, — I)| la descomposicién polar del operador
W1/2(AXy — I), con U una isometria parcial con N(U) = N(W2(AX, — 1)),

P=Pywrnaxe-n) Y Q= Py ax,-ny):
Si p =1, por el Corolario 3.2.14 se sigue, para cada ¢ € [0,27)
0 < DyFi(Xo,Y) = Re [e¥tr(U*W/2AY)] + || QW'/2AYP||;,

para cada Y € L(H). Considerando una ¢ adecuada para cada Y € L(#),
obtenemos

tr(L*WY/2AY)| < ||QWY2AYP|, paracada Y € L(H).

Observar que R(Q) = N(U*) y R(P) = N(U), por lo tanto U*Q = PU* = 0.
Sea Y € L(H) entonces |tr(U*WY2AY)| = |tr((I — P)U*W2AY)| =
tr(U*W/2AY (I — P))| < ||QWY2AY(I — P)P||; = 0. Entonces

tr(U*WY2AY) = 0, para cada Y € L(H).

67



68

PROBLEMAS DE CUADRADOS MINIMOS CON OPERADORES

Por lo tanto
U*W/24 = 0.

Entonces
R(WY2A) C N(U*) = N((AXy — I)*W'/2).

Por lo tanto
(AXog — I)*WY2(W'/2A) =0,

6 equivalentemente
ATWAXy = A™W,

y por el Teorema 4.2.3 y el Teorema 4.1.3, el par (W, R(A)) es compatible.
Si1l < p < oo, por el Corolario 3.2.8 se sigue, para cada ¢ € [0,2m)
0 < DyFy(Xo,Y) = p Re [e?tr(|WV2(AXy — I) [P IU* W2 AY)],
para cada Y € L(H). Tomando ¢ adecuado para cada Y, se sigue que
IW2(AXo — D)|PTU*W/2A = 0.

Por la Proposicién A.2.3, vale que
N(|[WY2(AXy —I)|P~1) = N(|WY2(AX, — I)|), entonces se sigue que

IW2(AXy — I)|U*WY2A =0,
y por lo tanto
ATWAXy = A™W.
Por el Teorema 4.2.3 y el Teorema 4.1.3, el par (W,R(A)) es compatible.
Finalmente, si Xo € L(#H) minimiza el Problema (6.1), hemos probado
que Xj es una solucion de la ecuacién normal A*W(AX — 1) = 0y por la
Proposicién 6.1.4, es una W- inversa de A. Reciprocamente, si X es una W-

inversa de A, entonces por la Proposicién 6.1.4, Xp minimiza (6.2), y por la
Proposicién 3.1.15, minimiza (6.1). O

Observacion 6.1.6. Sea ||| - ||| una norma unitariamente invariante en un ideal
no nulo J de L(H). Dado W € L(H)" tal que W'/2 € J, considerar la
seminorma asociada a W dada por

IXllw = [[W2X]]l,

para X € L(H). Sea A € CR(H), si el par (W,R(A)) es compatible, entonces
existe el minimo del conjunto {||AX —I||jw: X € L(H)} y

min ||AX — Illw = |[[W/2  1]].
XGL(H)H lw = 1IIW, gl

En particular si J = L(H) y consideramos la norma de operadores || - |, la
observacion también vale.
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De hecho, si el par (W, R(A)) es compatible, por el Teorema 6.1.2, existe
Xo € L(H) tal que F(Xo) = minxcpp)F(X) = W/g(a), es decir
W,r(a) = F(Xo) < F(X), paracada X € L(H).
Dado que W'/2 € 7, por Proposicién 3.1.15,
W2, 111 = [I[WV2(AX — DII| < [I[WV2(AX = DI| = | AX — Iw,
para cada X € L(H), entonces

min ||AX = Illw = [|AXo — Illw = [[IWY2 |]I.
XeL(H)H lw = [[AXo = Illw = [[IW, g )l

6.1.2  Solucién de cuadrados minimos con peso de la ecuacion AX — B =0

En esta seccion, estudiamos el problema general presentado al principio del
capitulo: dado A € CR(H), B€ L(H) y W € L(H)™ tal que W'/2 € S, para
algin p con 1 < p < oo, analizar la existencia de

min ||AX — B . 6.
in [ AX =Bl 6:3)

Para estudiar el Problema (6.3) introducimos el siguiente problema asociado:

dado A € CR(H),Be L(H),We L(H)™" yG:L(H) — L(H),
G(X) = (AX—-B)*"W(AX — B),
analizar la existencia de

inf G(X), (6-4)

X€eL(H)

Lema 6.1.7. Sea A € CR(H), B € L(H) y W € L(H)™, entonces el conjunto
{B*E*WEB : E?* = E, N(E) = R(A)} tiene infimo y

B*W,g()B = inf{B'E*WEB : E2 = E, N(E) = R(A)}.

Demostracion. Si W es inversible, entonces el par (W, R(A)) es compatible (ver
4.1) 'y, por la Proposicién 5.2.1,

W/ r(a) = min {E*WE : E* = E, N(E) = R(A)}.

En este caso existe una tinica proyecciéon Ey donde se alcanza el minimo (ver
[24]), es decir W,r(a) = EgWEy. Entonces

B*W/R(A)B = B*E;WE(B < B*E*WEB,
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para cada proyecciéon E con N(E) = R(A), y entonces
min{B*E*WEB : E* = E, N(E) = R(A)} = B*W,g4)B.

Para W € L(H)™ no inversibles, por el Teorema 5.1.5, siempre vale que
B*W,r(a)B < B'E*WEB, para cada proyeccién E tal que N(E) = R(A).
Por lo tanto B*W,g(4)B es una cota inferior de {B*E*WEB : E>=E, N(E) =

R(A)}.
Si C > 0 es otra cota inferior de {B*E*WEB : E?> = E, N(E) = R(A)},
entonces para cualquier ¢ > 0, y cualquier proyeccion E € L(H) con N(E) =

R(A), tenemos
C < B*E*WEB < B*E*(W + ¢I)EB.

Dado que W + ¢l es positivo e inversible, se sigue que C < B*(W +¢l) /r(4)B, y
dado que ¢ is arbitrario, por el Corolario 5.1.3, concluimos que C < B*W4)B.
O

Proposicién 6.1.8. Sea A € CR(H), B € L(H) y W € L(H)™", entonces el infimo
del Problema (6.4) existe y ademds

inf G(X)= B*W/R(A)B.
XeL(H)

Demostracion. Siguiendo la misma idea que en la Proposicién 6.1.1, sea X €
L(H), entonces
(B— AX)'W(B — AX) =
(B— AX)*W,g(a)(B — AX) + (B — AX)*Wg(4)(B — AX) =
B*W,r(4)B + (B — AX)*Wg(4)(B — AX) > B*W, (4B,
pues R(A) C N(W,g(4)). Entonces B*W,g4)B es una cota inferior de G(X).
Si C > 0 es otra cota inferior de G(X), entonces
C < G(X), para cada X € L(H).
En particular,
C < B*E*WEB,

donde E es cualquier proyeccion tal que N(E) = R(A); de hecho R((I —
E)B) C R(I—E) = N(E) = R(A), entonces por el Teorema 2.1.1, existe
Xo € L(H), tal que (I — E)B = AX, es decir (—EB) = AXy — B.

Por lo tanto por el Lema 6.1.7

C <inf{B*E*WEB: E> =E, N(E) = R(A)} = B*W,g4)B.

Entonces,
B*W/R(A)B: inf G(X)
X€eL(H)
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Teorema 6.1.9. Sea A € CR(H), W € L(H)" y B € L(H). EI Problema (6.4) tiene
minimo, es decir, existe Xo € L(H) tal que

n G(X)=G(Xy) =B*'W B
XZlng-[) (X) (Xo) /R(A)

si y slosi R(B) € R(A) + R(A)*w.
Demostraciéon. Supongamos que el Problema (6.4) tiene un minimo y sea

y € R(B), entonces existe x € H tal que y = Bx. Si Xy € L(H) es tal que
G(Xo) = minxep(3)G(X) entonces

(G(Xp)x,x) < (G(X)x,x), paracada X € L(H),
6 equivalentemente,
|(AXo — B)x|lw < |[(AX — B)x||w, para cada X € L(H).

Sea ug = Xox y sea z € ‘H arbitrario, entonces existe X € L(#) tal que z = Xx.
Por lo tanto,

|Aug — Bx||w < |Az — Bx||w, para cada z € H.
Por lo tanto 1y es una W—LSS de Az = Bx, entonces por el Teorema 4.2.1
y = Bx € R(A) + R(A)1w,

concluyendo que R(B) C R(A) + R(A)*w.

Reciprocamente, si R(B) C R(A) + R(A)*", por el Teorema 4.2.3, el opera-
dor A admite una W-inversa en R(B). Sea Xy una W-inversa de A en R(B),
entonces

|AXox — Bx||lw < ||Az — Bx||w, para cada x,z € H.

En particular, dado X € L(#), consideremos z = Xx. Entonces para cada
x € H,
||AXox — Bx||w < ||[AXx — Bx||w.

Entonces,
|AXox — Bx|lw < ||AXx — Bx||, para cada x € H y para cada X € L(H),
6 equivalentemente
G(Xo) < G(X), para cada X € L(H),
por lo tanto el conjunto {G(X) : X € L(H)} admite un elemento minimo. [
Si R(B) € R(A) + R(A)*w, entonces por el Teorema 6.1.9, el Problema (6.4)
alcanza un minimo, mds precisamente probamos que cada W-inversa de A en

R(B) minimiza G(X), es decir si Vj € L(#) es una W-inversa de A en R(B),
entonces G(Vp) = B*W,g(4)B. Consideremos el conjunto

Mg = {X € L(H) : G(X) = B*W/R(A)B}.

La préxima proposicion da una caracterizaciéon de los elementos de Mp.
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Proposicién 6.1.10. Sea A € CR(H), B € L(H) y W € L(H)". Si R(B) C
R(A) + R(A)*W entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1. V € Mp, es decir G(V) = XmLi(ryl{)G(X),
€

2. V es una W-inversa de A en R(B),
3. V es una solucion de la ecuacion normal

A*W(AX — B) = 0.

Demostracion. 1. < 2. : Se sigue de la demostracion del Teorema 6.1.9.
2. < 3. : Fue probado en el Teorema 4.2.3. O

Teorema 6.1.11. Sea A € CR(H), B € L(H) y W € L(H)", tal que W/2 € S,
para algiin p con 1 < p < oo. El Problema (6.3) admite un minimo si y sélo si
R(B) C R(A) + R(A)*w

En este caso

min ||AX — B — wl/2 B
i, || lpw = |l -

Mds aiin, Xo € L(H) satzsface
1AXo = Bllpw = W) 4)Bllps
si y sélo si Xo es una W-inversa de A en R(B).

Demostracion. Si R(B) C R(A) + R(A)W, por el Teorema 6.1.9, existe Xg €

L(H) tal que G(Xp) = X1€11L1(1;{)G(X) = B*W,R(a)B, es decir

G(Xo) = B*W,g(a)B < G(X), para cada X € L(H).
Dado que W'/2 € S p, por la Proposicion 3.1.15, se sigue que
W) %ia)Bllp = IW2(AXo — B)ll, = |AXo — Bllpw < |AX — Bl

para cada X € L(H), entonces

(min |AX = Bllpw = | AXo = Bllpw = Wi Bl
La reciproca se prueba de manera similar a como se realiz6 en el Teorema
6.1.5.

Finalmente, si Xo € L(#H) minimiza (6.3), probamos que Xy es una solucién
de la ecuacién normal A*W(AX — B) = 0y por el Teorema 4.2.3, es una W-
inversa de A en R(B). Reciprocamente, si Xy es una W-inversa de A en R(B),
entonces por la Proposicién 6.1.10, Xp minimiza (6.4), y por la Proposiciéon
3.1.15, minimiza (6.3). []
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Observacién 6.1.12. 1. Sea A € CR(H) y W € L(H)*. El Problema (6.4)
tiene un minimo para todo B € L(H) si y s6lo si el par (W,R(A)) es
compatible. De hecho, si el par (W, R(A)) es compatible entonces para
cada B € L(H), tenemos R(B) C H = R(A) + R(A)*W (ver Teorema
4.1.3), y por el Teorema 6.1.9, el Problema (6.4) tiene un minimo para
todo B € L(H). La reciproca se sigue del Teorema 6.1.2 tomando B = I.

2. Sea A€ CR(H),Be L(H)con R(B) =H y W € L(H)™. Si el Problema
(6.4) tiene un minimo, entonces el par (W,R(A)) es cuasi-compatible
(ver Seccion 4.1, para definiciones y propiedades de cuasi-compatibilidad
y ver Seccién 2.1.3, para generalidades de operadores no acotados).

De hecho, si el Problema (6.4) tiene un minimo, entonces por el Teorema
6.1.9, R(B) € R(A) + R(A)*W, por lo tanto
H =R(B) CR(A)+ R(A)Lw.

Sea V' = R(A) N R(A)*w. Notar que

R(A) + R(A)* = R(A)F(R(A) NN

y definamos Q = Preay/r(aytwen- Entonces Q es una proyeccion cerrada
con dominio denso y por la Proposicién 4.1.6, Q es W- simétrica y el par
(W,R(A)) es cuasi-compatible.

El caso de la norma de operadores

En [54], se establece una férmula de la derivada ¢-direccional para la norma
de operadores. Mds precisamente, sea

Seo = {X € L(H) compacto, tal que ||X|| < o0},

donde || X||o = sup ||Xf]|, la norma usual de operadores. El siguiente

fer, |IflI=1

teorema proporciona una férmula para la derivada ¢-direccional del operador
Goo = [| X][co-

Teorema 6.1.13. Sed Geo : Soo — RT, Goo = || X||eo ¥ 5€0 X, Y € Sco. Entonces Geo
tiene una derivada ¢ — direccional dada por

DpGeo(X,Y) = max Re [2(U*YF,f)],
JGuXY) = _ax Re [P(UY )

donde ® es el subespacio donde X alcanza su norma, Re(z) es la parte real del niimero
complejo z y X = U|X|, es la descomposicién polar del operador X.

Demostracion. Ver [54, Teorema 2.6]. O

El siguiente lema, probado en [54, Corolario 2.8], caracteriza los minimos
globales del operador |[W!/2(AX — B)||co-
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Lema 6.1.14. Sea A € CR(H), B € L(H) y W € L(H)", tal que W'/? € S,
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1. Xg € L(H) es un minimo global de ||[W'/?(AX — B)||co-

2. max  Re [ (U*WY2AYF, f)] >0, para cada Y € L(H), donde

in
o<p<2m fEP, |IfI=1
W1/2(AXq — B) = U|WY2(AXy — B)|, es la descomposicion polar del opera-
dor W/2(AXo — B), y ® es el subespacio donde W'/?(AXo — B) alcanza su
norma.

3. Para cadaY € L(*H), existe un vector fy € ®, tal que

WY2AYfy L WY2(AXy — B) fy.

Proposicién 6.1.15. Sea A € CR(H), B € L(H)y W € L(H)™, tal que W'/2 €
Seo. Xo € L(H) es un minimo del Problema (6.3) para p = oo, si y sdlo si, existe

fed, f#0tal que
A*W(AXo—B)f =0,

donde ® es el subespacio donde W'/?( AXy — B) alcanza su norma.

Demostracion. Sea Xo € L(H) un minimo global de ||W!/2(AX — B)||c, por el
Lema 6.1.14, tenemos que para cada Y € L(H) existe fy € P, tal que

Sea Yy = A*W(AXy — B), entonces volviendo a (6.5) tenemos
< Yo /vy, Yofy, > =0.

Por lo tanto
A"W(AXy — B)fy0 =0,

y obtenemos la primer conclusion.
Reciprocamante, sea f € ® no nulo, tal que A*W(AXy — B)f = 0. Entonces

(Yf,A*W(AXo—B)f) =0, paracada Y € L(H).

Por lo tanto, por el Lema 6.1.14, X es un minimo de [|[W"/2(AX — B)||e. O

Observacién 6.1.16. Sea A € CR(H), B € L(H) y W € L(H)", tal que
W1/2 € S.. Si R(B) € R(A) + R(A)*w, por la Proposicién 4.2.3 , existe
Xo € L(H), tal que A*W(AXy — B) = 0, entonces

A*W(AXo—B)f =0, para cada f € D,

y por la Proposicién 6.1.15, Xp es un minimo del Problema (6.3) para p = oo.
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6.2 SOLUCION DE NORMA MINIMA

En esta seccién estamos interesados en caracterizar entre todos los operadores
que realizan el minimo de G, aquellos que tienen norma minima. Dados
A € CR(H),B € L(H) y W € L(H)T, tal que R(B) C R(A) + R(A)*w,
definimos

B' = (A*WA)'A*WB € L(H).
Consideremos el conjunto

Mp={X€eL(H):GX) = Xgi&)G(X) = B*"W,r(4)B},

entonces por la Proposicién 6.1.10, el Teorema 4.2.3 y el Corolario 4.2.4, tenemos
que
Mp={X€eL(H): AW(AX—-B) =0} =

Sea W, € L(H)*, tal que W,/? € Sq, para algtn g con 1 < g < co. Analiza-
mos la existencia de

min || X

XeMp
Teorema 6.2.1. Sea A € CR(H), W € L(H)*, Wy € L(H)*, tal que W,’? € S,
para algiin g con 1 < g < oo y sea B € L(H), tal que R(B) C R(A) + R(A)*w.
Entonces X1 € Mg es un minimo del Problema 6.7, es decir,

q,Wp- (67)

min || X
XeMp

si y solo si R(WpX1) € N(WA)*L.

aw, = 1 X1 llg,wa

Demostracién. Observar que, si X € Mp, usando (6.6), el Problema (6.7) tiene
minimo si y s6lo si existe

min ||Prx¢aswarZ + B’ ) 6.8
ZeL(H)H N(A*WA) llg.w, (6.8)

Entonces, por el Teorema 6.1.11 y la Proposicién 6.1.10, Z; € L(H) es un
minimo del Problema (6.8) si y s6lo si, Z; es tal que

PyaswayWa(Pyaswa)Z1 + B') =0, (6.9)
siy s6lo si Xy = Py(aswa)Z1 + B’ € Mp, es un minimo del Problema (6.7) y
PN(A*WA)W2X1 - O,
siy s6lo si R(W,X;) C N(A*WA)+ = N(WA)*. O

A continuacién, definiremos las WWs-inversas de A. En el contexto de
espacios de dimensién finita, dichas inversas son llamadas las inversas de
minima seminorma de cuadrados minimos [73, 66].
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Definicién. Dados A € CR(H), B€ L(H) y W,W, € L(H)", X; € L(H) es
una WW;-inversa de A en R(B), si X; es una W-inversa de A en R(B) y para
cada x € H, X;x tiene minima W5-seminorma entre las W-LSS de Az = Bx, es
decir

| X1x||w, < ||ullw,, paracada x € H y para cada u W-LSS de Az = Bx.

Cuando B = I, Xj se llama WW,-inversa de A, ver [20].

Proposicion 6.2.2. Sea A € CR(H), B € L(H) y W,W, € L(H)™", tal que
w2 € Sq para algiin g, con 1 < g < oo. Supongamos que R(B) C R(A) +
R(A)*w, entonces Xy realiza el minimo del Problema (6.7), es decir, X1 € Mg es tal
que

Lot [1Xllgwe = 1 Xallg e

si y sélo si Xy es una WWh-inversa de A en R(B).

Demostracion. Supongamos que X; es una WW,-inversa de A en R(B), en-
tonces como X; es una W-inversa de A en R(B), por la Proposicién 6.1.10,
tenemos que X; € Mp. Por otra parte,

| X1x||w, < ||ullw,, paracada x € H y para cada u W-LSS de Az = Bx.
Sea X € Mp, entonces por la Proposicion 6.1.10 y el Corolario 4.2.4,
X=B+1L,

donde R(L) C N(A*WA). Sea x € H, entonces por el Teorema 4.2.1, Xx es
una W-LSS de Az = Bx, para cada X € Mp y para cada x € H. Entonces

| X1x||w, < ||Xx|/w,, paracada x € H y para cada X € Mg,

por lo tanto X7 WXy = Xm%’[l X*W,X. Finalmente, como Wzl/ 2 ¢ S; para algan
cMp

g, con 1 < g < oo, usando la Proposicién 3.1.15, se concluye que

! X — X .
i (X, = 1%

Reciprocamente, si X; € Mp es tal que

i 1X e = 1% g
por la Proposicién 6.1.10, X; es una W-inversa de A en R(B). Por otra parte,
por el Teorema 6.2.1, tenemos R(W,X;) C N(WA)*.
Sea x € H, entonces por el Teorema 4.2.1, cualquier W-LSS de Az = Bx, se
puede escribir como
u=Xyx+h,



6.2 Solucién de norma minima

con h € N(A*WA). Por lo tanto
lully, = (Wau,u) = (Wa(Xax +h), X1x +h) =

= <W2X1x, X1X> + <W2]’l,h> Z <W2X1x,X1x> = ||X1X||W2,

para cada x € H, donde usamos R(W,X;) C N(A*WA)+. Luego X; es una
WW,-inversa de A en R(B). O

En esta seccion, estudiamos también, el siguiente problema de interés, que
esta relacionado con el Problema (6.7): dados A € CR(H), W,W, € L(H)ty
B € L(H), analizar la existencia de

min X*WhX, (6.10)
XeMp

donde el orden es el inducido por el cono de operadores positivos de L(H).

Teorema 6.2.3. Sea A € CR(H), W,W, € L(H)",y B € L(H), tal que R(B) C
R(A) + R(A)'w. Entonces X1 € Mg es un minimo del Problema (6.10), es decir,

X*W X1 = min X*W X
177241 XE%VIB 2
St y sélo si R(WzXl) - N(WA)J‘.

Demostracién. Observar que, si X € Mp, usando (6.6), el Problema (6.10) tiene
minimo si y s6lo existe

in (Pry(oa+ Z + B"Y* Wy (P o+ Z+ B, 6.
Z?LZ&)( N(awA)Z + BY)"Wa(Py(awa)Z + B) (6.11)

donde el orden es el inducido por el cono de operadores positivos de L(H ).
Entonces, con argumentos similares a los usados en la prueba del Teorema 6.2.1,
se concluye que X; es un minimo del Problema (6.10) si y s6lo si R(W,X7) C
N(A*WA)L = N(WA)*. O

621 CasoB=1

A continuacién, caracterizaremos los operadores que minimizan el Problema
(6.7) para el caso B = I (o para el caso en que el operador B es sobreyectivo).
En este caso, notamos M; = M.

Teorema 6.2.4. Sea A € CR(H) y W, Wy € L(H)", tal que W}/? € S, para algiin
g, con 1 < q < oo. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1. Los pares (W,R(A)) y (Wp, N(WA)) son compatibles,

2. el Problema (6.7) tiene minimo, es decir, existe X1 € M tal que

g 1Kl = 1%l
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3. el operador A admite una WW-inversa.

Demostracion.

1. = 2.: Dado que el par (W,R(A)) es compatible, por el Teorema 4.1.3 y
la Proposicion 4.2.3, existe D € L(#) una solucion de la ecuacion A*W(AX —
I) = 0y dado que el par (W,, N(WA)) es compatible, sea T, € P(W,, N(WA)).

Definamos

X, = (I-Th)A'Ty,

con T; = AD. Entonces
A*WAX, = A*WAATAD — A*WAT,ATT, = A*WAD = A*W,

donde usamos R(T,) = N(WA). Por lo tanto, X; € M.
Finalmente, tenemos que

R(WrX1) = WoR(X;) € WoR(I — T) € Wo[R(WoTr) ] =

W2[(WoN(WA))H] = Wa[ Wy (N(WA)H)] © N(WA)S,

donde usamos R(T;) = N(WA) y ya que WoT, = T, W, y TZ2 = T, tenemos
R(I — T) € R(W,T)*. Por lo tanto por el Teorema 6.2.1,

min || X

=||X
XGMB quZ H 1

q.Wa-

2. = 3. : Se sigue de la Proposicién 6.2.2

3. = 1.: Sea X; una WWs-inversa de A, entonces X; es una W-inversa de
Ay por el Teorema 4.2.3, tenemos que H = R(A) + R(A)*W, luego por el
Teorema 4.1.3, el par (W, R(A)) es compatible.

Por otro lado, si definimos N/ = R(A)*W N R(A), tenemos que H =
R(A) + (R(A)*" & N') y la proyeccién oblicua Q = Priayriaywen esté
bien definida.

Dado x € H, sea u, = ATQx, luego para cada z € H, uy + PN(WA)Z, es
una W-LSS de Az = x. De hecho, A*WA(uy + Pywa)z) = A*WAATQx =
A*WQx = A*Wx y por el Teorema 4.2.1 obtenemos la conclusién. Por lo tanto,
dado que X; es una WiV,-inversa de A, tenemos que

[ X1x|lw, = Q&’}H”x + Pnowa)zllw,- (6.12)

Observar que, dado que X; es una W-inversa de A, por el Teorema 4.2.3,
X; es una solucion de la ecuacién A*W(AX —I) = 0. Por lo tanto, existe
zy € N(WA) tal que X1x = uy +2zx = uy + Py(wa)zx. Volviendo a (6.12),
tenemos que

[ux + Pyowayzxllw, = Zgg””x + Pnwayzliw,-

Por lo tanto zy es una W»-LSS de Pywa)z = —ux.
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Observar que {uy: x € H} = {ATQx : x € H} = R(ATQ) = ATR(A) =
N(A)*. Més atn, dado que N(A) C N(WA), la ecuacién Pywayz = —y,
admite una solucién exacta (la cual es también una W,-LSS) para cada x €
N(A). Por lo tanto, la ecuacién Py(wa)z = —uy admite una W,-LSS para cada
x € H, entonces por el Teorema 4.2.2, el par (W,, N(WA)) es compatible. [

Proposicién 6.2.5. Sea A € CR(H) y W, W, € L(H)™. Supongamos que el par
(W, R(A)) es compatible, entonces si X1 es una WW-inversa de A, entonces X es
un W-inversa de A y A es una Wy-inversa de X;.

Demostracion. Si X; € L(H) es una WW,-inversa de A, entonces X; es una
W —inversa de A y por la Proposiciéon 6.1.10, X; cumple que

A*WAX, = A*W,

es decir
WAX; = (AX1)*WAX; >0,

por lo tanto AX; es W-autoadjunto. Entonces
WA = (AX;)*WA = WAX; A,

entonces tenemos
A*WA = A*IWWAX A,

6 equivalentemente R(I — X;A) C N(A*WA). Por lo tanto, para cada x € H,
por el Teorema 4.2.1, se sigue que

u=Xyx+ (I —X1A)h, paracadah € H,

es una W-LSS de Az = x.
Dado que X; es una WW;-inversa de A, tenemos que

| X1x||w, < || Xix+ (I — X1A)h||w,, paracadax, h € H,
6 equivalentemente
IWA/2X x| < [|[W3/(Xqx + (I — X1 A)h)||, para cada x, I € H,

por lo tanto

(WoXix, (I — X1A)h) =0, paracada x, h € H,

XiW, = XiWsa X1 A,

y A es una Wh-inversa de Xj. O
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6.3 SOLUCIONES DE CUADRADOS MINIMOS CON PESO DE LA ECUACION
AXB-c=0

En lo que sigue, el simbolo T~ representa una inversa interna arbitraria de
TeL(H), esdecir T~ : D(T~) CH — H, con D(T™), el dominio de T, el
cual cumple R(T) C D(T") y

TT"T=T.

Tener en cuenta que en general T~ ¢ L(H), (ver Seccién 2.1.3, para generalida-
des de operadores no acotados). De hecho, dada T € L(#) existe una inversa
internade T, T~, tal que T~ € L(H), siy s6lo si T tiene rango cerrado [67]. Si
ademads, T~ verifica

T"TT =T,
entonces T~ se denomina una inversa generalizada de T, ver Seccién 2.1.4.
Mas atn, existe una tinica inversa generalizada que ademads verifica

(TT™)* =TT~

y
(T"T)* =TT,

la cual llamamos inversa generalizada de Moore-Penrose de T y denotamos
como T'. Por lo tanto, T" es la tinica inversa generalizada de T tal que

T'T = Perrny y TT' = Pri

(T*) R(T) |R(T)@R(T)i'

Siguiendo [7], daremos condiciones suficientes y necesarias para la existencia
de solucién de la ecuacion AXB —C =0, con A, B,C € L(H), y alguno de los
operadores A, B, C con rango cerrado.

Teorema 6.3.1. Sea A,B,C € L(H). Si R(A),R(B) 6 R(C) es cerrado, entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. La ecuacion AXB — C = 0 admite solucion,

2. AATCB™ B — C = 0, para toda inversa interna A~, B~ de A y B respectiva-
mente,

3. R(C) € R(A) y R(C*) € R(B").

Si alguna de estas condiciones ocurre, la solucion general de la ecuacion AXB — C =0
es

X=ACB +L—A ALBB™, (6.13)

para L € L(*H) arbitrario.
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Demostracién. 1. = 2. Primero, notar que si T~ es una inversa interna de
T € L(H) entonces (TT~)? =TT~ con R(TT~) = R(T) y (T~ T)> =TT con
N(T~T) = N(T). Ahora, si la ecuacion AXB — C = 0 tiene solucién, entonces
R(C) CR(A)y N(B) C N(C). Por lo tanto, es inmediato ver que AA~CB™ B —
C = 0, para toda inversa interna A~, B~ de A y B respectivamente.

2. = 3. Trivial.

3. = 1. Si R(C*) C R(B*) entonces, por el Teorema de Douglas 2.1.1, existe
D € L(#H) tal que B*D = C* y N(D) = N(C¥) 6, equivalentemente, R(D*) =
R(C). Entonces, R(D*) € R(A). Por lo tanto, si R(A) 6 R(C) es cerrado,
entonces R(D*) C R(A). Por lo tanto, como R(D*) C D(A') = R(A) @
R(A)*, tenemos que ATD* € L(H) y A(ATD*)B = th{(f})@R(A)iC = C.

Entonces la ecuacion AXB — C = 0 tiene solucion. Si R(B) es cerrado, se puede
hacer una prueba similar considerando la solucién reducida de Douglas de la
ecuacion AX = C.

Si alguna de las condiciones anteriores ocurre, es facil ver que la solucién de
la ecuacion AXB — C = 0 es de la forma (6.13). O

6.3.1 Resultados de minimizacion en el orden de operadores

En esta seccion, estamos interesados en estudiar el siguiente problema de
aproximacion de operadores: dados A,B € CR(H), Ce L(H),We L(H)ty
H:L(H) — L(H),

H(X) = (AXB—C)*W(AXB - C),
analizamos la existencia de

inf H(X), (6.14)
XeL(H)

con el orden inducido por el cono de operadores positivos en L(H).

En esta secciéon supondremos que B # 0, pues si B = 0 el problema a
estudiar resulta trivial.

Los resultados presentados en esta seccién fueron publicados en [17].

Fue probado en la Proposicién 6.1.8, que si A € CR(H), C € L(H) y
W € L(H)™", entonces

inf (A X-—C)"W(AX—-C) = C*W/R(A)C.
XeL(H)

Por lo tanto,
H(X) > C*W,g(a)C, para cada X € L(H). (6.15)

El siguiente resultado provee condiciones suficientes para la existencia del
infimo del Problema (6.14).
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Proposicién 6.3.2. Sea A,B € CR(H), C € L(H)y W € L(H)". Si N(B) C
N(A*WC) entonces el infimo del conjunto {H(X) : X € L(H)} existe y

XeL(H)

Demostracion. Supongamos que N(B) C N(A*WC). Luego, se puede verificar
que

H(X) = G(X) + C*WC — Py ). C"WCPy )1, (6.16)

El conjunto {G(X) : X € L(H)} siempre admite infimo. De hecho, sea
X € L(H), escribiendo W = W ,g(4) + Wg(4), se sigue que
= PN(B)J_C*W/R(A)CPN(B)J_ + (AXB — CPN(B)J-)*WR(A) (AXB — CPN(B)J-)
> Pr(p) C* W) r(4)CPn(B)L
pues R(A) € N(W,g(4)) (ver Corolario 5.1.7). Por lo tanto Py ). C*W,g(4)CPyp). €8

una cota inferior de G(X).
Si D > 0 es otra cota inferior de G(X), entonces

D < G(X), para cada X € L(H).
En particular,
D < Py (). C*E"WECPy 5,1,
donde E es cualquier proyeccion tal que N(E) = R(A). De hecho R((I —
E)CPy(p)1) € R(I—E) = N(E) = R(A) y R(Py ). C* (I = E)*) € R(Py(p)1) =
R(B*), entonces por el Teorema 6.3.1, existe Xo € L(#), tal que (I — E)CPyp). =
AXyB, es decir, (—E)CPN(B)L = AXoB — CPyp). . Entonces, por el Lema 6.1.7

D < inf{Pyp.C*E*WECPy ). : E* =E, N(E) = R(A)} =

Py y- C"WRr(4)CPy By -

Por lo tanto,

Pr () CW)r(a)CPypyr = inf G(X).
XeL(H)

Entonces, se sigue que el infimo de H(X) existe, mds atin
inf H(X)= inf G(X)+C'WC — PypC"WCPy gL
XeL(H) XeL(H)
== PN(B)lC*W/R(A)CPN(B)l + C*WC - PN(B)lC*WCPN(B)L
== C*WC - PN(B)LC*WR(A)CPN(B)L'
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Pero dado que N(B) C N(A*WC) y que N(Wg(4)) = N(A*W) (ver Obser-
vacion 5.1.11), tenemos que Wr(4)CPy(p) = 0.
Por lo tanto
il’lf H(X) = C*WC — PN(B)LC*WR(A)CPN(B)l
XeL(H)

]

Ahora damos un ejemplo donde el Problema (6.14) admite un infimo, pero
N(B) € N(A*WC), mostrando que la condiciéon en la Proposicién 6.3.2 no es
necesaria.

Ejemplo 1. Sea H = C>, W=1,A=C = [(1) 8] y B = [g (1)] . Observar

que N(B) £ N(A*WC).
Sea X = |* Y| € €2%2, donde x, y,z,w € C. Entonces

z w
-1 x

0
Sea u,v € C entonces se puede verificar que

AXB—-C =

,yfﬂx):(AXB—cy%AXB—C):[j; f;].

((AXB — C)*(AXB — C)(u,v), (u,v)) = |u — xv|?.

Dado que para cualquier u € C y para cualquier v € C \ {0} existe x € C tal
que u — xv = 0, se sigue que

inf H(X)=0.
XeL(H)

Ahora damos condiciones equivalentes para la existencia del minimo del
Problema (6.14).

Teorema 6.3.3. Sea A,B € CR(H), C € L(H) y W € L(H)™". Entonces las
siguientes son equivalentes:

1. El Problema (6.14) alcanza un minimo, es decir, existe Xo € L(H) tal que

in H(X) = H(Xp), 6.
i (X) = H(Xo) (6.17)

2. R(C) C R(A)+ R(A)*w y N(B) C N(A*WC),
3. la ecuacion normal
A*W(AXB—-C) =0, (6.18)

admite una solucion.
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Si alguna de estas condiciones ocurre, entonces

n H(X)=C'W C.
X?Ll{;{) (X) /R(A)

Mds aiin, el operador Xy € L(H) satisface

in H(X) = H(Xp),
i (X) (Xo)

si y sélo si XoB es una W-inversa de A en R(C).

Demostracién. 1. = 2. Supongamos que H(X) tiene un elemento minimo. Sea
Xo € L(H) tal que

H(Xy) < H(X), para cada X € L(H),
6 equivalentemente
I(AXoB — C)x|lw < ||(AXB — C)x||w, para cada X € L(H) y cada x € H.

Si x ¢ N(B) entonces y = Bx # 0,y dado z € H, existe X € L(H) tal que
z = Xy. Por lo tanto

|AXoBx — Cx||w < ||Az — Cx||w, para cada z € H.
Entonces XoBx es una W-LSS de Az = Cx, y por el Teorema 4.2.1
C(H\ N(B)) C R(A) + R(A)*w.
Observar que dado que H \ N(B) es un conjunto abierto no vacio, y que
H\N(B) C C'(R(A) +R(A)"™),

el subespacio C~'(R(A) + R(A)*W) tiene interior no vacio , por lo tanto por
la Proposicién A.1.1,

H =C Y (R(A) + R(A)W),

entonces,
R(C) C R(A) + R(A)*w.

Observar también, que el interior de N(B) C H es vacio entonces, por la
Proposicién A.1.1, el conjunto H \ N(B) es un subconjunto denso de . Por
lo tanto dado y € R(C), existe x € H tal que y = Cx, y existe una sucesién
{xn}n>1 C H\ N(B) tal que lim x, = x. Entonces

n—oo
|AXoBxy, — Cxy|lw < ||Az — Cxy||w, para cada z € H, y para cadan € N,

y tomando limite en ambos lados de la desigualdad, obtenemos

|AXoBx — Cx||w < ||Az — Cx||w, para cada x,z € H.
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Por lo tanto, G = XoB es una W-inversa de A en R(C) tal que GPy;p) =
XoBPy(p) = 0. Entonces por el Teorema 4.2.3, A*WC = A*WAG y multipli-
cando por Py gy obtenemos

y entonces N(B) C N(A*WC).
2. = 3.Si R(C) C R(A) + R(A)*W, por el Teorema 4.2.3, existe Xo € L(H)
una solucién de la ecuacién normal

A"W(AXy—C)=0. (6.19)
Dado que N(B) C N(A*WC), tenemos que
A"WC = A*WCPy(p) + A"WCPy (). = A"WCPy ()2,
entonces multiplicando (6.19) por Py ). se sigue que
A*W(AXoPy gy — CPy(p)1) = A*W(A(XoB")B—C) =0,

y entonces la ecuacion (6.18), admite una solucion.
3. = 1. Sea X( una solucién de la ecuacién normal (6.18), entonces por el
Teorema 4.2.3, Gy = XoB es una W-inversa de A en R(C), entonces tenemos

|AGox — Cx||lw < ||Az — Cx||w, para cada x,z € H.
Dado Y € L(H), tomar z = Yx, entonces
|AXoBx — Cx||w < ||AYx — Cx||w, paracada Y € L(H), y cada x € H.

En particular, si Y = XB, entonces

|(AXoB — C)x|lw < ||(AXB — C)x||w, para cada X € L(H), y cada x € H.

Y entonces
H(Xp) < H(X), para cada X € L(H).

Finalmente, X es el minimo del Problema (6.14), si y s6lo si Xy es una
solucion de la ecuacion (6.18), si y sélo si XoB es una W-inversa de A en R(C)
(ver Teorema 4.2.3). Por lo tanto, en este caso

H(Xo) = (AXoB — C)*"W(AXoB — C) = C*W/g(a)C,
donde usamos la Proposicién 6.1.10. Entonces

in H(X)=H(Xy) =C'W C.
X?LZ(Y;{) (X) (Xo) /R(A)
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Corolario 6.3.4. Sea A,B € CR(H), C € L(H) y W € L(H)". Si R(C) C
R(A) + R(A)*W y N(B) C N(A*WC), entonces las soluciones del Problema (6.17)
(6 de la ecuacion (6.18)) son

(A*WA)YA*WCB' + L — (A*WA)TA*WALBB",
para L € L(*H) arbitrario.
Demostracién. Dado que R(C) C R(A) + R(A)*w y N(B) C N(A*WC), por

el Teorema 6.3.3, el Problema 6.17 (6 la ecuacién (6.18)) admite una solucion.
Entonces, por el Teorema 6.3.1, obtenemos la conclusién. O

6.3.2  Resultados de minimizacién en S,

En esta secciéon estudiamos el problema de aproximacion siguiente: dados
A,B€CR(H),CeL(H)yW e L(H)* tal que W/2 € S, para algtin p con
1 < p < o, analizar la existencia de

min ||[AXB —Cl|,w, (6.20)
XeL(H)

donde || X, w = [W/2X]|,.
Observar que, de la ecuacién (6.15) y de la Proposicién 3.1.15, se sigue que

inf ||[AXB—-C
XeL(H)

1/2
pW > HW/R(A)C”P'

La proxima proposicion da condiciones suficientes para la existencia del
minimo del Problema (6.20).

Proposicién 6.3.5. Sea A,B € CR(H), C € L(H)y W € L(H)™, tal que W'/2 ¢
Sp, para algiin p con 1 < p < c0. Si

N(B) C N(A*WC) y R(C) C R(A) + R(A)",
entonces existe Xo € L(H) tal que

. B _ B _ lwl/2
X?LZ(T;-[)HAXB CHp,W = ||[AXoB CHp,W = HW/R(A)CHP,W'

Demostracion. Si N(B) € N(A*WC) y R(C) € R(A) + R(A)*w, por el Teo-

rema 6.3.3, existe Xo € L(H) tal que H(Xp) = XmLz(r;{)H(X) = C*W,g(a)C, es
e

decir
H(Xo) = C*W/g(a)C < H(X), para cada X € L(H).

Dado que W'/2 ¢ Sp, por la Proposicién 3.1.15 se sigue que

Wit a/Cllp = IW2(AXoB — C) |, =
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= ||AXoB — C|lpw < [|[AXB — C||,,w, para cada X € L(H),

entonces
; _ _ _ _ wl/2
i [AXB =l = [AXaB = Cllw = [WHE Clly
[
Observacion 6.3.6. Sea ||| - ||| una norma unitariamente invariante en un

ideal no nulo J de L(H). Dado W € L(H)* tal que W'/2 € 7. Si N(B) C
N(A*WC) y R(C) C R(A) + R(A)*w, por la Proposicién 3.1.15 y el Teorema
6.3.3, existe Xo € L(H) tal que

min ||AXB —C|lw = ||AXoB — Cllw = ||[WY/2, |||,
XEL(H)H lw = | AXo lw = IIW, k4 CllI

es decir, en este caso, el Problema (6.20) tiene minimo para cualquier norma
unitariamente invariante.

Lema 6.3.7. Sea A,B € CR(H), C € L(H) y W € L(H)", tal que W'/? € S,
para algiin p con 1 < p < oo y considerar F,(X) = ||[AXB — C||§,W. Entonces,
Xo € L(H) es un minimo global de F, si y sélo si Xo € L(H) es una solucién de

B[WY2(AXB — C)|P"'U*W/2A =0, (6.21)

donde WY/2(AXB — C) = U|WY2(AXB — C)| es la descomposicién polar del ope-
rador WY2(AXB — C), con U una isometria parcial con N(U) = N(WY2(AXB —

0)).

Demostracion. Observar que en la ecuacioén (6.21), U depende de X.

Supongamos que Xo € L(H) es un minimo de F,. Sea WY/2(AXoB — C) =
U|W'/2(AXoB — C)| la descomposicién polar del operador W'/2(AX,B — C),
con U una isometria parcial con N(U) = N(W'/2(AXyB — C)). Por el Teorema
3.2.7, F, tiene una derivada ¢—direccional para todo ¢ € [0,277). Entonces es
facil verificar que, paracada X, Y € L(H)y ¢ € [0,27),

DyFy(X,Y) = DyGp(W/?(AXB — C), W/2AYB),

donde G,(X) = ||X ||§. Por el Lema 3.2.4 y el Corolario 3.2.8, vale que, para

cada ¢ € [0,27)
0 < DyFy(Xo,Y) = p Re [?tr(J]WV2(AXoB — C)|P~'U*W'/2AYB)],
para cada Y € L(H). Considerando ¢ e Y adecuados, se sigue que

B|[WY/2(AXyB — C)|P"tU*W1/2A = 0.
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Reciprocamente, supongamos que Xy € L(H) es una solucién de (6.21),
entonces para cada ¢ € [0,271) e Y € L(H) tenemos

DyFy(Xo,Y) = 0.
Si Fy(Xo) =0 entonc1e5 Xo es un minimo de F,. Supongamos que F,(Xp) # 0
y sea f,(X) = F,(X)7, entonces
Dgfp(Xo,Y) =0, paracada Y € L(H),

donde usamos la regla de la cadena probada en la Proposicién 3.2.9.
Sea g»(X) = || X||,, entonces es facil ver que para cada Y € L(*), tenemos

0 = Dy fp(Xo, & (=Y + X))

— D(ng(wl/Z(AXOB _ C), Wl/ZAei(ﬂ_¢)(_Y+ X())B +ei(n—(p)wl/2c . ei(n—zp)wl/ZC)
= Dypgp(WY2(AXoB — C), e/ " PIWY2(AYB — C) + "I W/2(AX,B — C)).

Por otra parte, observar que por la prueba del Lema 3.2.4, para cada X €
L(H), tenemos que
Dygp(X, e TX) = — || X]l,.

Entonces
IW'/2(AXoB — C)llp = —Dyggp(W'/*(AXoB — C), e " PWI2(AXB — C))+

+D4>gP(W1/2(AX0B —Q), _oilr—¢) WY2(AYB —C) + ei(nfgb)wl/Z(AXOB —Q)
8o (WY2(AXB — C), e (" WV/2(AXoB — C))+
+D¢gp(W1/2(AXOB C),e ~PW2(AX,B — C))
+Dygp(WY2(AXoB — C), —e ™ 9)W/2(AYB — C))
= Dygp(W'/?(AXoB - C), —el(”_4’)W1/2(AYB — Q)
< || — e TPWY2(AYB — C)||, = |[WY2(AYB — C)||,, paracada Y € L(H),

donde usamos propiedades de Dygp, probadas en la Proposicién 3.2.3. En-
tonces Xy is un minimo global de f;,, 6 equivalentemente, Xy es un minimo
global de Fj. O

La siguiente observacién es una forma alternativa de expresar el lema
anterior.

Observacién 6.3.8. Sea A,B € CR(H), C € L(H) y W € L(H)™", tal que
W12 ¢ Sp, para algtn p con 1 < p < co. Siguiendo los mismos argumentos
que en [15, Teorema 1], se puede probar que existe Xy € L(#) tal que

XmLm |AXB —Cl[,w = [|[AXoB — C||,,w,



6.3 Soluciones de cuadrados minimos con peso de la ecuacién AXB-C= 0

si 'y s6lo si X es solucién de la siguiente ecuacion

W1/2AXoB = WY2C + Q,, (6.22)

1
donde Qp = UpQ} ', con Q; = Ly — (A*WY/2)~(A*W1/2) L B*(B*) | y
Ly — (AW~ (A*WY2) L1 B*(B*) ™ = UpQy,

la descomposicién polar del operador L — (A*W'/2)~(A*W'/2)L;B*(B*)~,
donde (B*)~ € L(H) es una inversa interna de B* y

(A*WV2)= : D((A*W1/2)=) C H — H, con R(A*W'/2) C D((A*W'/2)") es
una inversa interna de A*W1/2,

Suponiendo que N(B) C N(A*WC), es posible probar la reciproca de la
Proposicién 6.3.5.

Teorema 6.3.9. Sea A,B € CR(H),C € L(H)y W € L(H)*, tal que WY/2 € S,,
para algiin p con 1 < p < co y N(B) C N(A*WC). Entonces las siguientes son
equivalentes:

1. Existe Xo € L(H) tal que

min ||AXB —C = ||AXoB - C ,
i | lpw = 1AX0B = Cll,w

2. la ecuacion normal
A*W(AXB—-C) =0, (6.23)
admite una solucion.
3. R(C) € R(A) +R(A)4,
4. existe Xo € L(H) tal que

min (AXB—C)*W(AXB—C) = (AXyB—C)*"W(AXyB —C).
XeL(H)

En este caso,

; _ _ 1/2
Xglg{)HAXB CHp,W - HW/R(A)C”P'

Mds aiin, X € L(*H) satisface
|4X0B = Cll,w = IW2, Cll,

si y sélo si X es como en el Corolario 6.3.4.
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Demostracion. 1. = 2. Paral < p < oo, considerar F, : S, — R¥,
Fy(X) = |[WY2(AXB - C) |5

Por el Teorema 3.2.7, F, tiene una derivada ¢—direccional para todo ¢ € [0,27).
Entonces es facil verificar que, paracada X, Y € L(H) y ¢ € [0,27),

DyFy(X,Y) = DypGp(W/?(AXB — C), W/2AYB),

donde G,(X) = || X][5.
Supongamos que existe Xo € L(?), un minimo global de ||[AXB — C||, w-
Entonces X es un minimo de F, y, por el Lema 3.2.4, tenemos

inf (DgFy(Xo,Y)) >0, paracada Y € L(H).
0<¢p<2m

Sea W'/2(AXoB — C) = U|W2(AXB — C)| la descomposicién polar del ope-
rador W/2(AX(B — C), con U una isometrfa parcial con N(U) = N(W'/2(AXoB —
C)), P = Pywi2(axys—c)) Y Q = Pn(wi/2(ax,8—c))):

Si p =1, por el Corolario 3.2.14, vale para cada ¢ € [0,27)
0 < DyFi(Xo,Y) = Re [etr(U*W'/2AYB)] + || QW!/2AYBP||;, para cada Y € L(H).
Considerando un ¢ adecuado para cada Y € L(# ), obtenemos
tr(U*W/2AYB)| < |QW'Y2AYBP||;, para cada Y € L(H),
6 equivalentemente
tr(L*WY/2AZ)| < |QWY/2AZP||;, para cada Z € L(H), con N(B) C N(Z).

Observar que R(Q) = N(U*) y R(P) = N(U), por lo tanto U*Q = PU* = 0.
También, observar que dado que N(B) C N(A*WC), tenemos que

N(B) C N(A*W(AXoB —C)(I —P)).
Sea Y € L(H) entonces
tr(UFWY2AYA*W(AXoB —C))| = |tr((I — PYU*WY2AYA*W(AXoB —C))| =

— |tr(U*WY2AYA*W(AXoB — C)(I — P))| <
IQWY2AYA*W(AXoB — C)(I — P)P|; =0,
donde usamos N(B) C N(YA*W(AXoB — C)(I — P)). Entonces

tr(L*WY2AYA*W(AXB — C)) = tr(A*W(AXoB — C)U*W'2AY) =0,
para cada Y € L(H). Por lo tanto
A*W(AXoB — C)U'W'2A = A*WY2U|WY/2(AXB — C)|U*W/2A = 0.
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Entonces
[W'2(AXB — O)|'2U*W'/2A =,

(o

IWY/2(AXyB — C)|U*W'2A = (AXoB — C)*WA =0,
6 equivalentemente
A*W(AXoB —C) = 0.
Sil < p < oo, porel Lema 6.3.7,
B|[WY/2(AXyB — C)|P"tU*W1/2A = 0.
Observar que, dado que N(B) C N(A*WC), tenemos que
N(B) C N(A*W(AXoB — C)) = N(A*WY2U|W'Y2(AXyB — C)|). (6.24)

Por otra parte, tenemos

R(IW'2(AXoB — C)|P~'U*W'/2A) C N(B),
y de (6.24) tenemos que

A*WY2U W2 (AXB — C)||WY2(AXoB — C) [P U W'/2A =
A*WY2UIWY2(AXB — C)|PU*W/2A = 0.

Entonces
A*WY2UIWY2(AXgB — C)|PU*W/2A =

= AWY2U|WY2(AXyB — C)|P/2|[W2(AXyB — C)|P/2U*W/2A = 0.

Por lo tanto

IWY2(AXoB — C)|P2U* W2 A =0,
y dado que, por la Proposicién A.2.3, N(|[W/2(AXoB —C)|") = N(|WV2(AX,B —
C)|°), para s, t > 0, tenemos que
IW2(AXyB — C)|U*W'Y2A = (AXoB — C)*WA =0,
6 equivalentemente
A*W(AX,B — C) = 0.

2. = 3. Ver Teorema 4.2.3.
3. = 4. Se sigue del Teorema 6.3.3.
4. = 1. Ver la prueba de la Proposicién 6.3.5.

Finalmente, Xy € L(H) es tal que Xnéig{)HAXB —Cllpw = [|[AXoB — C||p,w,
€

siy s6lo si Xy es una solucién de la ecuacién normal (6.23), y entonces X es
como en el Corolario 6.3.4 y por el Teorema 6.3.3 y la Proposicién 3.1.15

. . _ . _ 1/2
i [IAXB = Clyw = [ AX0B = Cllyp = W}l
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O

Observar que la ecuacion A*W(AXB — C) = 0 admite una solucion, si y
solo si la ecuacion A*W(AXB — C)B* = 0 admite una solucién y N(B) C
N(A*WC). Entonces cuando la ecuacién A*W(AXB — C) = 0 admite una
solucion, el conjunto de soluciénes de A*W(AXB — C) = 0y de la ecuacién
A*W(AXB — C)B* = 0 coinciden.

Observar ademads, que si N(B) C N(A*WC) entonces R(C) C R(A) +
R(A)*w siy sélo si R(CB*) € R(A) + R(A)*w

Cuando p = 2, es posible caracterizar la existencia del minimo del Problema
(6.20) sin hipétesis adicionales.

Teorema 6.3.10. Sea A, B € CR(H), C € L(H)yW € L(H)™, tal que W'/2 € S,.
Entonces las siguientes son equivalentes:

1. Existe el minimo del Problema (6.20) para p = 2, es decir, existe Xo € L(H)
tal que
XmLG |AXB — Cllow = ||AX0oB — Cllo,w,

2. la ecuacién normal
A*W(AXB —-C)B* =0, (6.25)
admite solucion.
3. R(CB*) C R(A) + R(A)*w
En este caso,

x’enf" IAXB = Cllow = W) i 4)CPr(p)- + W'2CPy () l2-

Mds aiin, Xy € L(H) satisface

|AXoB — Cllo,w = ||Wl/2 CPypy: + Wl/ZCPN(B)“Z’

(4)
si y solo si Xo = (A*WA)TA*WCPy ). B' + L — (A*WA)'A*WALBB", para
L € L(H) arbitrario.

Demostracion. 1. < 2. Se sigue del Lema 6.3.7.
2.4 3. R(CPyp).) = R(CB*) € R(A) + R(A)™W y N(B) C N(A*WCPy 4p).)
si y s6lo si (por el Teorema 6.3.3), existe solucién de la ecuaciéon

A"W(AXB — CPypy) =0, (6.26)
si y s6lo si, existe soluciéon de la ecuacion

A*W(AXB — C)B* = 0.
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Finalmente, Xy € L(H) es el minimo del Problema (6.20) para p = 2,siy
sOlo si X es solucién de la ecuacién normal (6.25) (6 equivalentemente es
solucion de la ecuacion (6.26)). Por el Teorema 6.3.3 y la Proposicién 3.1.15,
tenemos que

X;ean |AXB — CPypy: [law = | AXoB = CPy - llow = ||w1/2 \CPy gy 2.

Entonces, como
IAXB — Cllow = [|[W'?(AXB — CPy(): — CPy(p))|l2,
y W1/2CPN(B)(W1/2(AXB — CPy(py1))" = 0, tenemos que

|AXB — Cl5y = |[AXB — CPy gy l5w + |ICPxs) 13

Entonces

X?Lm |AXB — C||2w—Xm1” |AXB — CPy(p i||2W+||CPN ||%,W:

— [[W) 2 4 CPypy1 B+ [W2CPy ) 13 = W)

(4) (4)
donde usamos que Wl/ZCPN(B) (W}I/QZ(A)CPN(B)L)* = 0. Por lo tanto, tenemos
que

CPN(B)L + WI/ZCPN(B) ||%,

in, 1AXB = Cllow = IW)ia)CPr(s)- + W 2CP(p) 2

Finalmente, X, € L(H) satisface
|AXoB — Cllaw = ||w1/2 \CPy(s Jo+ WY2CPy g 12,

si y sOlo si es soluciéon de la ecuaciéon normal (6.25) (6 equivalentemente
es soluciéon de la ecuacién (6.26)), entonces por el Teorema 6.3.1, Xy =
(A*WA)TA*WCPy ). B + L — (A*WA)TA*WALBB', para L € L(H) arbi-
trario.

O

La existencia de solucién del Problema (6.17) implica la existencia de solu-
cién del Problema (6.20), pero el Ejemplo 2 muestra que la reciproca no es
verdad. Notar que en este caso N(B) € N(A*WC), entonces el Problema
(6.17) no admite minimo. Este ejemplo, muestra también que, en general, para
1 < p < o0 un minimo global de F,, : 5§, — R,

Fy(X) = [|AXB —C||
no necesariamente es una solucion de la ecuacién normal
A*W(AXB—-C)B* =0,

lo que contradice [63, Teorema 4.1], donde se afirma que Xy € L(H) es

un minimo de F, si y s6lo si Xy es una solucién de la ecuacién normal
A*W(AXB - C)B* =0.
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1 0

Ejemplo 2. Sea H = C2, W = I, la matriz identidad, A = Lo

az —1 1 0 -1 0
B = C = ,cona,p>1.
(az -1 ) y (O al’21) ( 0 1 P

Sea Xy = |, entonces es facil verificar que AXyB = 0, por lo tanto

1
0
B|AXoB—C|F""U*A =B|C|P""U*A =B 0 2 A=0,
a
es decir, en virtud del Lema 6.3.7, Xy es un minimo global de F,.
Por otra parte,

0 art 10

B(AXoB —C)"A = —BC"A = —B (‘1 02 )A:wz_aﬁ) (1 0) #0,

para cada p # 2. Entonces para p # 2, se sigue que Xy es un minimo global
de F, pero no es una solucién de la ecuacién normal A*W(AXB — C)B* = 0.

Por otro lado, el Ejemplo 3 muestra que en general una solucién de la
ecuacién normal A*W(AXB — C)B* = 0, no necesariamente es un minimo
global de F,, para2 < p < oo, con p # 2. Observar que en [63, Teorema 4.1],
se muestra que tampoco una solucién de la ecuacién normal A*W(AXB —
C)B* = 0, era necesariamente un minimo global de F,, paral < p < 2.

Ejemplo3.Sea7-[:C2,W:I,A:B:[1 1]yC:E . Sea

11
Xo € L(H) y sea AXoB—C = |AXpB — C|U, la descomposicién polar de

AXoB — C. Se puede verificar que Xy = (1) (1) , €s una solucién de

0 = B|AXoB — C|U*A = B(AXoB — C)* A.
De hecho, si definimos Zy = AXyB — C entonces Z; = (AXoB - C)* =

1 1
1 -3 )"
B(AXOB_Q*A:(l 1) (1 ! ) (1 1)20.
11 1 -3 11

Sea Yy = (AXoB — C)*(AXoB — C) = 22 ;j ) , entonces |Zg| = Y;/?

y se puede verificar que Yy se puede diagonalizar de la siguiente manera

Yy = VDV,
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con

o <2+\/§ 2—\/5>,D: <M 0 )
1 1 0 Ay

conA; =6—-2v5, Ay =6+25, y

pi_ L[ V5 5-25
10\ -5 5+2v5 )

Sea p > 2, entonces
B|AXoB — C|P~'U*A = B|AXB — C|P72|AX(B — C|U*A =
= B|AX(B — C|P72(AXoB — C)*A = B|Zo|P7%(Zy)*A =
r—2 P2
=BY,? Z,A=BVD 7 V' IZ} A.

Se puede verificar que

— <3+\@ 3—\/§>

3+v5 3-5
y
V‘1Z(§A:1 3v5-5 3V5-5 '
5\ -3/5-5 -3/5-5

Entonces, si = £, tenemos que
B2 1o
BVD T V1Z}A =
1 (3+v5 3-5 A0 3V5-5 3V5-5
5\3++v5 35 0 A -3v5-5 -3v5-5
q q q
_ 45 (Al—Ag Al—)tz)
q q q )
5 Al_AZ Al_)\g

Entonces
q q q q
%<A37_)\021 /\1_/\2>:0
q q /
5 /\1 - /\2 /\1 - /\2

siysolosiA] =Al, siysélosig=06p=2.

95



96

PROBLEMAS DE CUADRADOS MINIMOS CON OPERADORES

64 APLICACIONES DEL OPERADOR DE SHORTED

A continuacién veremos aplicaciones y conclusiones que se desprenden de las
secciones anteriores y prestaremos especial atencion al operador B*W ,g(4)B,
el cual aparece naturalmente cuando estudiamos el Problema (6.4). Més pre-
cisamente, vimos que si R(B) C R(A) + R(A)*", existe Xy € L(H), tal que si
A€CR(H),BeEL(H),WeL(H)"yG:L(H)— L(H),

G(X) = (AX — B)*W(AX — B),
entonces

m G(X)=G(Xp) = B*W B. 6.
{2l 000 = 00 = ¥ Wini ©

Estudiaremos cuando el operador B*W,4)B es efectivamente un operador
de shorted y analizaremos resultados que se desprenden de este hecho.

Proposicién 6.4.1. Sea A € CR(H), B € L(H) y W € L(H)™", entonces
inf{G(X): XeL(H)} =inf{(Y—B)*W(Y—B):Y € L(H), R(Y) CR(A)} =
— inf{(EB)*W(EB) : E2 = E, N(E) = R(A)} = B*W,(4)B.

Demostracion. SeaR ={Z =B—-AX:X€L(H)}, S={Z=B-Y:Y ¢
L(H), R(Y) C R(A)}, T=1{Z = EB: E> = E, N(E) = R(A)}. Entonces
T C S C R.Dehecho,si Z € T, entonces Z = EB,y N(E) = R(I — E) = R(A).

Sea V = (I — E)B entonces R(V) = R((I—E)B) C R(A),y Z = EB =
—(V—=B) € S, por lo tanto T C S. Por otro lado, sea Z € S, entonces Z =
B—Y, R(Y) C R(A), entonces Y = AA'Y, por lo tanto Z = B — A(ATY) € R,
entonces S C R. Entonces tenemos

B*W,ga)B=inf{G(X): X € L(H)} =infzerZ*'WZ <infzesZ*WZ =

=inf{(Y—-B)*W(Y—-B):Y e L(H), R(Y) CR(A)} <infzerZ*WZ =
= inf{(EB)*W(EB) : E*=E, N(E) = R(A)} = B*W,g(4)B,
donde usamos el Lema 6.1.7 y la Proposiciéon 6.1.8. O

Las siguientes observaciones resultan de aplicar el Lema 6.1.7, la Proposiciéon
6.1.8 y la proposicién anterior.

Observacién 6.4.2. Sea A € CR(H),B € L(H),W € L(H)" y M = B}(R(A)).
Entonces
Q={Z=BPyX-B:XeL(H)}CSCR.

De hecho, tomando Y = BP,X, tenemos que R(Y) C R(A) y Q C S.
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Observacién 6.4.3. Sea A € CR(H),B € L(H),W € L(H)" y M = B }(R(A)).

Entonces
B*WB,p = inf{(PyX —I)*"B*"WB(PyX —1): X€ L(H)} =
=inf{(BPyX —B)*W(BPyX —B): Xe€L(H)} =
= infzeQZ"WZ > infycsZ"WZ = B*W/R(A)B.

El siguiente teorema, permite establecer que si B es de rango cerrado y
S C M es un subespacio cerrado, entonces el operador B*W,p)~sB es efecti-
vamente un operador de shorted.

Teorema 6.4.4. Sea B € CR(H), W € L(H)™ y S un subespacio cerrado, entonces
B*WB/B—l(S) - B*W/R(B)QSB'

Demostracion.
B*WB/BA(S) = inf{(PBfl(S)X— I)*B*WB((PBA(S)X— I): XeL(H)} =

= inf{(BPy 15X — B)*W(BPg 15X — B) : X € L(H)} = B"W,g(p)nsB,
donde usamos la Proposicion 6.1.8 y el hecho que R(BPg-1(s5)) = BR(Pg-15)) =
BB~1(S) = R(B) NS, que es un subespacio cerrado. O

Corolario 6.4.5. Sea A,B € CR(H), W € L(H)™, entonces
B*WB, g-1(r(a)) = B"W/r(B)nr(4)B-

Corolario 6.4.6. Sea A € CR(H),B € L(H) tal que R(A) CR(B)y W € L(H)™,
entonces
B*WB/Bfl(R(A)) — B*W/R(A)B

Demostracion. Siguiendo la prueba del Teorema 6.4.4, obtenemos la conclusién.
O

Propiedades del operador B*W /g(4)B

A continuacién estudiaremos algunas propiedades del operador B*W (4B, el
cual por las observaciones anteriores, es efectivamente un operador de shorted
si por ejemplo A € CR(H) y B € L(H) tal que R(A) C R(B)y W € L(H)*.
Cuando R(B) C R(A) + R(A)*W, las propiedades que veremos a continuacién,
son las que se esperarian del operador B*W, (4B, si fuese efectivamente un
operador de shorted, ver Capitulo 5.

Proposicion 6.4.7. Sea A € CR(H), B € L(H) y W € L(H)". Si R(B) C
R(A) + R(A)*w, entonces existe un operador Z € L(H) tal que

Z*WZ = B*WZ = B*W,(4)B.
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Demostracién. R(B) C R(A) + R(A)*W siy sélo si RLA*WB) C R(A*WA).
Sea (A*WA)" : D((A*WA)") = R(A*WA) + R(A*WA)* C H — H, la

inversa de Moore Penrose de A*WA.
Entonces V = (A*WA)T(A*WB) € L(H).
Sea Z = B— AV € L(H), entonces

Z*WZ = (B* — V*A*)WZ = B*WZ — V*A*W(B — AV) =
= B*WZ — V*A*WB + V*A*WAV =

= B*WZ — V*A*WB + V*A*WA(A*WA) (A*WB) =

= B*WZ — V* A"WB + V" Py A"WB =

=B*"WZ - V*A*WB+ V*A*WB = B*WZ.
Finalmente, como

A*W(AV — B) = A*WA(A*WA)"(A*WB) — A*WB =

WA*WB — A"WB =0,
por la Proposicién 6.1.10, tenemos que

G(V) = (B~ AV)"W(B — AV) = Z*WZ = B*W g(4)B.

O

Observacion 6.4.8. Sea A € CR(H), B € L(H) y W € L(H)™. Si existe un
operador Z € L(H) tal que Z*WZ = B*WZ, entonces

R(B) C R(Z) + R(Z)*w.

De hecho, como Z es tal que Z*W(B — Z) = 0, entonces R(B—Z) C
N(Z*W) = W YN(Z*)) = W H(R(Z)*) = R(Z)'W. Sea x € H, entonces
Bx = Zx + Bx — Zx € R(Z) + R(Z)*W.
Por lo tanto R(B) C R(Z) + R(Z)1w.

Teorema 6.4.9. Sea A € CR(H),B e L(H)y W € L(H)". Si R(B) C R(A) +
R(A)*w, entonces

N(B*W,(a)B) = B'(N(W) + R(A)), R(B*W,g(4)B) C B*(R(W) NR(A)™)

Yy R(B*Wr(a)B) = B*(R(W) N R(A)F).
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Demostracion. Sea N' = W1/2(R(A)), entonces si R(B) C R(A) + R(A)1w,
tenemos que

WY2BH C WY2(R(A)) + W2 (W H(R(A)Y)) =
WY2(R(A)) + W V2(R(A)F) N R(W/2) = (6.28)
WY2(R(A)) + Nt nR(W/2).

Por otro lado
(W'2B)"H (W NR(W'?)) = (W2B) "1 (WV/2(R(A))),

de hecho, sea x € (W'/2B)~1 (N NR(W'/?)), entonces W'/2Bx € N'NR(W'/2).
Por la ecuacién (6.28), tenemos que

WY2Bx = WY/2AK + z,

donde h € H y z € NtNR(W'/2), entonces z = WV/2Bx — W'/2Ah ¢
N NR(W'2) y z =0, por lo tanto W'/2Bx € WY/2(R(A)) y (WY2B)~1(N' N
R(WY2)) C (WV2B)~"1{(W1/2(R(A))), 1a otra inclusién es trivial.

Finalmente, por el Teorema 5.1.6, tenemos que N(B*W,g(4)B) = N(B*W1/2(1 -
Py )WY2B) = N((1 — Py )W'/2B) = (W1/2B)~1 (). Por lo tanto

N(B*W/g(a)B) = (W/2B)"H(N) = (W'/2B) (N NR(W'2)) =

= (W'2B) (W/2(R(A))) = B~ (W 2W2(R(4))) =
= B Y(R(A) + N(W'2)) = B"}(R(A) + N(W)).
Por otra parte, por la Proposicién 6.4.7, tenemos que B*W,g(4)B = Z*WZ =
B*WZ,donde Z = B— AV, con V = (A*WA)TA*WB € L(H).
Entonces R(B*W,g(4)B) = R(Z*WZ) = R(B*WZ) = B*R(WZ), donde
R(WZ) = R(WB — WAV) C R(A)+ = N(A*), (ver prueba de Proposicién
6.4.7). Por lo tanto R(WZ) = R(WB — WAV) C R(W) N R(A)*. Entonces

R(B*W,g(a)B) = B'R(WZ) C B*(R(W) N R(A)™).

Finalmente, por el Teorema 5.1.6, tenemos que R(W) NR(A)* € R(W,r(a)),
entonces
B*(R(W) N R(A)") € R(B*W,g(a))-

Ademas, vale que R(B*W,g(a)B) = N(B*W,g(4)B)> = N(W,r4)B)* =
R(B*W/,g(4)), entonces

B*(R(W) NR(A)™) € B*(R(W) N R(A)L) C R(BW,g(a)) =

R(B*W,g(a)B).
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fPor lo tanto

R(B*W,g(a)B) = B*(R(W) N R(A)1).
0

A continuacién veremos que propiedades debe cumplir el operador W ¢
L(H)™ y el subespacio cerrado M C H, para que dado B € L(H), el operador
B*W/, \(B sea efectivamente un operador de shorted.

Teorema 6.4.10. Sea M C H, un subespacio cerrado, B € L(H) y W € L(H)™.
Entonces

Demostracion.
En primer lugar, como siempre vale que W z77 < W, tenemos que

B*[(B*)~Y(M™*)] = R(B*) N M+ C M, entonces vale que
B*W ;B < B*WB, . (6.29)
Caso 1: Supongamos B € GL(H). Entonces, sea X € L(#) tal que R(X) C
Mty
0 < X < B*WB,

entonces conjugando la ecuacién anterior por B! tenemos que
(B)"!XB ! < W.
Y si llamamos Y = (B*)"1XB~1, entonces
R(Y) = (B") (R(XB™Y)) € (B) ' (M") = BM™.
Porlotanto Y < W JBM- Entonces
X =B"YB < B*W z3;B.

Por lo tanto

B*WB/py = max{0 < X < B*WB: R(X) C ML} < B*W/WB, (6.30)
y usando (6.29), tenemos que

donde la tltima igualdad es trivial ya que en este caso N(B*)* = H.

Caso 2: Supongamos que B* es inyectivo. Llamaremos (B*)~! al operador
lineal no acotado, cuyo dominio es R(B*) y que cumple que para todo x € ‘H
(B*)"'B*x = x. Sea X € L(H) tal que R(X) C Mty

0 < X <B*WB.
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Entonces por el Teorema de Douglas 2.1.1, existe Z € L(H) con || Z|| <1 tal
que
X' =pw?z.

Sea
Y* — (B*)flxl/z — (B*)le*Wl/ZZ — Wl/ZZ.

Entonces Y*Y = WV/2Zzz7*W1/2 < W, y por otra parte R(Y*Y) C R(Y*) =

R((B*)71X1/2) = (B*) " (R(X!/2)) C (B*) " (R(X)) C (B*)I(ML) C BM™.

Por lo tanto Y*Y < W /B entonces
X =B"Y"YB < B*W z;B.
Por lo tanto
B*WB, p = max{0 < X < B*WB: R(X) C M"'} < B*W z5;B,
y usando (6.29), tenemos que
B*WB/p = B*W 55:B = B*(PN(B*)LWPN(B*)L)/WB,

donde la tltima igualdad es trivial ya que en este caso N(B*)+ = H.

Caso 3: Supongamos que R(W) C N(B*)* = R(B).
Sea X € L(H) tal que R(X) C Mty

0 < X < B*WB.
Entonces por el Teorema 2.1.1, existe Z € L(H) con ||Z]] <1 tal que
X' =Wz

Sea
Y* — (B*)+X1/2 — (B*)'|'B*W1/2Z — P ( ) Wl/ZZ Wl/ZZ

donde se usé que R(W'/2) C R(W) C N(B*)*.

Entonces Y*Y = W1/2ZZ*W1/2 < W, y por otra parte R(Y
R((B*)TX'?) = (B)"(R(X'/?)) C (
donde usamos que

BM* = (B*) "\ M) ={x e H:B'xe Mt} =
= {x=x14+x€H:x € NB), x, € N(B), B'’x e M*} =
={x=B)'B'x+x € H:x e N(B*), B'xe M*+} =
= (B*)"(M*) + N(B*) 2 (B")T(M™).
Por lo tanto Y*Y < W /B entonces

X = B*Y*YB < B*W B
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Por lo tanto
B*WB, p = max{0 < X < B*WB: R(X) C M*} < B*W 5B,
y usando (6.29), tenemos que
B*WB/ 1 = B*W 554B.
Finalmente, vale que

pues, tomando W’ = Py .. WPy g+, vale que W' > 0, y que N(B*)
N(W), entonces R(W) C N(B*)* y por el caso anterior tenemos

-

]



APLICACIONES

En este capitulo, luego de realizar una introduccién teérica de algunas pro-
piedades y definiciones que nos serdn ttiles, presentaremos problemas que
surgen naturalmente en el drea de Procesamiento de Imégenes y Sefiales, en
los que se pueden aplicar los resultados obtenidos en el Capitulo 6.

Hacia el final del capitulo, presentaremos los llamados problemas de Pro-
crusto, los cuales surgen naturalmente, por ejemplo, en Quimica Cuéntica 6
en la Teoria de Marcos.

7.1 OPTIMIZACION CON RANGO FIJO

Sea A € C™*", una matriz con ran(A) = r, (donde ran(A) es el rango de la ma-
triz A, es decir la dimensién del subespacio R(A)) llamaremos descomposicién
en valores singulares (DVS), a cualquier factorizacién

A=UZV*, (7.1)

D Orscn—r

con Uy V unitarias y X = ( ) ,con D € C"", una matriz

Om—rxr Om—rxn—r
diagonal con entradas diagonales positivas. Los valores singulares de A son
las raices cuadradas de los autovalores de A*A y lo denotamos mediante
0; = /A;. Vamos a suponer que los valores singulares de A estdn ordenados
de forma decreciente.

Si llamamos u; y v; a las columnas i-ésimas de U y V respectivamente, se
puede probar que {u1,- - ,u,}, es una base ortonormal de R(A), y
{u,,1,- -+ ,um}, es una base ortonormal de R(A)+ = N(A*). Ademds || Av;|| =
o,paral <i < mn,yo; =0si ysolosii>r entonces {v,41,---,vn} €s
una base ortonormal de N(A) y {vy,---,v:} es una base ortonormal de
N(A)+ = R(A*).

Cuando X contiene filas o columnas de ceros, es posible obtener una des-
composicion de A mdas compacta. Sea r = ran(A), y dividamos U y V en las
submatrices cuyos primeros bloques contengan r columnas: U = [U; Uy—;],
conU, = [uy---u,]y V=1V, V_], donde V;, = [v; --- v;]. Entonces, con la
notacion establecida

A= U Uy [V, Vo,]* = U,DV}. (7.2)

Esta factorizacion de A se llama descomposicién en valores singulares reducida de
A.
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La descomposicién en valores singulares, es una herramienta que se utiliza,
por ejemplo, para encontrar modelos de bajas dimensiones que aproximen
en algtn sentido, determinados datos, especialmente en el drea de Sefiales y
Procesamiento de imédgenes [31, 42]. En particular, varios de estos problemas
se pueden enunciar de la siguiente manera: dada una matriz B € C**" con
ran(B) > k, para k € N tal que k < n, hallar una matriz Y, € C"*" con
ran(Yp) = k tal que,

Yo=  argmin  f(Y—B), (7:3)
{yeC™n: ran(Y)=k}

para alguna funcién de costo f : C"*" — R.

Para los casos en que la funcion de costo f, viene dada por ||| - |||, es decir
una norma unitariamente invariante, la solucién a este problema es conocida.
Supondremos que ran(B) > k, caso contrario, el minimo se alcanza en Yy = B.

Estudiaremos tres casos del Problema (7.3). El primer caso, serd para cuando
f es la norma de Frobenius || - ||; el segundo caso para cuando f es la norma
de operadores || - ||, y finalmente daremos la solucion para el caso general
de cuando f es una norma unitariamente invariante cualquiera (ver Seccion
3.1.3).

Analicemos entonces, el siguiente problema:

Yy = argmin |Y — B||E, (7.4)
{yeC": ran(Y)=k}

Consideremos B = UXV*, la descomposicién en valores singulares de la
matriz B.
Sea

k
Bi =Y ujo;v},
i=1

donde u; es la i-ésima columna de la matriz unitaria U, v} es la i-ésima fila de
la matriz unitaria V*, y o; el i-ésimo valor singular no nulo de B. Claramente,
ran(By) = k.

Sea Y € C"*", definimos la matriz (generalmente no diagonal) D = U*YV,
por lo tanto Y = UDV™. Entonces

IY = B[ = [UDV* — USV*[|z = |D — X[ =
Y_loi — Dil* + ) 1Dyl
i i#j
Entonces, la eleccién de D con ran(D) = k que minimiza ||Y — BJ|%, es cuando
D es diagonal, con los primeros k elementos de la diagonal (no nulos) iguales

aoy, - ,0,y los restantes n — k elementos de la diagonal nulos. El Y corres-
pondiente a dicho D es Yy = By, que resulta la solucién de (7.4).
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Ahora, supongamos que queremos hallar

Yy = argmin |Y — B, (7.5)
{yeC ": ran(Y)=k}
donde || - || es la norma de operadores, es decir para A € C"*",
Al = sup  [lAx].
xeC" ||x||=1

En este caso, también resulta Yy = By.
Observar, en primer lugar que

|B — Bi|| = 041,

de hecho, sea v € C", tal que ||v|| =1, entonces v =Y/ ; a;v;, cona; € C, 1 <
i < n,yv;lai-ésima columna de la matriz unitaria V de la DVS de B. Entonces
|o]|? = Y, |a;]> = 1. Por lo tanto

n n n
I(B=Bool* = Y Y owwiapill> =1 Y. ciau]* =
i=k+1j=1 i=k+1
SR T S R TR 2 < 2 2
= ), clalPlwl*= ) oflal* <oy Y, lal® <oy
i=k+1 i=k+1 i=k+1

entonces
|B — Byl < 041

Y por otra parte, como

n
1(B=Bovkall = | Y., cuwivfopll = lowsiueiall = orra,
i=k+1

tenemos que 0y, 1 < ||B — Bi|| y obtenemos la igualdad que queriamos.

Volviendo al Problema (7.5), sea Y € C"*" tal que ran(Y) = k. Por el
Teorema de la dimension, tenemos que dim(N(Y)) = n —dim(R(Y)) =n — k.
Sea Vi1 = [v1 - - - Uky1), es decir, la matriz que s6lo contiene las primeras k + 1
columnas de la matriz V de la DVS de B. Entonces

dim(R(Vii1)) +dim(N(Y)) = (k+ 1)+ (n—k) =n+1,

entonces existe x € R(V;11) N N(Y), con [|x|| = 1. Sea x = Y c;v;, con
¢ €C, 1<i<k+1,tal que ||x[|> = | 25 o> = X |ei> = 1. Entonces,
tenemos que,

k+1
1Y = Bl > [I(Y = B)x||* = [|Bx|[* = || }_ c;iBvi|* =
i=1
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k+1 k+1
= || 2 CiUiuin = 2 |Ci|2‘7i2||uz’”2 =
i=1 i=1
k+1 k+1
=Y lcil?o? > 01 Y leil* = ofy = ||Bx — B|*.
=1 =1

Por lo tanto Yy = By.
Finalmente, en [65], se estudia el problema més general de hallar

Yy = argmin [||[Y — Bll|, (7.6)
{yeCm": ran(Y)<k}

donde ||| - ||| es una norma unitariamente invariante (ver Seccién 3.1.3). En
este caso, también resulta Yy = B.

Para probar la existencia de solucién del problema general (77.6), enunciare-
mos el siguiente lema, probado en [65, Lema 1].

Lema 7.1.1. Sean X,Y € C"*", conoy > 09 > -+ > 0y g > g > -+ > ay los
valores singulares de X e Y respectivamente. Si 0; < «;, 1 <i < n, entonces

X< 1Y

para cualquier ||| - |||, norma unitariamente invariante en C"*".

La siguiente notacién sera ttil para resolver el problema general (7.6). Dada
una matriz X € C"*", para 1 < k < n, denotaremos, (X)x a la matriz que se
obtiene cuando cada elemento de las k dltimas columnas de X se reemplaza
por 0, y denotaremos por [X] a la matriz que se obtiene cuando cada elemento
de las k dltimas filas y k columnas de X se reemplaza por 0. Si I es la matriz
identidad, entonces es facil ver que (X)) = X(I), [X]x = (I)kX(I)x y ademds
(XY)r = X(Y)k. Denotaremos por diag(xy,- -+ ,x,) a la matriz de C"*" que
tiene en su diagonal el vector (x1,---,x,) y 0 en el resto de sus entradas.

Usando el principio de min-max de Fischer-Courant [78, P4g. 21], es f4cil
probar que para cualquier matriz X € C"*", tal que X > 0, vale que

LX) S M(X), i=1,---,m, (7.7)

Ai([X]) 2 Aik(X), i=k+1,---,n, (7.8)

donde A; es el i-ésimo autovalor de X, tal que Ay < --- < A,
Con estd propiedad, dado B € C**", con B = UXV* su DVS, es posible
probar que

(Bl Il < (1B, (7.9)
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12 = E)n—klll = |[|diag(0,- - -, 0,011, - -, ou)|[| < [[[(BP)lll,  (7.10)

para toda norma unitariamente invariante ||| - ||| y para toda P unitaria.

De hecho, para probar (7.9), observar que {(B)x}*(B)x = [B*B], entonces,
por (7.7), los valores singulares de (B), no son mayores a los valores singulares
correspondientes de B. Por el Lema 7.1.1, tenemos (7.9).

Ahora, usando (7.8), tenemos para k +1 < i < n y para cualquier P unitaria,

M([PFE2Pli) > Ak (PFEPP) = A i (22) = 05 i1 = M(E2 = [ ):

n

Esta desigualdad, es vélida para 1 < i < n, pues A;(£? — [£?],,_x) = 0, cuando
1<i<k
Mas atin, tenemos que

{Z- @i} == @i} =22 = 20,

y
{(ZP);}*(ZP) = [P*Z?P;.

Por lo tanto, los valores singulares de £ — (X),,_x no son mayores que los
valores singulares correspondientes de (XP)y, y por el Lema (7.1.1),

12 = (Z)n—klI] < [Pl

para cada P unitaria. Entonces, usando la DVS de B, tenemos
[(BP)|[| = [I[B(P)kll| = [NUZV*(P)ell| = [I(ZV*P))II > [I|Z — (Z)u—klll,

para cada P unitaria y tenemos (7.10).

Volviendo al problema general (7.6), sea Y € C"*", con ran(Y) < k. Entonces
claramente, Y se puede expresar como Y = PAQ con P, Q unitarias y A =
diag(0,---,0,01,---,0) (por ejemplo haciendo una permutacién adecuada de
la DVS de Y). Entonces, usando (7.9) tenemos

1B =Y[[| = l[|(BQ" = PA)QI[| = [[|BQ" — PA[|| = [[[(BQ" )k — (PA)][
Pero (PA); = 0, entonces usando (7.10) tenemos
B =YI[| = [I[(BQO)ll| = [[IZ = (£)n—klll,

para cada Y tal que ran(Y) < k.
Por otra parte, si Yo = By = U(X),,_¢V* entonces, tenemos que

B—Yy=B—By=UE—(Z)y—1)V"

Por lo tanto:
[IB = Yol[| = [||Z — (Z)n—klll-
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Debido a su dificultad, el Problema (7.3), es estudiado usualmente relajando
la restriccién del rango de Y, lo cual bajo ciertas condiciones, resulta ser
una relajacion exacta. Para esto, se usa la factorizaciéon de ¥ = AX, con
A € C™k X e k.

Supongamos que la funcién costo viene dada por una norma unitariamente
invariante ||| - |||, ahora estamos interesados en el siguiente problema:

Yy = argmin I||AX — B|||. (7.11)
{XGCkX”, AGC”Xk}

De hecho, supongamos que Ag € C"*k X, € CH*" satisface

|[|AoXo — B[] = min []AX — B[], (7.12)
{XECkX”, AEC”Xk}
entonces,
|[|AoXo — B|[| = min |[|A¢X — B]]. (7.13)
XGCkX”

Luego AoXo = Pg(a,)B, (ver [40, Teorema 3.1] y [40, Proposicién 2.5]).
Entonces el problema (7.12) se puede reescribir como:

[[|AoXo — Bl|| = min

I — Ps)B]|||.
{§ccm: dim(S)gk}HH S) |||

Observar que como

{PsB—B:dim(S) <k} C{Y—B:Y e C™, ran(Y) < k},

entonces
inf I — Ps)B||| > inf B—YI||| = |||B — Yol||,
(scen dim(S)gk}|||( s)BI|| > (recr mn(y)gk}lH =1l olll

con Yy = By, donde se us6 lo probado en (7.6).

Sean U; € C"™Fy V; € C"F las matrices que contienen las primeras k
columnas de las matrices unitarias U y V de la DVS de B, respectivamente.
Observar que By = U124 V" = Pr(y,)B, donde X es la matriz que tiene en su

diagonal los primeros k valores singulares de B: o7 > 02 > --- > 0. Por lo
tanto
|[|B = Yol[| = |[|B — Preu,)Blll = inf |[[(1 = Ps)BI|| > [[|B — Yol]l-

{ScCn: dim(S)<k}

De ésta manera, tenemos que el problema (7.11) tiene minimo y el mismo se
realiza en Yy = Pg(y,)B.

Si un peso (positivo) se introduce en la ecuacién (7.13), el Teorema 6.1.11,
da condiciones suficientes y necesarias para la existencia de solucién de dicho
problema para || - ||,.



7.2 Teoria de muestreo y reconstrucciéon de sefiales

7.2 TEORIA DE MUESTREO Y RECONSTRUCCION DE SENALES

En esta seccién estudiaremos algunas aplicaciones de los problemas resueltos
en la Seccién 6.3, en primer lugar daremos algunas definiciones bdésicas y
propiedades de la teoria de marcos.

7.2.1 Marcos

Sea H un espacio de Hilbert complejo y separable. Una sucesion F = {f;};>1
es un marco 6 frame para H si existen constantes a,b > 0 tales que

allfIIP < Y1 (f fi) P <blfI?, paracada f € H. (7.14)
=1

La mayor a y menor b con las propiedades de arriba se denominan las
constantes del marco F 6ptimas y se denotan ar y by respectivamente. Si
ar = br =1, entonces F se llama un marco de Parseval. En lineas generales,
el marco F es un conjunto generador de H donde permitimos combinaciones
lineales de los elementos de F con coeficientes en [2(IN). Mas precisamente,
dado un marco F definimos el operador de sintésis de F por F : [>(IN) — H

F((aj)j>1) = Y afs

=1
y el operador de andlisis por F* : H — I*(N),

F'f = ((f fj)j=1:

Notar que la desigualdad de la derecha de (7.14) implica que F (y por lo tanto
F*) es un operador bien definido, lineal y acotado. Mas atn, si llamamos
Sy = FF* € L(H) entonces

Spf=FFf=)Y (ffi)fj paracada f € 1

j=1
y las desigualdades de (7.14) son equivalentes a las desigualdad de operadores
a-l < S F < b-1I.

Por lo tanto, Sy = FF*, el llamado operador del marco de F, es un operador
positivo e inversible y ademads vale que

af? = inf{|[Fx| : x € N(F):, |lx]| = 1} = |[F*]| !

bi? = ||F|.

Por otra parte, las identidades

f=8rS7 =Y (S5 S0 ) fi= L ( £.57f; ) f;, paracada f € H, (7.15)

j>1 j>1
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muestran que J permite la representacion lineal de vectores de H, cuando la
= F*(S7'f) € P(N).
= FSFN e M)

También notar que, si definimos F* = {S}1 fi}i>1, entonces F* es un marco

.. . . -1
sucesion de coeficientes < f,SF fi >

de H con operador del marco S}l. Esto muestra que los coeficientes dados
por el mapa

Hof = (£S5 )1 € PN

dependen de manera contintia en f € H, es decir, F permite férmulas de
reconstruccioén lineales y estables.

Una importante propiedad de los marcos F es su redundancia. De hecho,
es bien sabido que la falta de unicidad en este contexto es una ventaja, ya que
provee herramientas para lidiar con problemas que aparecen en la aplicacién
de la teoria de marcos. Un medida tipica de la redundancia del marco F
estd dada por el exceso de F, que es la dimensién de N(F). En caso que F
tenga exceso no nulo, entonces existen infinitos marcos duales para F, es decir,
marcos G = {g;}>1 tal que

f=Y_(f.g)fj paracadaf € H.

j=1

Notar que F* es un marco dual de F, llamado el marco dual canénico.

Es facil ver que que el conjunto de marcos duales para F estd en biyecciéon
con el conjunto de operadores lineales y acotados G : I>(N) — H tal que
FG* = Iy, a través del mapa

G — G ={Gf;}.

Este tltimo hecho muestra que si G es un marco dual para F, entonces F es
un marco dual para G es decir

f=LA58) fi= L {F ) g paracadaf € 3.
jz

j=1

En este caso, decimos que (F,G) es un par de marcos duales para H.

En la Seccién 7.3.4, se presentard un problema de Procrusto relacionado con
la reconstrucciéon de sefiales derivada de férmulas de reconstruccién para el
par (F,G). Mas precisamente, se buscardn marcos de Parseval X' = {x;};>1,
que cumplen XX* = Sy = I, que minimizan el peor caso de error de
reconstruccion.

7.2.2  Muestreo y Reconstruccion

Sean {w,},>1 € H, el marco de un subespacio cerrado R, denominado
subespacio de reconstrucciéon y {v,},>1 € H el marco de un subespacio
cerrado S, denominado subespacio de muestreo. Supongamos que, A y B son
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los operadores de sintesis correspondientes a los marcos {wy },>1 y {vn}n>1
respectivamente, es decir A, B : /2(IN) — H son los operadores tales que, si
x = {xytnen € F2(N), Ax = You>1 XnWy y Bx = ¥~ XU, que son acotados
dado que {vy}neN ¥ {Wn }nen son marcos y cumplen (7.14). Observar, que
en este caso, tenemos que B* es el operador de andlisis del marco {v,},>1y
B* : H — I2(N),

B*f = ({f,vn))n>1, paracada f € H.

El proceso de muestreo y reconstruccion de un vector f € H se resume en la
aplicacion sucesiva de dos operadores:

f=AB"f=A({(f,on)}nz1) = }_ (fron) wn.

n>1

Todo este proceso puede representarse como f = Qf, donde Q es el operador
lineal y acotado Q : H — H, tal que

Q= AB*. (7.16)

Si el operador de sintésis A es un inverso por derecha del operador de

analisis B*, esto es si B*A = Ip(y), se dice que los operadores son consistentes.

Si los operadores B* y A son consistentes, se verifica la nocién de muestreo
consistente propuesta en [82, 83], segtin la cual la funcién reconstruida debe
producir las mismas muestras que la original:

B*f = B*(AB*f) = (B*A)B*f = B*f.

Si los operadores B* y A son consistentes, entonces el operador Q definido
en (7.16) resulta idempotente. De hecho,

Q? = (AB*)(AB*) = A(B*A)B* = AB* = Q.

Entonces Q resulta ser una proyeccion en R(A) = R.
Si S # R y los operadores B* y A son consistentes, entonces Q define una
proyeccién oblicua, de modo que f — f € N(B*) = R(B)* = S+, de hecho

B*(f — f) = B*f — B*AB*f = 0.

Podemos interpretar que el error f — f es un elemento de H que el operador
B* no detecta.

Si S = Ry los operadores B* y A son consistentes, resultard que f — f € S+
y Q define una proyeccién ortogonal, es decir Q = Pgr. En este caso, tendremos

f=arg min| f—g].
g€eS

Para ampliar las posibilidades de lo hecho hasta ahora se propone un nuevo
esquema general de muestreo y reconstruccién. En este esquema, las muestras
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obtenidas mediante la aplicacién del operador de muestreo B* pueden ser
transformadas por un filtro digital (un operador X € L(I>(IN))) antes de la
reconstruccion. Es decir,

f=AXB'f. (7.17)

La funcién reconstruida no tiene por qué coincidir con la original. Sin
embargo, resulta razonable exigir que si f € R entonces f = f. Esta exigencia
implica aceptar la hip6tesis que

RNS* = {0}.

En efecto, si existiera una funciéon no nula ¢ € R NS+ resultaria B*¢ = 0, pues
S+ = R(B)*+ = N(B*), y no se lograria su reconstruccién exacta pese a ser un
elemento de R.

Ademads si agregamos la hip6tesis de reconstruccién consistente y que
S = R. Entonces la funcién original y reconstruida deberadn tener las mismas
muestras:

B*f = B*f = B*AXB*f.
En este caso particular, X es tal que Q = AXB* resulta ser la proyecciéon
oblicua Q = P, 5. De hecho, dada f € H, se cumple que Qf = AXB*f =
AXB*f = Qf, con lo cual

Q°f = Q(Qf) = Qf = Qf

y Q es una proyeccion.

Ademads N(Q) D N(B*) = S*. Para probar la otra inclusion, sea f € N(Q)
pero f ¢ S*, entonces B* f # 0, lo cual contradice que B*f = B*Qf = B*0 = 0.
Entonces N(Q) = S+.

Por otra parte, R(Q) € R(A) = R. Dada f € S = R, al ser f una recons-
truccién consistente resulta B*(Qf — f) = 0. Entonces Qf — f € N(B*) = S+
y como Qf — f € S, tenemos que Qf = fy f € R(Q).

En el caso en que tenemos la hipétesis de reconstruccion consistente pero
S # R, si se cumple que

RNSt = {0},

entonces Q = AXB" resulta también ser la proyeccion oblicua Q = P/ /5.
De hecho, sigue valiendo que N(Q) = S* y que R(Q) C R. Ahora, sea f € R,
al ser f una reconstruccién consistente resulta B*(Qf — f) = 0. Entonces
Qf — f € St NR, pero como RN S+ = {0}, entonces Qf = fy f € R(Q).

En este caso en particular, la sefial reconstruida f no necesariamente es una
buena aproximacién de f, dado que la distancia || f — f|| = ||f — AXB*f|| no
estd minimizada.

Ahora, independientemente del método utilizado de muestreo y recons-
truccién, supongamos que queremos encontrar un filtro digital X € ¢2(IN) —
¢2(N), tal que AXB*f sea una buena aproximacién de f en R(A) = R, es
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decir queremos que AXB* aproxime a Pr en algtn sentido. Por ejemplo,
quisiéramos encontrar Xp : #2(IN) — ¢2(IN) un operador lineal y acotado tal
que, para cada f € H

[(AXoB™ — Pr)f|| < [[((AXB" — Pr)f],

para cada X € L(H).

Dado W € L(H)™". Alternativamente y generalizando el problema anterior,
quisieramos encontrar Xy : £2(IN) — ¢2(IN) un operador lineal y acotado tal
que, para cada f € H

[(AXoB" — Pr)fllw < [[(AXB" — Pr)fllw, (7.18)

para cada X € L(H).
Esto significa que, estamos interesados en el siguiente problema,
min (AXB* — Pr)*"W(AXB* — Pg), 1
XGL(ZZ(N))( =) W( R) (7.19)

con el orden inducido en L(#H) por el cono de operadores positivos.
En vista de lo probado en 6.3.3, cémo siempre vale que R(Pg) = R C
R+ R*W = R(A) + R(A)*w, el problema (7.19) tendrd solucién si y sélo si

St =N(B*) C N(A*WPg) = P,'W {(N(A%)) =
=P,' W HRY) =PH(RMW)=R-eRNRW =R-aN(W)NR.
Claramente, si tomamos W = I, (7.19) tendrd solucién si y sélo si S L C RN

El siguiente ejemplo, muestra como el peso W puede influir en la existencia
de solucién del problema (7.19).

0
St = N(B*) = gen{(1,0)} y como R = R(A) = gen{(1,0)}, tenemos que
R+ = R(A)* = gen{(0,1)}, por lo tanto S+ Z R+, y el problema (7.19) no
tiene solucion.
Si ahora tomamos, W = B. Entonces N(W) = gen{(1,0)} y vale que R+ &
N(W)NR = gen{(0,1)} @ gen{(1,0)} = R?, y entonces S* C R+ & N(W) N
R, por lo tanto el problema (7.19) tiene solucién.

Ejemplo 7.2.1. Sean A = ( 1 8 > , B = ( 8 (1) > , con W = I. Entonces

Si W € L(H)" también satisface que W1/2 € S, la clase p-Schatten (para

algin p con 1 < p < 00), también podriamos estar interesados en la existencia
de

min ||AXB* — PRHp,W- (7.20)
XeL(H)
En la segunda parte del capitulo 6, establecimos condiciones suficientes
y necesarias para la existencia de solucién del problema (7.20), tanto para
el caso p = 2 como parael caso 1 < p < ooy N(B*) C N(A*WPgr) =
R+ @ N(W)NR. Finalmente, para el caso general, fue posible dar condiciones
suficientes para la existencia de dicho minimo.
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7.3 PROBLEMAS DE PROCRUSTO

En la mitologia griega, Procrusto, también llamado Damastes, era un bandido
y posadero del Atica (o segtin otras versiones a las afueras de Eleusis), se le
consideraba hijo de Poseidén. Procrusto tenia su casa en las colinas, donde
ofrecia posada al viajero solitario. Alli lo invitaba a tumbarse en una cama
de hierro donde, mientras el viajero dormia, lo amordazaba y ataba a las
cuatro esquinas del lecho. Si la victima era alta, Procrusto la acostaba en
una cama corta y procedia a serrar las partes de su cuerpo que sobresalian:
los pies y las manos o la cabeza. Si por el contrario era baja, la invitaba a
acostarse en una cama larga, donde también la maniataba y descoyuntaba a
martillazos hasta estirarla (de aqui viene su nombre). Segiin otras versiones,
nadie coincidia jamés con el tamafio de la cama porque ésta era secretamente
regulable: Procrusto la alargaba o acortaba a voluntad antes de la llegada de
sus victimas.

En esta seccién, decidimos presentar algunos ejemplos de problemas de
Procrusto, los cuales se diferencian de los problemas que se resolvieron en
este trabajo, en que tienen una condicién adicional (restriccién) que consta en
general en buscar el minimo pidiendo, por ejemplo, que el mismo resulte un
operador unitario, etc. Si bien en la tesis no presentamos resultados para este
tipo de problemas, nos parecié interesante incluir algunos ejemplos de este
tipo de problemas de minimizacién.

En Quimica Cuéntica 6 en el drea de Procesamiento de Sefales, estos proble-
mas de Procrusto surgen naturalmente. Realizaremos una breve introducciéon
de algunos conceptos de Quimica Cudantica para entender la importancia de los
problemas de Procrusto que se resolverdn a continuacién. Finalmente daremos
un ejemplo de problema de Procrusto conmumente encontrado en la teoria de
marcos y otro relacionado con el procesamiento y reconstruccion de sefiales.

7.3.1  Problemas de Procrusto en Quimica Cudntica

7.3.1.1  Algunos conceptos introductorios de quimica cudntica

Seguiremos la bibliografia [57] a fin de enunciar algunos conceptos bésicos
de la quimica cuantica. En Quimica Cudntica o0 Mecanica Cudntica, el estado
de un sistema viene definido por una funcién matematica ¥, llamada la
funcién de estado o la funcién de onda dependiente del tiempo del sistema.
Y es una funcién de las coordenadas de las particulas del sistema y también
del tiempo. Por ejemplo, para un sistema de dos particulas tenemos, ¥ =
Y (x1,Y1,21,%2,Y2,22,t) donde (x1,y1,2z1) Y (x2,¥2,22,) son las coordenadas
de las particulas 1 y 2 respectivamente. Para un sistema con n particulas, la
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mecdnica cudntica postula que la ecuacién gobernando como varia ¥ con el
tiempo t es:

hovy n? 0*°Y  0°Y  0°Y P *Y  *Y Y
= (G tamtm) 5zt +=3)
ox3  9yr 022 2my, 0x2  dy2 972

i ot N _2m1

+ VY,

(7.21)

donde % es la constante de Planck dividida por 27; my,--- ,m, son las
masas de las particulas 1, - - -, 1; (x;,y;,z;) son las coordenadas espaciales de
la particula 1,--- ,ny V es la energia potencial del sistema. Por supuesto V
depende de las coordenadas de las particulas y podria variar con el tiempo.

La ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo

Para un 4tomo o molécula aislada, las fuerzas que acttian dependen sélo de
las coordenadas de las particulas cargadas del sistema y son independien-
tes del tiempo. Por lo tanto el potencial de energia V es independiente de
t para un sistema aislado. Para los sistemas donde V es independiente del
tiempo, la ecuaciéon de Schrodinger independiente del tiempo tiene la forma
Y(x1,-,znt) = f(£)P(x1, -+ ,2z4), donde ¥ es una funcién de las tres coor-
denadas de las particulas y f es una funcién del tiempo determinada. Esto es
simple de demostrar tomando la ecuacién de Schrodinger para una particula
en una dimensién. Si es independiente de ¢, tenemos:

hoY  h*9°Y

_ oty .
P9t~ amaw (7.22)

¥ _
0x2

f(t)%f y o&f = tp(x)%. Sustituyendo en (7.22) y dividiendo por fyp = ¥
tenemos

Si proponemos una solucién de la forma ¥(x, ) = f(t)p(x). Tenemos

hldf o W1 Py
T O TTIOR +V:=E, (7.23)

donde el pardmetro E fue definido como

ko1 df
=TTt (7-24)

. . 2 2
La ecuacién (7.23), muestra también que _2%%371/2} + V = E. Por lo tanto
E es independiente de ¢ y de x y debe ser una constante. La constante E tiene
las mismas dimensiones que V, por lo tanto tiene dimensiones de energia.
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De hecho, la quimica cudntica postula a E como la energia del sistema. La
ecuacion (7.23) queda

K2 92
_%a_xllzj + V(x)p(x) = Ep(x), (7.25)

que es la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo para una particula
en una dimensién, ademds resolviendo (7.24), tenemos que

—iEt

fe) = e

La ecuacion (7.25) se puede resolver para 1, conocido el potencial de energia
V(x). Entonces tenemos que

—iEt

Y(x,t)=en ¢(x).

Para un sistema tridimensional y con n particulas, obtenemos la siguiente
ecuacién que tendremos que resolver para obtener la funcién ¢

[ T SR T e V. e VR 1)

Con la ecuacioén (7.26), es posible determinar las ecuaciones de onda para
una particula en una caja 6 una particula libre en los casos unidimensional y
tridimensional, la particula en un pozo rectangular, el oscilador arménico etc.,
[56, Capitulo 2, 3y 4].

La mecanica cudntica postula que no todas las funciones que satisfacen
(7.26) son funciones de onda permitida. La solucién que verifique (7.26) debe
verificar que [56]:

1. 1 tiene un tnico y s6lo un tnico valor en cada punto del espacio,
2. la funcién i debe ser continua y todas sus derivadas parciales también,
3. la integral en todo el espacio [ |i|?, debe ser un ntimero finito.

Las funciones de onda de cualquier operador que represente una magnitud
fisica debe cumplir las condiciones anteriores. Cuando una funcién satisface
dichas condiciones, se dice que se comporta bien.

Operador Hamiltoniano

Se define el operador Hamiltoniano, para un sistema de una particula como:

h2 92 92 92
+ 2+ Vixy.z),

H= G t372 " a2
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.. . 2 2 2
definiendo el operador Laplaciano como V? = 387 + 387 + 887, obtenemos el

operador Hamiltoniano tridimensional para una particula.

Para un sistema de n particulas tridimensional, obtenemos el siguiente opera-
dor:

N h?
H=—-—_"V2_..._ _
Vi 2my

T Vfl +V(xy, -, zn).

De esta manera, la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo se
puede reescribir como:

Hy = Ey. (7.27)

Por lo tanto las ecuaciones de onda en (77.27) son autofunciones del operador
Hamiltoniano H, con los autovalores los valores de energia permitidos .

Dado que hay un conjunto de funciones de onda de estados estacionarios y
de energias asociadas a estas, se puede escribir

Hyj = Ejy;,

donde j indica las distintas funciones de onda y sus energias asociadas.

Meétodos de aproximacion

Para sistemas de varios 4tomos o moléculas, los términos de repulsién inter-
electrénicas en la energia potencial V vuelven imposible resolver la ecuacion
de Schrodinger con exactitud. Se deben utilizar métodos de aproximacién para
dicha resolucién. El método mas usado, es el denominado método variacional.
Sea H el operador Hamiltoniano independiente del tiempo de un sistema cuan-
tico. De los postulados de la mecénica cuantica se puede deducir el siguiente
teorema, cuya prueba se encuentra en [56, Capitulo 8]. Si ¢ es cualquier funcién
que se comporta bien y normalizada de las coordenadas de las particulas del
sistema, luego:

| 9" fgpd > Eg, (7:28)

para ¢ normalizada. Donde Egs es el estado fundamental de energia real del
sistema y la integral se extiende en todo el espacio.

De hecho, tenemos que a1 Y = E, Py, para funciones de onda ¢, y energias
E,, donde n denota los distintos estados de energia. Sea ¢ una funcién que se
comporta bien y normalizada que depende de las coordenadas del sistema de
particulas y sea Z = [*_¢*HepdT.
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Ya que el conjunto de autofunciones ¢, es un conjunto completo [56,
Postulado 4], podemos escribir ¢ = } i~ d;y;, paraoociertos d; € C, donde
" = Y1 d}“gb]’.“. Luego como ¢ estd normalizada, [~ ¢*¢dT = 1, tenemos
que Yj>q |dj| = 1. Es facil probar entonces que

Z = Z |di|2Ei > Z |di‘2Egs = Egs;
j21 j=1

y podemos concluir que

Z= / ¢* Hpdt > Eg.

Para aplicar el método variacional, se toman diferentes funciones que se
comportan bien y normalizadas ¢1, ¢, - - - , y para cada una de ellas se computa
la integral variacional [~ _¢*H¢dt. El teorema variacional, muestra que la
funcién que nos da el valor més bajo de [~ _¢*H¢dt provee la aproximacién
mas cercana al estado fundamental de energia.

En caso de que ¢ no sea normalizada, tenemos que

Jo ¢ Hedt
W > Eqgs. (7.29)

La funcién ¢ se llama funcién variacional de prueba, y el cociente de integrales
en (7.29), integral variacional. Luego ¢, se puede usar como aproximacioén de
la funcién de onda del estado fundamental real y¢s y se puede usar para
aproximar el valor de Egs real.

Una forma comun de las funciones variacionales en mecédnica cudntica son
las funciones variacionales lineales

¢:C1f1+"‘+cnfn/

donde fi,---, fu son funciones y cy,---,c,, son pardmetros variacionales,
cuyos valores se determinan mediante la minimizacién de la integral varia-

cional. Sea - .
o ¢*Hepdt
5 p*pdt
luego las condiciones de minimo para Y son
a@ Y 0
oacy,  9cp
Si nos limitamos a las funciones ¢ reales (de manera tal que los coeficientes
¢; y las funciones f; son todos reales) y definiendo Hj := [ ® f*H fio vy
Sip == f f fr, al igualar a 0 las derivadas parciales de Y, obtenemos las

51gu1entes ecuaciones lineales

n
Z lk - lkY Ck] O l - 1/ 2/ R ¢ (730)
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Este sistema de ecuaciones nos permiten hallar las constantes cx. Observar
que en (7.30), si queremos que la solucién no sea la trivial (es decir ¢, = 0,
para 1 < k < n), debemos pedir que el determinante de la matriz [Hy — SiY]
sea nulo.

El desarrollo del determinante de la matriz Hj; — SjY, nos daria un poli-
nomio de grado n en la variable Y, cuyas raices, se puede demostrar, que son
n 'y todas reales.

Si enumeramos dichas raices de manera creciente, tenemos que

V<Y, <--- <Yy,
si enumeramos los estados de energia en orden creciente, tenemos

Egs <Egsi1 <+ < Egeyn <o -,

donde Egs, Egs11, son las energia del estado fundamental, el préximo estado
menor, y asi sucesivamente.

Resulta entonces que hay n diferentes conjuntos de cy,---,c, que satis-
facen %i = ... = % = 0, por lo que terminamos con n funciones varia-
cionales distintas ¢y, - - - , ¢, y n valores diferentes para la ecuacion variacional
Y1,Ys, - ,Y,, donde . A
y, — Lo #iHgudT

J=co i bidT

Por lo que acabamos de ver, vale que Y; > Eqs, puede demostrarse también
que Yz > Egsy1, Y3 > Egs, etc.

De esta manera, se usan los valores de Y7, - - - Y};, para aproximar las energias
y las funciones de onda de los 7 estados de energia mds bajo. Para aproximar
a las energias de mas estados, se agregaran mds funciones f a la funcion de
prueba ¢.

Teoria de la perturbacion

La teoria de aproximaciéon por el método de perturbacién consiste en lo
siguiente. Sea H el operador Hamiltoniano independiente del tiempo, cuya
ecuacion de Schrodinger queremos resolver. En la teoria de aproximacién por
perturbacién, se divide el operador H en dos partes:

H=H+H, (7.31)

donde HO es el operador Hamiltoniano cuya ecuacion de Schrodinger puede
ser resuelta exactamente y H’ es un operador cuyo efecto se espera que sea
bajo. El sistema con Hamiltoniano HO se denomina sistema no perturbado, a’
es llamada la perturbacién y el sistema con Hamiltoniano H = HO + A’ es
denominado sistema perturbado.
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En [56, Capitulo 9], se prueba que la energia E, del estado n del sistema
perturbado se puede escribir como:

En=EY +EV+EP 4.,
donde E,(qo) es la energia del estado del sistema no perturbado y Eﬁ,l), Eﬁ,z), cee,
son llamadas las correcciones de primer orden, segundo orden, etc. a dicha
energia.
Si el problema es apto para la teoria de las perturbaciones, las cantidades
E,Sl), E,Sz), .-+, decrecen con el orden considerado.

Para encontrar E,(ql) resolvemos la ecuacién de Schrodinger ﬁow,go) = E,(qo)tp,(f))
del sistema no perturbado. La teoria de la perturbacién [56, Capitulo 9], nos

(1)

muestra que el factor de correccion E;;’ viene dado por:
BV = [ @)y Ayl

Dado que 1}7,(10) es conocido, E;;’ se calcula facilmente. En [56, Capitulo 9], se

(1)
n
(2)

encuentran féormulas equivalentes para E,’,---,etc.

Como se puede ver en la breve introduccién de algunos conceptos que se
utilizan en la quimica cuédntica, podemos observar la importancia de obtener
conjuntos ortonormales de autofunciones para poder llevar a cabo aproxima-
ciones que nos permitan resolver la ecuaciéon de Schrodinger que no tienen
solucion analitica. Es muy importante también notar como el operador Hamil-
toniano que es el que se utiliza para resolver la ecuaciéon de Schrédinger es
autoadjunto y ademds cuando se encuentran las autofunciones y autovalores
asociados a dicho operador, las autofunciones de autovalores distintos son
ortogonales y los autovalores todos son reales. Un aproximante al operador
Hamiltoniano serd conveniente que mantenga esta propiedad de ser autoad-
junto. La posibilidad de reemplazar el operador Hamiltoniano infinito por uno
finito que siga siendo autoadjunto, y por lo tanto encontrar una aproximacion
a E (y quizas ¢ ) con alguno de los procedimientos numéricos presentados en
esta seccion es uno de los objetivos del primer problema de aproximacién que
presentaremos. El segundo problema que presentaremos buscard ortogonalizar
un conjunto de funciones lo que nos llevard a dilucidar el problema de Léwdin.

7.3.2 Aproximacion autoadjunta y el problema de Lowdin

En esta seccién resolveremos algunos de los problemas planteados en [61], a
fin de aplicar los problemas de Procrusto a la Quimica Cuéntica. El operador
Hamiltoniano gobierna los sistemas de quimica cudntica. El Hamiltoniano,
es un operador autoadjunto tal como vimos, en algtn espacio de Hilbert de
dimensién infinita. El infimo del espectro del hamiltoniano es a menudo un
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autovalor de multiplicidad 1. Este autovalor, y su correspondiente autovec-
tor (esencialmente tinico), son denominados los estados fundamentales de
energia Egs y la funcion de onda Y¢s fundamental del sistema. Encontrar (o
preferentemente aproximar) E¢s y ¥¢s es de gran importancia, dado que el
estado fundamental de un sistema es el estado mads estable y generalmente
el estado mas encontrado en la naturaleza. Dado que el Hamiltoniano es un
operador de dimension infinita, y dado que se tienen datos finitos solamente,
se busca reemplazar el operador infinito original por uno finito, y por lo tanto
encontrar una aproximacion a Egs (y quizds a ¥¢s ) con algtin procedimiento
numérico. Para ilustrar esto, supongamos que la molécula A; consiste de N;
atomos (j = 1,2 ) y estas 2 moléculas, A; y A; , se combinan para formar la
molécula Aj la cual tiene N3 atomos. Uno desea obtener, una aproximacioén al
estado de energia fundamental E 4, y la funcién de onda ¥ 4, del sistema A3
a partir de los estados de energia y funciones de onda mds simples E4;, ¥4,
del sistema constituido por A]-, j = 1,2 . Tal como vimos en la teoria de la
perturbacién en la secciéon de Quimica Cudntica. Por ejemplo la férmula citada
por Goldstein y Levy [49]

C3Hg = 2Co,Hg — CHy,

(la cual se lee como: un propano es igual a dos etanos menos un metano,
sugiere la expresion del estado de energia fundamental Ec,p, del propano en
términos de Ec,y, y Ech, del etano y metano, Ec,y, = 2Ec,H, — EcH,. Esta
férmula si bien no es exacta, representa bastante bien la realidad).

Supongamos ahora, que tenemos una matriz A de dimensién finita, la
aproximacién de algan Hamiltoniano pero que a diferencia del operador
Hamiltoniano, no es autoadjunta (quizas por algtin error numérico). Luego
lo ideal seria reemplazarla por una matriz autoadjunta que es la mds cercana
a A en algiin sentido. Veamos entonces, que el tinico aproximante (en S)
autoadjunto de A es Re(A). De hecho, si X = X* tenemos

A+ A*
4= Re(A)p = 14— 525 |, =
1 1 i} 1 1 )
= 5 (A= X) 4 5(X = A%)l2 < S A~ X+ 51X — A%l = |4~ X5,

donde se uso que || Z]|2 = ||Z*|>.

Finalmente, la unicidad se sigue de la propiedad de convexidad de la norma
|| - |2, dado que el conjunto de matrices autoadjuntas es convexo, ver Lema
3.2.5.

En [59], podemos encontrar un resultado similar para S, con 1 < p < 0, la
prueba es idéntica que para el caso p = 2 y la unicidad del aproximante se
sigue de la convexidad de las normas || - ||, probada en el Lema 3.2.5.
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7.3.2.1 El problema de Lowdin: aproximantes unitarios

Coémo vimos en la seccién anterior la estrategia para analizar un sistema
en quimica cudntica es descomponer el sistema original en subsistemas mas
pequefios y luego recombinarlos en un sistema que de alguna forma se parece
al original.

Supongamos que un sistema en Quimica Cuéntica se descompuso en subsis-
temas y que esa informacién sobre los subsistemas es representada por una
base no ortogonal {f1,---, fu} de vectores unitarios. En Quimica Cudntica
todos los estados se representan por vectores unitarios. Con el objetivo de
combinar este conjunto de vectores no ortogonales {f,- - - , f,} para obtener
informacién aproximada acerca del sistema original es necesario reemplazarlos
por un conjunto de vectores unitarios {ey,- - - ,e,}, los cuales son ortogonales.
Esto se lleva a cabo por medio de una ortogonalizacion, es decir buscaremos
una matriz B, tal que:

Bfi = ej,

donde <ei, e > = 0jj, la delta de Kronecker. En otras palabras, B toma la base
no ortogonal {f1,- -, fu} v la transforma en una base ortogonal {e,-- ,e,}.
Ahora, uno desea cambiar el conjunto {fj,- - -, f»} lo menos posible, porque
cambiar las {f1,- - - , fu} resulta en una pérdida de informacién. En conclusién
buscamos minimizar la distancia entre las dos bases {f1,- -+, fu} v {e1, -+ ,en},
donde aqui interpretaremos distancia en el sentido de cuadrados minimos, es
decir, uno querria minimizar

. 2
Yl —eilP
1

Este procedimiento fue llevado a cabo por Léwdin en 1950 [58]. La ortogona-
lizacion de Lowdin es una ortogonalizacion que cumple que si la base dada
{f1, f2,- -+, fn}, es permutada, para transformarse en {f 1), fr(2), " ** , fr(n)},
entonces resulta el mismo B y la nueva base mds cercana que obtenemos
es {en(l),en(z),- . ,en(n)}, donde {ey,es, - ,en}, es la base ortonormal de
Lowdin original (es decir ¢, = Bf,, 1 < n < N). Entonces, la ortonor-
malizacion de Lowdin difiere respecto del método de ortogonalizacion de
Gram-Schmidt [44, Teorema 7.4], el cual si depende del orden en que se tomen
los vectores para la ortogonalizacién.

En 1980 fue reformulado el problema de aproximacién de Loéwdin y resuelto
como un problema de aproximacién con matrices en vez de vectores [2]. Para
obtener la reformulacién, usaremos la descomposiciéon polar de la matriz
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B = UL, donde L = |B| y U en este caso es una matriz unitaria y tnica pues
B es inversible. Por lo tanto

n
Y lfi—eill*= ZHB —eif* = ZHL U le —e? =
i=1

B (7.32)
YLt —=wmute|? = L7t - Uz
i=1

La ultima igualdad en (7.32), se sigue del hecho que {U'e;} es una base
ortonormal de H (ya que es unitario) y la definicion de || - ||2.

Para encontrar una matriz de ortogonalizacién que minimice la ecuacién
(7.32), reemplazamos B por otra matriz de ortogonalizacién, por ejemplo B,
y sea Bf; = ¢;, 1 <i < n,donde {é;};<i<, es otra base ortonormal de #. Sea
Ve; =¢é;, 1 <i < n.Luego V es una matriz unitariade Ha H 'y

;= e — 6.

Ji UL(=B) =V
Luego, B = V(UL) = (VU)L, dado que B es inversible, es la tnica des-
composicién polar de B. Consecuentemente L = |B| = |B| es independiente
de la matriz de ortogonalizacion, por lo que variar B(= UL) sobre todas
la matrices de ortogonalizacién B es equivalente a variar U sobre todas las

matrices unitarias en H mientras mantenemos L fija.
Por la ecuacién (7.32), debemos minimizar

IL= = ull2

para una L1 tija y positiva, variando U sobre todas las matrices unitarias en
H. Escribiendo A = L™}, tenemos que: para una A fija y positiva queremos
minimizar

|A=Ull2,

variando sobre el conjunto de las matrices unitarias en H. Veamos entonces
que el tnico aproximante unitario (en Sy) a una matriz positiva arbitraria y
fija es la matriz identidad I. Sea {¢;} una base ortonormal de H. Entonces

1A - UHz—ZHA U)eill* = ZHA¢ZH2+HU¢1H2 2Re ( Ay, Ugp; ),
i=1 i=1

y se puede verificar que ( A¢;, U¢; ), estd maximizado si U = I. Luego como

Uil = llgill =1,

tenemos

A= U3 > Xty [|AQil* + (191> — 2Re (Agy, i) = [A =I5 (7:33)
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Para la unicidad, no podemos usar la propiedad de convexidad de
|| - |l2 ya que el conjunto de matrices unitarias no es convexo. Ahora, como I es
un minimizante global, entonces es un extremo local de la funcién

F:U— ||A—UH2,

con U € U, (llamamos U al conjunto de operadores unitarios). Indicamos que
I debe ser el tnico extremo local, y por lo tanto el tiinico minimizante global
de F.

De hecho, si V € U es un extremo local de F, luego la funcién f : t —
F(e'’V) = ||e*’V — A||,, donde t € R y P es una proyeccién arbitraria de
rango unidimensional, tiene un minimo local en 0. Entonces, f'(0) = 0 < f (0).
Si notamos ¢ (V) al espectro de V, estas dos condiciones implican (ver [48]),
dado que P es arbitrario, que ¢(V) C Ry Re(¢(V)) C R*. Entonces, como
V € U, tenemos que (V) = {1}, lo que significa que V = I.

Extension del resultado al espacio S,
Dado A€ L(H)",seap>1,y
Uy = {U: U es unitaria, U — A € S,}.

En [2, Teorema 3.3], se prueba que si U € U4, entonces I € U4 y ademas (|2,

Corolario 3.6])
U= Allp = [T = Allp-

De esta manera, se extiende el resultado obtenido en (7.33) a los espacios S,
con p > 1y de dimensién infinita. En este caso, se pierde la unicidad de I
como minimizante. Con la hipétesis extra de que A > 0 (es estrictamente
positiva), I es el tinico minimizante de ||[U — Al|,, U € Uy, para p > 1, [2,
Teorema 3.5].

7.3.2.2 Mds problemas de aproximacion tipo Lowdin

Tal como hicimos con el problema de Lowdin, supongamos que tenemos una
base arbitraria no ortogonal {f1,-- -, fu} de vectores unitarios. Supongamos
que quisiéramos reemplazarlos con una base ortonormal {ey,- - - ,e,} con las
siguientes propiedades

1. {e1, - ,ey} escercanoa {f1, -+, fu},
2. {e1,--- ,en} es cercano a otra base ortonormal {g1,- -+ ,gn}-

La restriccion 2., podria aparecer para probar una hipoétesis seguida de
alguna teoria quimica competitiva. Dado que 1. y 2. son restricciones que
compiten entre si, una solucién 6ptima dependerd de cuanto peso relativo se
les da a las restricciones 1. y 2. respectivamente. Para 0 < b < 1, sea

Fy(B) = bY_Ilfi— e+ (1-) ) llgi — el
1 1



7.3 Problemas de Procrusto

donde como en el problema de Lowdin, B es la matriz de ortogonalizacién
tal que Bf; =¢;, 1 <i < n.Cémo antes, sea B= UL ,donde L = |B| y U es
unitario, la tinica descomposicién polar de la matriz B inversible . Tal como
hicimos con el problema de Lowdin, variar la matriz B es mantener su médulo
L fijo mientras se varia su parte unitaria U.

Sea la matriz unitaria C que llevalabase {Lf1,---,Lf,} alabase ortonormal
{¢1,--+,gn}. Bs decir CLf; = g;, 1 < i < n. Luego C~'g; = Lf; y entonces
ej = Bf; = ULf; = UC~g;. Entonces con 0 < b < 1, tenemos

n n

Fy(B) = b) (B~ = Deil>+ (1= b) Y II(1 - UCTH)gil|* =

i i
n

by [I(L! — W)U e+ (1- b)Y (€ — U)C g = (7:34)

1

bIIL™ — Ul + (1= b)||C — Ull3.

El problema ahora se transforma en el problema de minimizar la ecuacién
(7.34), variando la matriz unitaria U sujeta a la matriz positiva L~!, con la
matriz unitaria C y el ntimero b ambos fijos.

En [48], se da una solucién al problema presentado en (7.34), bajo ciertas
hipétesis. Supongamos que Aj, Ay, -+, Ay son operadores lineales en un
espacio de Hilbert H, N-dimensional. Sean by > b, > --- > b, > 0, con
by + by + - - - + b, = 1. Supongamos que

n
D =) bjA;
j=1
es un operador normal. El problema de minimizar el funcional

n
gy =Y blu - A3 ueu,
j=1

es equivalente a minimizar el funcional
FU)=|u-D|3 UeU.

Mads aun, si escribimos

N
D=3} Aej®ej, (7.35)

j=1

donde {ey, e, -+ ,en} es una base ortonormal de H y Dej = Aje;. Entonces,

los operadores unitarios U que minimizan £ tienen la siguiente forma. Para
. A . .

1 <j <N, Uej = pjej, donde p; = \/\_j‘|' si Aj # 0y yj es un nimero complejo

arbitrario de médulo 1 si A; = 0.
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Por otra parte, si N' = N(D). Entonces los operadores U que minimizan £
son reducidos por N (es decir U(N) C N y U(N1) C N1), son operadores
unitarios arbitrarios en A y son operadores unitarios tinicamente determina-
dos en A't. Cuando D es inyectiva, el minimo de & es alcanzado en un tinico
U. Para las pruebas de estas afirmaciones, ver [48, Teorema 1].

Para el problema planteado en (7.34), tenemos que D = bL~! + (1 — b)C,
entonces D serd un operador normal si L~! (6 equivalentemente L) conmutan
con C. En ese caso, si D es de la forma (7.35), el U que minimiza (7.34) esta
dado por

Ue; = pjej,

paraj € K = {n € {1,2,--- ,N} : y; # 0}, donde y; = &—j',y {Ue; : j €
{1,2,---, N} \ K} puede ser un base ortonormal arbitraria de {¢; : j € K} .

7.3.3 Aproximacion simétrica de marcos y bases

Dado un espacio de Hilbert H y un conjunto de vectores linealmente indepen-
diente {f;}" ; en H. El proceso de Gram-Schmidt es tradicionalmente usado
para crear una base ortonormal de vectores {y;}" ; a partir de {f;} ;. De
forma tal que
gen{ fihi<i<k = gen{piti<i<ks

para cada 1 < k < n. Este proceso depende del orden en el sentido en
que, si se reordena el conjunto {f;}? ;, se obtiene un conjunto ortonormal
totalmente nuevo {y;}? ;. En algunos problemas, es deseable tratar a los
vectores {f1,- -, fn} simultdneamente en un método que sea independiente
del orden. Entonces, se busca ortonormalizar el conjunto {f;}" ; de forma tal
que

. 2
Y lui = £l
i=1

es minima, tal como vimos en la Seccién 7.3.2. El conjunto resultante {y;}” ;
es llamado simétrico o la ortogonalizacién de Lowdin de {f;} ;.

En [81], T. R. Tiballi, ampli6 los resultados vistos en la Seccién 7.3.2 con
un efoque de teoria de operadores. Investig6 la existencia y unicidad de la
ortogonalizacién simétrica de conjuntos {f;}$* ; linealmente independientes
infinitos contables (finitos 6 numerables) en espacios de Hilbert H.

Considerando el operador F : [>(IN) — H,

F(e;) = fi, paracadai € N

y para la base ortonormal canénica {¢;}?; de I?(IN), probé la existencia
de ortogonalizaciones simétricas de {f;}?°,, siempre que (I — |F|) fuera un
operador de Hilbert-Schmidt en [2(IN) (ver B.1.2) y la dimensién del ntcleo
de F fuera menor o igual a la dimensién de R(F)*. La unicidad se puede
garantizar si y solo si el nticleo de F es cero [81, Teorema 4].
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En [43], se extienden estos resultados a marcos (ver Seccién 7.2.1). En dicho
trabajo, se estudia la existencia y unicidad de aproximaciones simétricas de
marcos {f;}°, de subespacios de Hilbert K C H.

Diremos que dos marcos { f;}ien ¥ {i}ien de dos subespacios de Hilbert
Ky L de H, respectivamente, son débilmente similares, si existe un operador
lineal acotado e inversible T : L — L tal que T(f;) = g; para cada indice i. Si
L = K entonces diremos que los marcos son similares.

Entonces, dado {f;};cn, un marco de un subspacio K del espacio de Hilbert
H, un marco de Parseval {v;}$*; en un subespacio de Hilbert £ C H, se dice
una aproximacion simétrica de {f;}icN, si los marcos {fi}ien vV {Vi}tien son
débilmente similares, la suma

> llvi = fill?

=1

es finita y ademds es el minimo de todas las sumas finitas Y ;> [[#; — f; 1% que
podrian aparecer para cualquier otro marco de Parseval {y;}{*; de cualquier
subespacio de Hilbert de H débilmente similar a {f;}ien. Como resultado
se obtiene que tal aproximacion simétrica existe y es siempre tinica si y s6lo
si, el operador (P — |F|) es de Hilbert-Schmidt, donde (I — P) = Py ), [43,
Teorema 2.3].

Dado {f;}ien, un marco de un subspacio K del espacio de Hilbert H, se
define F : I?(IN) — H por

F(Zl DC]'BJ') = Z Dé]'f]',
j=

=1

donde {e;};cn es la base canénica ortonormal de [?(IN). Entonces F es el
adjunto del operador de analisis y por lo tanto es acotado y tiene una des-
composicién polar F = U|F|, donde U es una isometria parcial de I>(IN) en
H con espacio inicial N(F)* C [2(N) y rango R(F) C H (ver A.1.6). Dado
que el operador de F*|x es inyectivo y F* = U*|F*| es su descomposiciéon
polar, tenemos que F|x tiene rango cerrado y que el conjunto {U(e;) }ien €s
un marco de Parseval de un subespacio separable de H. El Teorema 2.3 de [43]
muestra que, si P = Pg(p«), denota la proyeccion de I>(IN) en el subespacio
cerrado R(F*F). Entonces el operador (P — |F|) es de Hilbert-Schmidt si y s6lo

si la suma
Y o lwi—fill?
j=1

es finita para al menos algtin marco de Parseval {y;};en de algtin subespa-
cio L de Hilbert de H que es débilmente similar a {f;};cn. En este caso la
desigualdad

i I — £ill* > il [U(e;) = fill*> = I[(P — |F]) |2,
j= j=
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vale para cualquier marco de Parseval {y; };cn de cualquier subespacio £ de
Hilbert de H que es débilmente similar a {f;};cn. (La suma de la izquierda
podria ser infinita para algunas elecciones de {}/; };cn)- La igualdad aparece
siy solo si y; = U(e;) para cada i € IN. Consecuentemente, la aproximacién
simétrica de un marco {f;};en en un espacio de Hilbert  C ‘H es un marco
de Parseval que genera el mismo espacio de Hilbert £ = K de H y que es

similar a {f;}ien-
7.3.4 Problema de Procrusto en el procesamiento y reconstruccion de sefiales

Siguiendo la notacién y definiciones dadas en la Seccién 7.2.1, daremos un
ejemplo de problema de Procrusto hallado comunmente en el drea de Proce-
samiento y Reconstruccién de Sefiales. Para ello, es necesario notar que, dado
un marco F redundante, el marco dual canénico F* no es siempre la mejor
eleccion para el dual de F. Por ejemplo, la estabilidad numérica comienza a
tener importancia cuando se lidia con férmulas de reconstruccién derivadas
del par dual (F, G); en este caso una medida de la estabilidad de las férmulas
de reconstruccién para un F fijo, vene dada por el niimero de condicion x del
operador Sg de G, definido por

x(Sg) = IS5'Il lISgll = 1.

En [51], Han caracteriza los marcos F para los cuales el niimero de condicién
es minimo, denotdndolos por X = {x;};>1, el cual es un marco de Parseval y
en este caso Sy = Iy y por lo tanto el nimero de condicién de Sy es minimo.
Las condiciones en [51], para la existencia de un marco dual de Parseval
de un marco F = {f;};>1 resultan ser equivalentes a las condiciones para
la existencia de un espacio de Hilbert mayor X O H, una base ortonormal
{ki}j>1 de Ky una proyeccién oblicua Q : £ — H tal que

ij = f]-, paracadaj € IN,

las cuales fueron halladas en [6].

En el caso en que el marco F no admite un marco dual de Parseval, entonces
se pueden considerar dos alternativas: se pueden buscar marcos duales que son
Optimos para la estabilidad numérica 6 se pueden buscar marcos de Parseval
X, que son 6ptimamente estables, que minimzan el error de reconstruccién
cuando se derivan férmulas de reconstruccion para el par (F, X'). En [29], se
considera la segunda alternativa y se buscan los marcos de Parseval X que
minimizan el error del peor caso del algoritmo de reconstruccién derivado del
par (F, X). Explicitamente, se buscan los marcos de Parseval X' = {x;};>1, es
decir, aquellos que cumplen XX* = Sy = I3, que minimizan el peor caso de
error de reconstruccion.
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En [29], la medida del error de reconstruccién que se considera es
|||FX* —I|||, donde ||| - ||| es cualquier norma unitariamente invariante y se

define
ay g (F) = inf{||[FX* = I|||, XX* = I},

con F y X los operadores de sintésis de F y X respectivamente. Se puede
probar que )||.|(F), depende del espectro del operador Sz y también del
exceso de F. En el caso en que «||.|(F) se alcanza para algtin marco de
Parseval X, se introduce el conjunto de marcos de Parseval cuasi-duales,
definido, por

E(F) ={X ={xj}jz1: XX* = I, a(F) = [|[FX* = I||[}.

En estos casos, «|||.||(F) es el peor error del algoritmo de reconstruccién
basado en el par 6ptimo (F, X'), donde X es un marco de Parseval cuasi-dual
de F.
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En la Seccién 6.3.2,dados A, B € CR(H),C € L(H)y W € L(H)™, estudiamos
el problema de analizar la existencia de

min [|[AXB — Cl||,w, (8.1)
XeL(H) ’
donde || X||,w = |W'/2X]|,,. Para obtener los resultados resumidos en el

Teorema 6.3.9, supusimos como hipétesis que W € L(H)™ sea un operador tal
que W1/2 ¢ Sp, paraalgin 1 < p < co.
Observar que, dados A, B € CR(H),y W € L(H)*. Si definimos el conjunto

Ap={X €L(H): W?AXB—-C) €S},
para algtn p, con 1 < p < ooy consideramos F, : Ay — R,
Fp(X) = [W/2(AXB - C)l,

en los casos en que el conjunto A, # @, obtendremos las mismas conclusiones
que las obtenidas en el Teorema 6.3.9, sin pedir que W'/2 pertenezca a alguna
clase de Schatten p.

Mas atn, si pensamos el problema estudiado en la Seccién 6.1.2, como
un caso particular del problema estudiado en la Seccién 6.3.2; un mismo
razonamiento se puede hacer, para obtener soluciones de dicho problema sin
pedir que el operador W € L(H)* sea un operador tal que W'/2 € Sp, para
algin 1 < p < oo.

En la Seccion 6.3.1, se estudi6 el Problema de analizar la existencia de

in (AXB — C)*W(AXB — C), 8.
Xg%)( ) W( ) (8.2)

con el orden inducido por el cono de operadores positivos en L(H), que es
una generalizacion del problema estudiado en 6.1.2, en ese caso B = I. En
ambos casos se obtuvo que la existencia de este minimo es equivalente a que
se verifiquen dos condiciones: R(C) C R(A) + R(A)*W y N(B) C N(A*WC)
(para el caso en que B = I, la segunda condicién se cumple trivialmente).

La Proposicién 3.1.15, permite extender los resultados del minimo obtenido
para el orden inducido por el cono de operadores positivos en L(#), a
cualquier norma unitariamente invariante. Es decir, resolver el problema del
minimo (8.2), permite obtener condiciones suficientes para la existencia del
minimo del Problema (8.1) para cualquier norma unitariamente invariante,
por ejemplo, las normas p con 1 < p < oo 6 la norma de operadores.
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Para establecer condiciones necesarias para la existencia del minimo de

i [ AX = Bllyw, 53)
para las normas p con 1 < p < oo, se utilizaron las férmulas de las derivadas
¢-direccionales de los operadores || X||5, para 1 < p < oo (ver Seccién 3.2.1).
En este caso, la idea fue probar que un minimo global del Problema (8.3) es
solucion de la ecuaciéon normal A*W(AX — B) = 0.

Para el caso 1 < p < oo, fue posible probar que todo minimo global de
(8.3), es efectivamente una solucién de la ecuacién normal A*W(AX — B) =0,
estableciendose una equivalencia entre la existencia de minimo del problema
asociado en el orden inducido por el cono de operadores positivos y el minimo
para las normas p con 1 < p < co. Para el caso particular p = oo, se pudo
probar que un minimo Xy € L(#) del Problema (8.3) cumple que
A*W(AXy — B)f = 0, para algun f en el subespacio donde el operador
|[W'/2(AX, — B)| alcanza su norma.

Para el caso del minimo del problema

ng{)llAXB Cllpw, (8.4)
fue posible encontrar un equivalencia con el minimo del problema asociado
en el orden de operadores, cuando se cumple la condicién N(B) C N(A*WC);
es decir, el minimo del Problema (8.4), es solucién de la ecuaciéon normal
esperada A*W(AXB — C) = 0 en este caso particular. Se puede ver facilmente,
que si se cumple la condicién N(B) € N(A*WC), entonces la ecuacién normal
A*W(AXB — C) = 0 es equivalente a A*W(AXB — C)B* = 0.

En particular, para el caso p = 2 y sin imponer restricciones al N(B), se
encontré una equivalencia entre el minimo del Problema (8.4) en normas p y
la existencia de solucién de la ecuacién normal A*W(AXB — C)B* = 0.

Para el caso general, 1 < p < co y sin imponer restricciones en el N(B),
fue posible encontrar ejemplos donde habia minimo del Problema (8.4) en las
normas p pero no asi en el orden de operadores (pues N(B) Z N(A*WCQ)),
mas aun, para p # 2, el minimo no era soluciéon de la ecuacién normal
A*W(AXB — C)B* = 0 (ver Ejemplo 2). También se encontraron ejemplos
donde las soluciones de la ecuacién normal A*W(AXB — C)B* = 0, no realiz-
aban el minimo del problema correspondiente en las normas p (ver Ejemplo
3), estos hechos contradicen el Teorema 4.1 de [63], por lo cual, los resultados
obtenidos en este trabajo son nuevos incluso para matrices.

En la Seccién 6.2, se usaron los resultados encontrados para resolver el
Problema (8.3), para determinar, entre todos los operadores que minimizan
dicho problema, aquellos de norma minima.

Dado que los operadores que minimizan el Problema (8.3), son de la forma
Xo = B’ + Py(a+wa)Z, donde B’ = (A*WA)'A*WB 'y Z € L(H), resolver

in || X , 8.
Juin Xl (85)
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con Mg el conjunto de los X que minimizan (8.3), Wzl/ 2 € L(H)*, tal que
W, € S; para algtn g, con 1 < g < oo, se vuelve equivalente a resolver el
Problema (8.3) y todos los resultados obtenidos para ese caso se pueden usar.

En la Secci6n 6.4, prestamos especial antencién al operador B*W, (4B, el
cual aparece naturalmente cuando estudiamos el Problema (8.3). Mds precisa-
mente, vimos que si R(B) C R(A) + R(A)W, entonces existe Xy € L(H), tal
que

(AXo — B)"W(AXo — B) = B*"W/g(a)B.

Comparando el Teorema 6.4.9 con la Proposicién 5.2.1, se puede observar que
cuando R(B) C R(A) 4+ R(A)*W, hay cierta similitud entre N(B*W,g(4)B) y
R(B*W,g(a)B) respecto al N(W,g4)) y R(W/g(a)) cuando el par (W, R(A))
es compatible.

En el Corolario 6.4.6, se prueba que si R(A) C R(B), entonces el operador
B*W,g(a)B resulta efectivamente un operador de shorted.

Por dltimo, en el Teorema 6.4.10, dado M C H un subespacio cerrado, B €
L(H) y W € L(H)™", se pudo probar que cierto operador shorted conjugado
por el operador B es efectivamente un operador shorted, més precisamente, se
demostré que

B*WB, m = B (Py g+ WPy (B+)L) /521 B-
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GENERALIDADES SOBRE ESPACIOS DE HILBERT

En este anexo se realiza un repaso de las propiedades més importantes de los
espacios de Hilbert, se establece el Teorema espectral, el Teorema de calculo
funcional y el Teorema de diagonalizacién de operadores compactos normales.

A.1 ESPACIOS DE HILBERT

Sean X, Y dos espacios normados sobre C; un operador lineal T : X — Y es
continuo si y sélo si es acotado, es decir que el conjunto de ntimeros reales
{IITx|| : x € X, ||x|| < 1} es acotado superiormente. El conjunto L(X,Y) de
los operadores lineales de X en Y es un espacio vectorial sobre C, y tiene una
norma definida por

IT]| = sup{[ITx] : x € X, [|lx] <1}
Si Y es un espacio de Banach, entonces L(X,Y) también lo es.

Un espacio de Hilbert #, es un espacio vectorial provisto de un producto in-
terno al que notaremos ( -, - ) , que con la distancia definida por dicho producto
interno es completo.

Sea ‘H un espacio de Hilbert, dados x € H y r > 0, definimos la bola abierta
con centro en x y radio r como

B(x,r) = {y € H: |y —xl| <r}.
Dado un conjunto Z C H, definimos el interior de Z como
Z°={x€Z:3r>0:B(x,r) CZ},
y definimos la clausura Z como
Z={x€H:B(x,r)NZ # @, para cada r € R}.

La siguiente equivalencia, que relaciona el interior y la clausura de un conjunto,
se deduce facilmente

HN\Z =H\Z°

A partir de estas definiciones, probaremos dos propiedades conocidas de
espacios métricos que usaremos en el Capitulo 6.

Proposiciéon A.1.1. Sea H un espacio de Hilbert y S C ‘H un subespacio, entonces:
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1. 5i §° # @, entonces H = S,
2. §5i §° = @, entonces H \ S es denso en H.

Demostracién. 1. Supongamos que S° # @, entonces existen x € Sy r > 0
tal que B(x,r) € S. Sea z € H, consideremos y = 5 + m,z, entonces y €

B(x,r) € S. Como S es un subespacio, entonces z = (y — %)M eSSy
entonces H = S.
2.518° =@, entonces H\S =H\S° =H. O

Bases ortonormales en los espacios de Hilbert

En un espacio de Hilbert, todo sistema ortonormal {¢; : k € N} cumple la
desigualdad de Bessel, es decir cumple que si x € H, entonces

Yo ) 2 < )2

k>1

Por otra parte, todo espacio de Hilbert separable H, tiene una base ortonor-
mal numerable. Llamaremos base ortonormal de un espacio de Hilbert, a
todo conjunto A C ‘H ortonormal maximal, es decir quesi A C BC Hy B
es un conjunto ortonormal entonces B = A. El siguiente resultado es bien
conocido y es valido para espacios de Hilbert arbitrarios. Sin embargo, para
simplificar supondremos que H es un espacio de Hilbert separable. Entonces
si {¢ : k € N}, es un conjunto ortonormal de H son equivalentes:

1. Si x € H verifica (x, ) = 0 para todo k € IN entonces x = 0,

2. {¢ : k € N} es una base ortonormal de #,
3. six € H entonces x = ) x> (X, Pk ) P = Zéim YN O )
= —00

4. si x,y € H entonces (x,y) = Yy>1 (%, ¢¥r) (Pr, v ), (ecuacién de Parse-
val),

5. si x € H entonces ||x|? = Yi>1 | (x, % ) [, (igualdad de Parseval).

Operador adjunto
Dado T € L(H, K), el tinico operador S € L(H, K) tal que

(Th,k) = (h,Sk) paratodoh € H, k € K,

se llama operador adjunto de T y se denota como S = T*. La existencia y
unicidad de dicho operador estd garantizada por el teorema de Representaciéon
de Riesz [19, Capitulo I, Teorema 3.4].

Sea T € L(H). Entonces,



A.1 Espacios de Hilbert

-

. T es positivo si ( Tx,x) > 0 para todo x € H,
2. T es hermitiano 6 autoadjuntosi T = T~,

3. T esnormal si TT* = T*T,

4. T es unitario, si T es inversible y T~ = T*.

Se puede probar que si T es positivo, entonces T es hermitiano. Se deduce
inmediatamente que si T es autoadjunto o unitario, entonces es normal.

A.1.1  Teoria espectral

Dado un operador T € L(H), el conjunto resolvente de T se notara por p(T) y
se define como
o(T) = {A € C: existe (AI —T)7 !},

el complemento de dicho conjunto, se llamara espectro de T y se notard como
o(T) = p(T)C. El conjunto ¢p(T), es el espectro puntual de T y se define como

op(T) = {A € C: N(AT—-T) # {0} };

los elementos de op(T) se llamaran los autovalores de T.

Los siguientes teoremas, probados en [75], serdn usados ampliamente en
este trabajo. El primero de los teoremas que veremos se llama comtnmente
Teorema Espectral.

Teorema A.1.2 (Teorema espectral). Sea T € L(H) y r un polinomio con coefi-
cientes complejos, entonces

o(r(T)) = {r(A) : A € o(T)}.

Dado, un conjunto compacto K, denotaremos por C(K) el conjunto de
funciones continuas de K a R.

Usando el Teorema de Stone-Weirstrass [19, Capitulo I,Teorema 5.6] y el
Teorema Espectral, y teniendo en cuenta que el espectro de un operador au-
toadjunto acotado, es un conjunto compacto de la recta real [75, Teorema 1.5.1]
y [75, Teorema 1.7.6], es posible demostrar el siguiente resultado, conocido
como Teorema de Calculo Fucional [75, Teorema 1.7.7]. y

Teorema A.1.3 (Teorema de célculo funcional). Si T = T* € L(H), existe una
tinica funcion lineal f — f(T) de C(c(T)) a L(H) tal que:

1. f(T) tiene su significado esperado cuando f es un polinomio,

2. [F(D)I = lIflle = sup{lf(x)| : x € o(T)}, f € C(o(T)).
Es mds, para todo f,g € C(c(T)), vale que

3. (f)(T) = f(T)g(T),
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4. f(T) = (F(T))*,
5. f(T) es normal,
6. f(T)S = SF(T),si S € L(H)y TS = ST,

7. siA € op(T), x € Hy Tx = Ax, entonces

A partir del Teorema de Calculo Funcional, es posible probar para un
operador T positivo, la existencia de un tinico operador B positivo, tal que
T = B2, dicho operador se llamar4 la raiz cuadrada de T y lo probaremos en
el siguiente teorema.

Teorema A.1.4. Sea T € L(H) autoadjunto, entonces las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. 0(T) consiste de niimeros reales no negativos,

2. T = B?, para algiin operador positivo B € L(H),
3. T = A*A, para algiin A € L(H),

4. T > 0.

Cuando esta condiciones se satisfacen, el operador B de 2. es tinico.

Demostracion. Es claro que 2. implica 3. Si T = A*A, entonces (Tx,x) =

(Ax,Ax) > 0, para cada x € H, entonces 3. implica 4. Si 1. se satisface, la

funcién a valores reales, g(A) = A4, es continua en o(T) y [g(A)]* = A.

Entonces, por el Teorema A.1.3, S = g(T) cumple S* = T. Llamando B = S?,

entonces B es un operador positivo y B> = T, por lo tanto 1. implica 2.
Supongamos que T > 0, y definamos h en C(c(T)) por

iA>
h(A) = 0 siA>0
(-M)V2 siA <.
Como h es una funcién a valores reales y h(A)AR(A) = —[h(A)]* cuando
A € o(T), el operador S = h(T) es autoadjunto y STS = —S*. Como 3. implica
4., vale que S* > 0, entonces

0> —S*=S8TS =STS* >0,

y por lo tanto 0 = S* = [h(A)]*, como el mapa f — f(T) es inyectivo, se
sigue que h* es el elemento nulo de C(¢(T)). Esto, junto con la definicién de
h, muestra que o(T), consiste de nimeros reales no negativos. Entonces 4.
implica 1. Y las cuatro equivalencias del teorema quedan probadas.
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Solo queda por probar que si T > 0 entonces el operador B de 3. es tinico.
Sea B = f(T), donde f € C(c(T)), definido por f(A) = A2 Si {r,},>1 es
una sucesion de polimios que converge uniformemente en ¢(T) a f (Teorema
de Weierstrass), entonces

|B—r,(T)|| — O.

n—00

Sea D otro operador positivo tal que D> = T. Dado que ¢(D) consiste en
ntimeros reales no negativos, y o(T) = {u? : u € o(D)}, el polinomio g, (¢) =
ra(1?) converge uniformemente en o(D), a la funcién f(u?) = u = o(u),
donde v es la funcién identidad en o (D). Entonces

ID = ra(T)[| = [ID = qu(D)[| = [l = gulleo = 0.

Entonces
IB=DIl < [IB=ru(T)[[+ D =ra(T) = 0,

y tenemos que B = D. [

Definicién. Sea T € L(H). Como T*T es autoadjunto y positivo, por el teo-
rema anterior, podemos definir

T| = (T*T)",
siendo B = | T, el tnico operador positivo tal que B> = T*T.

A continuacién probaremos el Teorema de Descomposicién Polar, para pro-
bar dicho teorema es necesario enunciar un lema técnico de facil demostracion.

Lema A.1.5. Sea H un espacio de Hilbert, T € L(H) entonces:

. [ Tx]| = [[|T] x|l y N(T) = N(|T}),

2. R(T) es cerrado si y sélo si R(|T|) es cerrado.
Demostracién. 1. ||Tx||?> = (Tx, Tx) = (T*Tx,x) = (|T|?x,x ) =
(|T|x,|T|x) = | |T| x||?, y a partir de esto es inmediato que N(T) = N(|T|).

2. Por la Proposicién 2.1.11, si R(T) es cerrado, vale que T es acotado
inferiormente, es decir, existe & > 0 tal que

| Tx|| > «l|x||, para todo x € R(T)*,
usando el item 1., tenemos que
IIT] x|l = ITx|| > a|x], para todo x € R(T)* = R(|T])",

por lo tanto, nuevamente por la Proposicion 2.1.11, R(|T|) es cerrado. La

reciproca se prueba de igual manera.
O
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Definicién. Sean H un espacio de Hllbert y U € L(H), diremos que U es una
isometria parcial si

|Ux|| = ||x||, para cada x € N(U)* .

Teorema A.1.6 (Descomposicion polar). . Sean ‘H un espacio de Hllbert y T &
L(H). Entonces existe una inica isometria parcial U € L(H), tal que

T = U|T| y N(U) = N(T).

Demostracion. Definimos U : R(|T|) — H como
Uy = Tx,

donde y = |T|x. Entonces U estd bien definido por el item 1. del lema anterior,
es lineal y ademas

Uyl = Tx| = || [T]xl[ = ly]-

Por lo tanto U resulta una isometria, en particular es continua. Entonces
podemos extenderla de manera isométrica a R(|T|). Ahora bien, sabiendo que
|T|* = |T| y usando el item 1. del lema anterior tenemos:

R(IT|) = N(IT)* = N(T)".

En definitiva, definimos U sobre N(T)+. Luego extendemos U sobre N(T)
como el operador nulo. Como H = R(|T]) @ N(|T|)* = N(T) @ N(T)+,
extendemos U por linealidad a todo el espacio y estd bien definida.

Seax € H,x=a+b,cona € N(T), b € N(T)*. Entonces

x| = [[u(a+b)[I> = [ubl* = [|b]> < [la]|* +[|b]|* = [Ix[|*, y por lo
tanto ||U|| = 1.

Veamos que N(U) = N(T). Puesto que U es el operador nulo sobre N(T),
es claro que N(T) C N(U).Seax € H,x =a+b,cona € N(T), b € N(T)*.
Entonces

0=Ux=Ua+Ub=UD,

pues U|y(r) = 0, por lo tanto
0= |[Ux]| = [jub]| = |6l

porque U es isometria sobre N(T)*. Es decir, x = a € N(T).
La unicidad es clara del hecho que H es suma directa de R(|T|) y N(T), y
dos tales U, V tienen por ntcleo a N(T) y valen lo mismo restrigidos a R(|T|).
[]

Definicién. Sea A € L(H), se define la parte real e imaginaria de A como:
A+ A" A— A"
=—5 e Im(A) = T

Observar que A = Re(A) +i Im(A), y que tanto Re(A) como Im(A) son
operadores autoadjuntos.

Re(A)
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Lema A.1.7. Cada elemento T € L(H) es una combinacién lineal finita de operadores
unitarios.

Demostracion. Dado que cada elemento T € L(H) se puede representar en
términos de su parte real e imaginaria, las cuales son autoadjuntas, podemos
considerar el caso en que T = T* y ||T| < 1. En este caso, el espectro
o(T) € [-1,1], [75, Teorema 1.5.1], entonces podemos definir una funcién

continua f en o(T), por
f(t) =t+iv1—1t2

Sea U = f(T), el operador correspondeintes a f en el cdlculo funcional
descrita en A.1.3. Entonces, dado que

o= TOIO 5@ = Fwpe =1,

se sigue del Teorema A.1.3, que

u+ur

> ua=u'u = 1.

T

A.2 OPERADORES COMPACTOS

Definicién. Una transformacion lineal T : H — #H es compacta si T(B[0,1])
tiene clausura compacta, donde B[0,1] = {x € H : ||x]| < 1}, es la bola
unitaria de H. El conjunto de operadores compactos de H en H se denotara

K(H).

Observar que K(H) C L(#H), que K(#) es un espacio vectorial cerrado y
ademas es un ideal bilatero, es decir que si A € L(H),B€ L(H)y T € K(H),
entonces TAy BT € K(H).

Diremos que un operador T se llama de rango finito si R(T) tiene dimensién
finita. El conjunto de operadores de rango finito de H en H forma un espacio
vectorial contenido en K(#). Ademas, si T es de rango finito entonces T* es
de rango finito y las dimensiones de R(T) y R(T*) coinciden.

El siguiente conocido teorema, cuya prueba se encuentra en [75, Teorema
1.8.7], permite ver que el conjunto de operadores de rango finito, al que
notaremos F es denso en K(H).

Teorema A.2.1. Si T € L(#H), son equivalentes:
1. T es compacto,

2. T* es compacto,
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3. existe una sucesion {T,},>1 de operadores en F tal que

|T — Tyl — 0.

Por altimo enunciaremos el importante teorema de Diagonalizacién para
operadores compactos normales. Ver prueba en [75, Teorema 1.9.2].

Teorema A.2.2 (Diagonalizacién de operadores compactos normales). Sea
T € K(H) un operador normal, sea {A, },>1 la sucesién de autovalores de T (orde-
nados decrecientemente de acuerdo a su valor absoluto y contados de acuerdo a sus
multiplicidades), y sea {¢n } n>1 la sucesién de autovectores ortonormales correspon-
diente. Entonces

Tx =Y Au (X, ¢Pn) P
n>1
Usando el teorema de descomposicion polar, podemos probar que si T €
K(H) (no necesariamente normal) entonces, existe una sucesion decreciente
de ntimeros reales positivos {pn}n>1 Y {¢¥n}tn>1, {¢n}n>1 sucesiones ortonor-
males en H. Tal que

Tx =) pn (X, ¢n) Pn. (A.1)

n>1

De hecho, sea T = U|T| la descomposicion polar de T, entonces por el teorema
de célculo funcional, |T| es un operador positivo y compacto. Sea {py},>1,
la sucesion de autovalores no nulos de |T| (decreciente de ntiimeros reales
positivos contados de acuerdo a sus multiplicidades), por el Teorema A.2.2
existe {¢n },>1 una sucesion ortonormal en H tal que

T|x =Y pn (X, ¢n) P (A.2)

n>1

Sea o, = Ugy. Como U es una isometria parcial en N(T)* y ¢, = u; | T|pn €
R(|T|) € N(T)*, entonces U*U¢y, = ¢, por lo tanto

<’~/Jm/‘/’n> = <u4’m' u4’n> = <U*u4’mr¢n> = <(Pm/4)n>r

entonces {{y, },>1 es un conjunto ortonormal en #. Entonces, volviendo a la
ecuacion A.2, tenemos

Tx=U|T|x =Y pn(x,¢n)Upp =Y pin (X, ¢n) Pn.

n>1 n>1

Finalizamos la seccién con una proposicion que usa varios de los resultados
presentados hasta ahora y que se utilizard frecuentemente a lo largo de este
trabajo.

Proposiciéon A.2.3. Sea T € K(H) un operador positivo y sean r,s > 0 entonces

N(T") = N(T®).
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Demostracion. Supongamos que T € K(#H) y que T es un operador positivo.
Sea {A;},>1, la sucesion de autovalores reales no nulos (ver Teorema A.1.4) de
T (sucesién decreciente de nimeros reales positivos y contados de acuerdo a
sus multiplicidades), y sea {¢, },,>1 la sucesiéon de autovectores ortonormales
correspondiente. Como T = T*, por el Teorema 6.1.13, vale que

Tx = Z A (X, ) P,
HEN1

donde N7 = {n € N : A,, > 0}.
Por el Teorema de Célculo funcional A.1.3, vale que si r > 0 entonces

T'x = Z /\Z <x1¢n > (Pi/l/
n€N1

donde se us6 que si A, > 0, entonces A}, > 0. Sea x € N(T"), entonces

0=[T"x|>= Y ALl {x¢n)l*
1’!6/\/1

entonces como A, > 0 para todo n € Nj vale que (x,¢,) = 0, para todo
n € N7. Entonces

T°x = Z A (X, @n ) pn =0,
HGNl

y x € N(T?), concluyendo que
N(T") C N(T?).

La otra inclusién se prueba de manera similar.






PRUEBA DE LAS PROPIEDADES ENUNCIADAS DE LOS
ESPACIOS Sp

En este anexo se realizan las pruebas a las propiedades enunciadas de los
espacios de Schatten S, que se encuentran en el Capitulo 3.

B.1 OPERADORES EN LA CLASE DE SCHATTEN

Lema B.1.1. Supongamos 1 < p < oo, T es un operador compacto y autoadjunto en
H, y {An}u>1 es la sucesién de autovalores no nulos de T, contados de acuerdo a su
multiplicidad. Entonces:

1. Si T € Sy entonces Y ,>1 |An|P < o0,

2. 51 Y 51 [AulP < oo, entonces T € S, y para cualquier sistema ortonormal
{r : ke N} enH,

Y (T e) 1P < Y Al

k>1 n>1

Demostracion. Por el Teorema A.2.2, existe una sucesion ortonormal {¢n}nz1 C
H tal que
Tx = Y Au(X,¢n) ¢u para todo x € H.

n>1

Si T € S, entonces por definicion

Y Anl? = Y [T, ) |P < 0.

n>1 n>1

Reciprocamente, supongamos que }_,~1 |A,|P < oo, entonces si { : k € N}
es cualquier sistema ortonormal en #, entonces

(T ) = Y Anl (P ) |-

n>1

Si g es el conjugado de p, es decir % + % = 1, usando la desigualdad de Holder
[75, Lema 1.3.2] (con la interpretaciéon usual cuando p =1y g = o), tenemos:

(T i) | < Y [l (@) 7] (o) |7 <

n>1

(Y AP e ) )P (X T (s ) 1)

n>1 n>1

==
= =
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Ya que Ton | (i ¢n) < [lx]2 = 1, tenemos

Y (T i) [P < Y Y [Aal?| (s ) |2 <

k>1 k>1n>1
Yo AP Y i) 12 < X (AP llgull? = Y 1Al
n>1 k>1 n>1 n>1

donde en la ultima desigualdad usamos la desigualdad de Bessel. Entonces
T € S,y 2. se satisface. O

Es bien sabido que un operador T en H es compacto si y sélo si es el
limite en norma de operadores de rango finito, ver Teorema A.2.1. El préximo
resultado muestra que pertencer a S, también es equivalente a ser limite en
norma de operadores de rango finito.

Teorema B.1.2. Sea T € L(H) y 1 < p < co. Entonces T € S, si y sblo si existe
una sucesion {F, },>1 de operadores en H, tal que F, tiene rango finito, no mayor que
ny

Y T —Fi||? < oo.

n>1

Demostracion. Sea D la clase de operadores T en H para los cuales dicha
sucesion {F,},>1 existe. Dado S,T € D y escalares &, B, elijamos F, y G,
operadores de rango finito no mayor a n para los cuales se cumple que
Yus1 IS = FullP <0y Y51 [|T — Gyl < o0, y definamos la sucesion {Hy },>1

por
Hy =0, Hy, = Hyyy1 = aFy + BGy.

Entonces H,, tiene rango finito no mayor a n, y

(Y llaS + BT — Hy||P)/P =

n>2
=2YP() [|la(S = Fu) + B(T = Gu) [IP) /7 <
n>1
2P (Y (1S = Bal)!)YP 42V P Y (IBHIT — Gl )P)VP < oo,
n>1 n>1

donde se uso6 la desigualdad de Minkowski [75, Lema 1.3.1], entonces a$ +
BT € D. Es més §* € D, ya que F, tiene rango finito no mayor a n y

Y ST = EillP =} (IS — FallP < oo,

n>1 n>1

Finalmente, S es compacto ya que es el limite en norma de la sucesiéon de
operadores de rango finito {F,},>1.

Estos resultados, prueban que D es subespacio lineal de L(#) que consiste
de operadores compactos que también contienen sus adjuntos. Vimos que S,
también tiene esas propiedades. Para probar que D = S, es suficiente con
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probar que un operador compacto y autoadjunto T € D siy s6losi T € Sy,
(pensar en la descomposicién en parte real e imaginaria de un operador
S € L(H), definida en la seccién A.1.1).

Dado dicho T, por el Teorema A.2.2, podemos suponer que

TX—Z)\ X(Pm (Pm/

m>1

donde {¢m}m>1 es una sucesion ortonormal y {A;},>1 es la sucesion de
autovalores no nulos de T (ordenados por médulo decreciente, contados de
acuerdo a su mulplicidad y seguido por una sucesion infinita de ceros si T es
de rango finito).

Si T € Sy, se define el operador F, por

F,x = Z)\ (X, Om ) Om,

entonces F, tiene rango finito no mayor que 7,

(T - ZA (X, ¢m ) Pm,

m=n+1
entonces por [75, Lema 1.9.1], tenemos que

IT = Eull = sup{|Aul: m > n} = Apial.

Por el Lema 3.1.1
YT =FalP =} [Auia]? < oo,

n>1 n>1
entonces T € D.
Reciprocamente, supongamos que T € D. Sea G, el operador de rango

finito no mayor que n € IN para el cual Y, || T — G|V < co. Para un # fijo,

podemos elegir vector x,, ym € H, 1 < m < n tal que

n

Gnx =Y (%, %m ) Y.

m=1
Entonces G (w11 + - - - + ap11¢54+1) = 0 siempre que los escalares ay, - - -, &y 41
satisfagan las n ecuaciones lineales (a1¢ + -+ ayp1¢Ppt1,xm) = 0, m =
1,--- 1.
Con aq, -+ ,a,11 (no todos nulos) satisfaciendo estas ecuaciones tenemos

(T = Gu) (a1 + -+ + anp1¢us) || = [|T(@apr + - -+ + anp1¢uia) || =

1
= [[Mardr + -+ Aprrdup1ppi]] = ((Maa|? + -+ [Appaan i ]?)2 >
A |(laa >+ 4 a1 Y2 = A ||0¢1<P1 + - 1 Puta)-
Por lo tanto |A,, 11| < ||T — Gy||, y entonces
YA <P+ Y IT = Gull? < oo,
n>1 n>1

y porel Lema 3.1.1, T € Sp. O
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B.1.1 El espacio de Banach S,

Lema B.1.3. Sea 1 < g < p < oo. Entonces las siguientes condiciones son equiva-

lentes:
1. TES,,,
2. |T| €5y,
3. |T|P/1 € S,

Demostracién. Como Sy, es un ideal en L(#) las equivalencias entre 1. y 2., se
siguen de las ecuaciones, T = U|T| y |T| = U*T.

Por otra parte, si 1. 6 2. se satisfacen, entonces | T| = (|T|P/7)4/P, es compacto
por el Teorema 3.1.5, y podemos suponer que |T| estd representado por la
ecuacién 3.1. Por el Lema 3.1.1, |T| € S, si y s6lo si ¥,>1 pth < o9, esto es

equivalente a que Zn21(yﬁ/ )4 < o0, 1o que nuevamente por el Lema 3.1.1, es

una condicién suficiente y necesaria para que |T|P/7 € S, entonces 2. y 3. son
equivalentes. O

Definicién. Sea F el conjunto de todos los operadores de rango finito de H
en H. Sean x,y € H, definimos x ® y € F como

(x®y)z=(z,y)x, z€H.

Observar que si {¢; : j € N} es una base ortonormal de #, entonces
trix@y) =) ((x@y)d¢;) =Y ($y)(x¢) =(xy),
j=1 j=1

donde usamos la ecuacién de Parseval.
Observar ademds que, dados u,v € H, tenemos que

((x@yuo) = {(wy)xo) = (wy){xo) = {u{xo)y) =

=(u(vx)y) = (u{y@x)v),
por lo tanto (x ® y)* =y @ x.
Por dltimo, veamos que

lx@yllp = llx]l lyll- (B.1)

Para ello es suficiente considerar el caso en que ||x|| = |ly|| = 1. En este caso,
sea x ® y = U|x ® y|, la descomposicion polar de x @ y.

Veamos que [x @ y| = ((x®y)*(x ®y))/? = y ® y. De hecho, dado z € H,
tenemos que

(xey)(xeoy)z=(yox)(zy)x=(zy)(x,x)y=(zy)y = (Y®y)z
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entonces (x ®y)* (x®y) = (y®y) y vale que

xoyl = (x@y) xoy)?=@yey'*=ya.

Entonces el tinico autovalor de |x ® y| es el 1, y su multiplicidad es 1. Luego

por (3.4), vale que
lx@yllp = 1.

A continuacién enuciaremos un lema técnico, cuya prueba se encuentra en
[751]-

Lema B.1.4. Sea 1 < p < oo, q el indice conjugado de p. Entonces T € Sy, si y sélo
si
sup{|tr (FT)|: F € F,|[F|l; <1} < oo,

donde F es el conjunto de los operadores de rango finito en H. Cuando esto es asi, el
valor del supremo es ||T||p.

Teorema B.1.5. Sea 1 < p < co. Entonces ||T||, es una norma en Sy, y con esta
norma Sy, es un espacio de Banach. Ademds, el conjunto F de los operadores de rango
finito en 'H es un subespacio denso de S,.

Demostracion. Dado que tr(T) es un funcional lineal en Sy, y por el Lema B.1.4
vale que para todo T € S,

ITllp = supiltr (FT)| - F € F, [[Fllg <1},
entonces se sigue que
ITllp =0, flaTllp = la[ITlp, WIS +Tlp < ITlp+ ISy,

paratodo S, T € S, y todo a € C.
Por otra parte, sea {Ty },>1 una sucesion de Cauchy en Sp. Entonces, dado
e > 0, existe N(¢) € N tal que

| T — Tullp < &, para todo n,m > N(e). (B.2)

Entonces, por la ecuacion (3.5), | Ty — Tu|| < €, para todo n,m > N(e), por lo
tanto {T}, },>1 es una sucesién de Cauchy en L(#), y entonces converge en la
norma de operadores a algun T € L(H). Si x,y € H entonces

tr((x@y)Ty) = tr(x@Tyy) = (Tax,y) = (Txy) =tr((x@y)T).

n—oo

Se sigue de la linealidad de tr, que tr(FTy) = tr(FT), para todo F € F.
n—oo
Sea F € F tal que ||F||; <1, por el Lema B.1.4 y por (B.2) tenemos que

|tr(FT,, — FT,)| < ¢, para todo n,m > N(e),
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y tomando el limite del lado derecho cuando n — co obtenemos
\tr(FT,, — FT)| < ¢, para todo m > N(e).

Entonces
sup{|tr (FT, — FT)|: F € F,|[F||; <1} <,

cuando m > N(e), y el Lema B.1.4 muestra que
Tn—Te€Sy, |[[Tun—T|p<e (m<N()).

Se sigue entonces, que T € S, y que T, converge en la norma de S, a T. Esto
prueba que S, es completo, y por lo tanto un espacio de Banach.

Finalmente, veamos que cada T € S, pertenece a . Podemos suponer que
T esta representado por la ecuaciéon (3.2). Para m € IN, definamos T), € F por

Tinx = 2 P X, Pn ) Pn-

n=1
Entonces o
(T—Tw)x =Y pn{%¢n)Pn,
n=m+1
entonces o
| T — Twllp = ( Z .”Z)l/p mjoo 0.
m+1
Porlo tanto T € F. O]

B.1.2 La clase de Hilbert-Schmidt

Definicién. El ideal S; en L(#) es llamado la clase de operadores de Hilbert-
Schmidt en H.

Ya probamos que S, es un espacio de Banach con respecto a la norma || - ||z.
El siguiente teorema muestra que Sy es, de hecho, un espacio de Hilbert y
tiene una base ortonormal que consiste en operadores de la forma x ® y.

Teorema B.1.6. La clase de Schmidt Sy es un espacio de Hilbert con respecto al
producto interno (-, - ) definido por

(S,T) = tr(T*S),

para S, T € Sy. La norma derivada de este producto interno es || - ||o. Por uiltimo si
{#j}i=1y {j}j>1 son bases ortonormales de H, entonces

Fix = ¢ @ ¢y

es una base ortonormal de S.
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Demostracion. Por las propiedades de la traza, es claro que (S, T) es lineal en

Sy(S,T)=(T,S).Si T € S, entonces
(T,T)"2 = (tr(T"T)"/? = (tr(|T]*) = || T2

Ya que ||T||2 es una norma bajo la cual S, es completo, se sigue que S, es un
espacio de Hilbert con el producto interno definido.
Dado que

F'Fim = (k@ ¢)) (Y1 @ pm) = (1, 07 ) (P @ Ym),

tenemos que

(Fim Fix ) = tr(EcFum) = (P97 ) (k0 Ym) =

_{ 1 sil=jym=k

0 en otro caso .

Entonces {F;x : j,k € IN} es un sistema ortonormal de S,. Notar que si
T € S;, entonces

(T Fy) = tr(E4T) = r(p @ T'9y) = (T ;).

Si T es ortogonal a cada F; x, entonces < T, ¢ > = 0, para todo j, k € IN. Dado
que T es continuo y una combinacion lineal de i 6 ¢; es densa en H, se
sigue que (Tx,y) = 0, para cada x,y € H y por lo tanto T = 0. Entonces
Fix = ¢; @ Py es una base ortonormal de S,. O

Teorema B.1.7. Sea T € L(H) y sean {$; : j € N}, {¢; : j € N} bases ortonor-
males de H'y F;x = 1; ® . entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

. Lo [Tl < oo,
2. Y1 Ljs | (T ¢ ) 2 < oo,
3. T €5,.

Cuando estas condiciones se satisfacen, se sigue que

ITIZ = 2 1Twill> = 3= Y 1 (T ) 1%

i>1 k>1j>1

T=).) (T¢p¢j)Fr

k>1j>1
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Demostracion. Ya que

ITyel1> = Y 1 { Ty, 95 ) %,

j=1
se sigue que

YoNTwel?> =Y Y 1 ( Ty ¢ ) I (B.3)

k>1 k>1j>1

(ya sea esta suma finita o infinita), por lo tanto 1. y 2. son equivalentes.
Si T € S,, entonces ya que {Fjx : j,k € N} es una base ortonormal en S,
tenemos

ITE= ), KTEP= Y [(Tgug) ™ (B.4)
i>1, k>1 j=1, k>1
Y ademas
= Y (TEx)Ex= ) (T¢u¢)Fk (B.5)
i>1, k>1 j=1, k>1
donde la serie en (B.5), converge con respecto a || - ||2. En particular, se sigue

de (B.4) que 2. se satisface, entonces 3. implica 2.
Reciprocamente, supongamos que T € L(H) y 2. se satisface. Si ¢c;; =
( Ty, ¢ ), tenemos que Y1, k>1 |cj,k|2 < oo, entonces

Y. cikFie

i>1, k>1

converge con respecto a || - |2 a un elemento S € Sy, para el cual (S, Fjx ) = ¢j.
Ya que

(S¢9j) = (S Fix) = cjx = (T ¢,
para cada j,k € IN, se sigue que T = S € Sy, y entonces 2. implica 3.

Se ha mostrado, que las condiciones 1., 2. y 3. son equivalentes, y que dada
dichas condiciones, las ecuaciones (B.3), (B.4) y (B.5) se satisfacen. Il
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