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Introduccion:

El propdsito principal de este trabajo es caracterizar los operadores en L(H), para H
un espacio de Hilbert complejo separable, tales que su érbita de similaridad, S(7), es
subvariedad analitica (que son aquellos cuya érbita tiene una estructura diferenciable
de cualquier tipo). Esto ocurre siempre, cuando H = C", pero otro es el caso cuando
dim H = oco. En el Teorema 8.11 se demuestra que tales operadores son exactamente
los que son similares a un operador de tipo "nice Jordan” (ver definiciones 2.1). Esta
clase fue estudiada por Fialkow y Herrero en [6], [14] y [15], vy estdn caracterizados
como la clase de operadores T' € L(H) tales que la aplicacion

mr:GH) — S(T) ; =r(U)=UTU ', U< G(H)

tiene secciones locales continuas ( [6, Teorema 16.1] ).

Otro problema tratado en el presente trabajo es el de averiguar los puntos de con-
tinuidad de la aplicacion ¢, definida asignando a cada operador nilpotente de orden n
en L(H), el sistema de proyectores asociado a su descomposicién canénica (ver 1.12 y
4.1):

2 Nn(H) - Pn(H) ) QO(T> = (PkerT aPkerTQerrT o 7P(kerT”_1)L)'

En el teorema 5.5 se demuestra que el conjunto de puntos de continuidad de ¢ es la
union de las érbitas de similaridad de los operadores ¢; © qfloo) ,para 0 < j <n—1,
que es un subconjunto abierto y denso de N, (H).

La aplicacion ¢ se utiliza méas adelante para obtener, en forma explicita, secciones lo-
cales C™ para mp, cuando T es un nilpotente nice Jordan (Proposicién 9.8).

El método de pasar de una érbita (unitaria o de similaridad) de uno o varios operadores
a los sistemas de proyectores, mediante una aplicacién similar a ¢, ha demostrdo su
utilidad, sobre todo para el calculo explicito de secciones locales, levantadas de curvas
y funciones en general, que permiten obtener mayor informacién acerca de la érbita en
cuestion (ver, por ejemplo, los resultados de [1] para 6rbitas de varios operadores o [3]
y [4] para drbitas unitarias).

Los trabajos de Corach, Porta y Recht sobre geometria en los conjuntos de ceros de un
polinomio de raices simples en un algebra de Banach, a través de la identificacién con
los sistemas de idempotentes y de proyectores, y, particularmente, sobre la geometria
de estos sistemas, sugiere el estudio, al menos en L(H), de los operadores algebraicos
cuyo polinomio minimal tiene raices multiples. Este estudio se reduce, esencialmente,
a los operadores nilpotentes, que se relacionan con los sistemas de proyectores a través
de la aplicacion .

Por otra parte, los resultados de Fialkow y Herrero sobre propiedades topologicas de
las orbias de similaridad de operadores nilpotentes, dan el contexto natural para el
estudio de las propiedades geométricas de dichos operadores.

El presente trabajo estda dividido en nueve secciones. En la segunda y la séptima



aparecen, en su mayoria con demostracion, resultados conocidos anteriormente. Mu-
chos de ellos tienen cambios, en los enunciados o las demostraciones, para adecuarlos a
su utilizacion posterior. La gran excepcion es el Teorema 7.12, ya que una demostracion
completa ocuparia la misma extension que el resto del trabajo.

En la seccion 2. se incluyen resultados sobre las propiedades de los operadores nilpo-
tentes de tipo "Jordan” y "nice Jordan”, necesarios para las tres secciones siguientes.
En la seccion 3. se define una forma de ortogonalizacién de sistemas de idempotentes
(la funcién de Gram-Schmidt , GS,, ) que permite definir una accién de G(H) sobre los
sistemas se proyectores. En la seccién 4. se introduce la aplicacién ¢ y se la relaciona
con la accién anterior mediante el diagrama conmutativo 4.7 . En la seccién 5. se enfoca
el problema de la continuidad de ¢, tanto desde el conjunto de nilpotentes de orden
n, N,(H), como desde la érbita de similaridad de un nilpotente dado. En la seccién
6. se estudia el problema andlogo, en el dlgebra de Calkin. Se define una aplicaciéon @
desde una clase restringida de nilpotentes (con buenas propiedades especrtales), ya que
no puede definirse, en forma consistente, desde N,(A(H)). Se calculan, ademas, los
puntos de continuidad de @. En la seccién 7. se incluyen una serie de resultados (en su
mayoria de Fialkow y Herrero) que conducen al Teorema 7.14, necesario en la seccién
siguiente. En la seccién 8. se llega a la caracterizacion de los operadores cuya érbita
de similaridad es subvariedad de L(H). Se considera, en principio, el caso nilpotente y
luego se generaliza al caso general. En la seccién 9. se estudia la diferenciabilidad de la
aplicacién ¢ (cuando es continua es C*°). Con la ayuda de ella se exhiben expresiones
explicitas de secciones para 7 cuando 71" es un nilpotente nice Jordan. Estas gener-
alizan la férmula obtenida por Fialkow en [12] para T = qffo). Se estudia, también,
el problema de la continuidad de ¢ desde las 6rbitas de similaridad de nilpotentes en
general y, finalmente, se construyen levantadas explicitas para curvas C'*° con valores
en S(T), para T similar a g,
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1. Preliminares y Notaciones

(1.1) Sea H un espacio de Hilbert complejo separable y sea L(H) el élgebra de op-
eradores lineales acotados que actian en H. Sean G(H), el grupo de operadores in-
versibles de L(H) y U(H) = {U € G(H) : U~! = U*} el grupo unitario. Es bien sabido
que si U € U(H), entonces Vx € H se verifica que ||U(z)|| = ||z]|.

Dada una particién del espacio H en suma directa (no necesariamente ortogonal)
de subespacios cerrados H = M; @ My y dados A € L(M;) y B € L(Ms), se llamara
A®B € L(H) al siguiente operador: Dado x € H, seax = z1+x9 conx; € M; , i =1,2
, entonces

A® B(z) = A(z1) + B(zs) . (1.2)

Se definen analogamente sumas directas de varios operadores. Si M es un subespacio
cerrado de H, llamaremos Py al proyector sobre M, es decir que Pi; = Py = Py y

Dados A, B € L(H), diremos que A es similar a B, y notaremos :
A~B & 3JUCGH): A=UBU! (1.4)

y que A es unitariamente equivalente a B : A ~ B, si existe U € U(H) tal que
A=UBU*.
Dado T' € L(H), llamaremos 6rbita de similaridad de 7" a

S(T)={UTU':U € G(H)} (1.5)
y Orbita unitaria de T" a
UT)={UTU*:U€e€UH)}. (1.6)
Llamaremos ¢, al operador de L(C™) que actiia sobre la base canénica e, ..., e, por
0 st 1=1
gn(ei) = { ey si 2<i<n. (1.7)

usualmente conocido por ”"celda de Jordan” en L(C") .
En el presente trabajo jugara un importante papel, dado n € N, el operador qfloo) que
definiremos a continuacién (en realidad, la definicién se hard "mdédulo” equivalencia

unitaria): Sea (e,)nen una base ortonormal de H. Entonces

() (o ) — 0 si m=1(n)
n (m>_{ em—1 st mZ1(n) (1.8)

donde m = k (n) si existe h € Z tal que m — k = n.h . Una definicién equivalente para

qﬁloo) podria ser :



Sea K un subespacio cerrado de H tal que H = K™, es decir que existe una isometria
suryectiva V : K™ — H que pensaremos como una identificacién. Es claro, entonces,
que las n copias de K en H son ortogonales 2 a 2. Dado z = (z1,...,z,) € H,
definimos

¢>(z) = (22,23, ..., 2,0) . (1.9)
Dados subespacios cerrados M, N C H tales que N = M+ = {x € H :< 2,y >=
0Vy € M}, entonces se sabe que H = M @ M, pero en este caso escribiremos H =
M LN (suma directa ortogonal). Andlogamente para particiones en varios subespacios
ortogonales 2 a 2.
Dada una particiéon ortogonal de H :

H=HLlH,|. L1H,,

se puede representar a los operadores de L(H) como matrices de n X n de la siguiente
manera: Dado T € L(H)

T = (2 PHi)T(Z; Py) = PyTPy,
1= J=

,j=1
entonces la matriz de T seré :

T11 ‘e Tln H1
T = Lo : ; Ty = Py, TPy, . (1.10)
To ... Thn H,

Es facil ver que esta representacion es compatible con el producto usual de matrices,
es decir, dados T31,Ty € L(H), la matriz de T7.T5 se consigue "multiplicando”, en la
forma usual, las matrices de ambos. También se obtienen representaciones matriciales
con particiones no ortogonales, definiendo adecuadamente los idempotentes asociados
a la particion.

La descomposicion matricial de q,({”) en la particion H = K™ dada en (1.9) es :

0 1 0 K
0 I K
g = : (1.11)
0 T :
0) K

donde I = Idg . Dado T € L(H) nilpotente de orden n, es decir, T" = 0, T""1 # 0,
se define la ”descomposicién candnica” (que abreviaremos DC), como la particién de H

H=Hl...1H, , Hij=kerT’SkerT'' 1<j<n (1.12)

donde, para M, N subespacios de H , M & N = M N N+. En (1.12) se puede observar
que Hy =kerTSkerT® =kerT'yaque T° = I y H,, = ker T"Oker T" 1 = (ker T 1)+
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yva que 7" = 0.

(1.13) Es facil ver que, en su DC, la matriz de T es estrictamente triangular superior,

yaque,i > j = Pg/TPy, = 0. Por ejemplo, la descomposicion H = K™ de (1.9) es

la DC de qq(fo). Dado T € L(H), es bien conocida la descomposicién "polar” de T :
T=U|T| ; |T|=(T"T)"? (1.14)

donde U es una isometria parcial univocamente definida, si se pone la condicién de que
U/xerr = 0. (Ver [24], Teorema 12.35).

Proposicién 1.15 : Sean T € L(H), n € N y supongamos que dim H = co. En
tal caso son equivalentes :

1. T~ qﬁloo).

2. Existe una particién (no necesariamente ortogonal) H = M; @ --- & M,, tal que
dimM,; =00, 1 <i<n, T(M;)={0}yT:M; — M es un isomorfismo (es
decir, T'(M;) = (M;_y ), para j > 1).

Demostracién : 1) — 2) Dado U € G(H) tal que T = Ug™U~" | basta tomar
M; = U(Kj), donde K; es la j-ésima copia de K en la DC de qf{’o). Es fécil ver esta
particién verifica 2).

2) — 1) Sea H = K™ la DC de g™ como en (1.11), entonces dim K = oo y, para
1 <4 < n, existen isomorfismos U; : K — M; (K y los M; son espacios de Hilbert de

la misma dimensién).
n

Sea U € G(H) dado por : U(z) = U(xy,...,x,) = > Ulz;) y sea Q = U™'TU.
i=1
Entonces la matriz de Q en H = K™ es :

0 Qi 0 K
0 @ :
Q= P @QieGK),1<i<n-—1
0 Qn—l
0 K
Sea V € G(H), dado por su matriz en la misma descomposicion :
Q- Qn
Q?H-Qn—l 0
0 Qn—l

I

Por simple célculo matricial se concluye, usando (1.11), que V1QV = qffo) y, por lo
tanto,
T=(UV)gUV) ™" ~ g .



2. Nilpotentes Jordan y Nice Jordan
En esta seccién se demostraran algunas propiedades de ciertos operadores nilpotentes,

mas precisamente los de tipo ”Jordan” y "nice Jordan” que definiremos a continuacion

Definicién 2.1 :

1. Llamaremos Ny(H) = {Q € L(H) : Q* = 0, Q"' # 0}, al conjunto de los
operadores nilpotentes de orden k.

2. Dado J € Ni(H) diremos que J es "Jordan”, si J es unitariamente equivalente

a algo de la forma @), q,(f’“) ,donde 1 <m < oo, 0 < ap <00y g es lacelda

de Jordan en L(C"). (1.8)

3. Dado J € L(H) diremos que J es ”Jordan” (no necesariamente nilpotente), si J

es unitariamente equivalente a algo de la forma @?:1()\j +@Q;), donde Aq,... A\,
son numeros complejos distintos, 1 < n < oo y los ); son nilpotentes de Jordan,
1< <n.

4. Llamaremos JN(H) = {Q € Ni(H) : Q es similar a un Jordan } al conjunto de
los nilpotentes de orden £ similares a nilpotentes Jordan.

5. Diremos que un operador J € JNi(H) es "nice Jordan” si en la férmula J ~
@?:1 qj(»aj ) se verifica que a; < 0o para todo j, salvo, a lo sumo, para uno solo.

6. Llamaremos NJNy(H) ={T € JNy(H):T ~ J con J nice Jordan }.

7. Dado J € L(H) diremos que J es "nice Jordan” (no necesariamente nilpotente)
si es Jordan y en la férmula J ~ @?:1()\]‘ + @;), se verifica que los @; son
nilpotentes nice Jordan.

Lema 2.2 : Sea (Q € Ni(H). Supongamos que M C H es un subespacio cerrado

estable por @ tal que Q/M ~ q,ia) para 1 < a < oo, entonces existe un suplemento N
de M , cerrado y estable por @ , es decir N M = H y Q(N) C N.

Demostracion : Sea M; = M Nker @7 . Construiremos inductivamente subespacios N;
con las siguientes propiedades:

1. N;nM; = {0}.

2. Nj + M; = ker Q.
3. Q(N;) C N; .

4. N; C M.



Para 7 = 1 tomamos N; = ker Q© M, , claramente N; verifica 1, 2, 3 y 4. Supongamos
ahora que tenemos definido N; para cierto j < k, entonces

Q'Y (N;)NM = Mnker Q= M,

vaquesiz € Q1 (N;,)NM , Q(z) € N;, pero como Q' (N;) C ker Q' y z € M,
Q(z) € ker Q" N M = M; luego Q(z) =0 y z € M Nker @ . Definamos entonces

Nj = [Q7'(N;) & (N; + My)] @ N;.

En principio , como Q™ '(N;) & (N; + M;) C N y es cerrado, es claro que Nj,; es un
sub- espacio (cerrado). Como Q(N,4+1) C N; C Njyq, se verifica 3). Por construccién
Njy1 C Mi (ambos sumandos lo estdn) y por lo tanto N, N M = {0} ya que, como
N;i1 C Q7H(V;) se tiene que Ny N M C MyN Mi-= {0} (1y4).

Falta ver que N;,; + M; 1 = ker Q™! Sea z € ker QT Q(z) = y; + zj con y; € N;,
z; € M;. Como Q/n ~ q,(f) es facil ver que Q(M;4+1) = M, , por lo tanto sea y;11 €
M1 tal que Q(y;41) = y;. Entonces x — y; 41 € Q@ *(N;) C Nj11 + My y finalmente
tenemos que © € M1+ Nj 1+ My = M; 1+ N,y (2). Para terminar la demostracion
basta tomar N = Nj que verifica lo pedido °

Lema 2.3 : Sea ) € Ny(H) y sea (Q;;)1<ij<k Su representacion canénica. Si R(QF1)
es cerrado, entonces existe un subespacio cerrado R (dim R = kdim R(Q*™1)) tal que

i) R es estable por @ .

i) Q/r~d” (a=dim RQ"1)).

iii) Si N es un suplemento de R , la compresién de @) a N es nilpotente de orden
menor o igual que k — 1.

Demostracion : Sea Rj_; = ker (Q* 1)+, Como R(Q*!) es cerrado, tenemos que la
aplicacion Q1 : R,_; — R(Q*1) es un isomorfismo. Si pensamos al operador

Qjj+1 : ker Q7" S ker 7 —ker 7 Oker Q71 1<j<k—1,

es facil ver que Q' = Q12Q23... Q-1 y que cada @ ;1 es inyectivo, pero mas
atn, como Q*~! es isomorfismo (desde R;_;) es acotado inferiormente y, por lo tanto,
también lo son los operadores @ 11Qj+1j+2-.-Qr—14% - Es facil ver entonces que
(7 /r,_, es acotado inferiormente, con lo que Q’(R;_1) es cerrado para 0 < j < k — 1.
Sean
Si=Qji1j42- - Qu1x(Re—1) para 0<j< k-2,
Sec1=Rer y Rj=Q" " I(Rey). para 0<j<k—1.

Es claro que S; y R; son cerrados 0 < j < k—1, pero ademads si ¢ # j, entonces S; LS},
va que S; C ker @7 © ker Q"' = H,. Entonces S = SyL... 1S, 1 es cerrado. Si
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llamamos R = \/jf;é R; se puede exhibir un operador v € L(S, H) tal que 7 es acotado

inferiormente y v(5;) = R; , 0 <i < k—1. Por lo tanto R = @f;é R; es un subespacio
cerrado. En efecto, six € S, v = 29+ --- + 21 con x; € S5; , sean vy, ..., Yr_1 los
elementos de Ry_; de los que provienen y definimos entonces 7(z) = ?;é QF 1 (yy).
Es facil ver que v verifica lo pedido.

Es claro que R es estable por @) y que la accién de @ en R estd dada por Q : R/ — R/}
, que es un isomorfismo, j =k —1,k—2,...,1y Q(Ry) = {0}, por la proposicién 1.5,
Q/r ~ q,(f) (a =dim R(Q*¥ ') =dim R; 0<j<k—1). Sea N un suplemento de R

y sea
. Ql * R
@= { 0 Q- N
donde ¢; = Q/r y Q2 es la compresién de @ a N,
B k=1
Qk 1 _ |: QB 129—1 :|
pero como R(QF') = Ry = R(Q}™!), resulta R(Q5™") = {0} y entonces Q5 ' =0. o

Teorema 2.4 : Sea ) € Ni(H). Entonces @ es similar a un Jordan (es decir Q €
JNy(H)) siy sélo si R(Q7) es cerrado para 1 < j < k — 1.

Demostracién : Si @ es un nilpotente Jordan, es claro por la definicién que R(Q?) es
cerrado para 1 < j < k—1. SiT = WQW~! con W € G(H), entonces R(T?) =
WR(Q’) que también es cerrado. Si Q € Ni(H) y R(Q?) es cerrado, 1 < j < k —
1, entonces, en particular, R(Q*!) es cerrado. Aplicando el Lema 2.3, tenemos un
subespacio cerrado Ry, invariante por @) tal que Q/g, ~ q,(fo). Pero entonces, por el
Lema 2.2 obtenemos N, un suplemento cerrado de Ry tal que Q(Nx) C Ni. Por el
Lema 2.3, @/, tiene orden menor o igual que k — 1. Razonando inductivamente se

llega a que

Observacién : Se puede probar ficilmente que R(Q’) = Ry N R(Q?) & N, N R(QY),
luego R([Q/n,.]?) = Ni. N R(Q) resulta cerrado .

Corolario 2.5 : Dado T € L(H), algebraico, entonces 7' ~ J con J Jordan sii R(q(T))
es cerrado para todo ¢|p, donde p es el polinomio minimal de 7.

El préximo paso es probar que los nilpotentes Jordan son densos en los nilpotentes
(también fijando el orden).Usando el Teorema 2.4, bastard con aproximar a un nilpo-
tente con operadores tales que los rangos de sus potencias sean cerrados. Para ello
necesitamos el siguiente Lema:

Lema 2.6 : Sea ) € Ni(H) y (Qij)1<i j<k Su reprecentacion candnica (1.10). Entonces
R(Q7) es cerrado para 1 < j <k — 1 sii R(Q; 4+1) es cerrado, 1 < j <k —1.
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Demostracion : Sea Qumm+; = Qmm+1 - Qmtj—1,m+j- Si Qiit1 es acotado inferior-
mente en su dominio con la misma cota inferior § para 1 <i <k —1, luego Qp, m+; €
acotado inferiormente en su dominio por ¢7. Veamos entonces que en ker (Q7)4, Q7 es
acotado inferiormente. En efecto, pongamos

ker (@) =ker @' o ker @ L ker Q" o ker @1 L... Llker(Q" )" .
Sean |
z" € ker(Q)*t, " = ol a4

con ' € kerQ" ©kerQ"!, i = j+1,...,k tales que ||z"|| = 1 para todon € Ny

ademds @7 (z™) — 0. Si observamos que

0 . 0 Qi 1( 0

0 Q2,542 * :

0 0

Q= Qr—j-1k1 A o
B 0 Qk—jk : B
0 0

_ o I\ .
(2.7)
y llamamos P; = Py,, entonces es facil ver que Py_;(Q7(2")) = Qp—;x(2}) =0. Pero
como ||z} < (67| Qr—jr(z})|| ===0, tenemos que z} “==0. Razonando en forma
similar, usando la férmula (2.7), se obtiene que z? “==0, para j+1 < i < k lo
que contradice que ||| = 1, n € N. Luego R(Q’) es cerrado. Reciprocamente, si

Q7/ ker(Q7) L €s acotado inferiormente, entonces Q7/ ker Qi+1oker i) también lo es, pero

Q' |keroit1oker@i) = Q1j+1 = Q12Q23 ... Q41 (ver (2.7)).

En particular @);;+1 es acotado inferiormente en su dominio, con lo que R(Q); ;1) es
cerrado, para 1 < j < k — 1. °

Teorema 2.8 : JNy(H) es denso en Ni(H) .

Demostracion : Sea ) € Ny(H), construiremos una sucesion (Qn)nen C JNg(H) tal
que [|Q — Qn]| = 0 (n — o0). Para ello, sea (Q;;)1<ij<k la descomposicién candnica
de Q ysea Qj_1; = V; | Qj—1,; | la descomposicién polar de Q;_1;, j = 2,...,k.
Como Q-1 es inyectivo (desde su dominio H; = ker @’ & ker @’~1), tenemos que
ker | Qj_1; |= kerQj_1; = Hj. Definamos @, en su descomposicién canénica, igual
que @, pero reemplazando @);_; ; por

n 1
Qg'f)u =V; ( | Qi1 | + o Pa) .

12



Donde P; = Py, de la descomposicion canénica. Es facil ver que Qﬁ)l ; es acotado

inferiormente en H;. Aplicando, ahora, el Lema 2.6, vemos que R(Q’) es cerrado,
1 < j <k —1. Pero entonces, por el Teorema 2.4, tenemos que @, € JN,(H), n € N.
Finalmente, mirando la construccion de los @, es claro que ||Q,—Q|| — 0 (n — o0) e

A continuacién probaremos algunos resultados de operadores en dimensién finita :
Definicién 2.9 : Dados A, B € L(H) notaremos A B si se verifica que B € S(4)~.

Lema 2.10 : Sea T' € L(C?) un operador nilpotente de orden k. Entonces para
A€ L(CY), T—Asii dim R(A7) < dim R(T7), para 1 < j < k.

Demostracion : Ver [16, Lema 2.5].

Corolario 2.11 : Si & € N se verifican :
) k—1 _
) ¢* g, (en L(CHED)),

(k—2) (k—1)

i) Sik>1,q Dq = (en L(C*=V*)). Demostracién : Para probar (i) basta

observar que ‘
dim Rlg\™\ ) = k(k—1—j) =k* —k —kj <
<K —k—kj+j=(k—1)(k—j)=dimRlg" V),

para 1 < 5 < k — 1. Para j = k la desigualdad es evidente. Con una cuenta
andloga se demuestra (ii). o

Observacién 2.12 : Por la unicidad de la forma de Jordan en L(C?), dado T' € L(C?)
nilpotente, entonces 0 = q%d) € S(T)~ (T ~€T).

A continuacién aplicaremos estos resultados a problemas de aproximacién de oper-
adores de tipo "nice Jordan” (definidos en 2.1).

Proposicién 2.13 : Sean Q; = qj@q,(:’o) 0<j<k—1yQu=q"> @ql(fo)‘ Entonces
se verifican :

ii) Si T'€ JNi(H) pero T ¢ NJN(H), entonces Q__ ——T
Demostracion : De la observacién 2.12 deducimos que para todo 7 € N, 0 = q%j ) e
S(gj)~ € L(CY), por lo tanto, como

Q=404 =04 &g

y ¢ =¢¥ @ ¢\ € S(q; & q,(coo))* tenemos probado (i).
Para probar (ii) haremos algunos pasos intermedios. De 2.11 (i) uno deduce que si
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(00) (00) (c0)

r < k, entonces e En efecto, ¢, = [¢F ]y q(oo) [ (k= 1)]

0
2.11 (i), se verifica lo anterior para r = k — 1. Para valores menores de 7, se aplica un
argumento inductivo. Con esto es facil ver que

. Aplicando

R=q¢™a¢ o - 0¢d™ ec5Qu)
Sea J = @?:1 q§aj ) tal que existen al menos dos indices j; < j, tales que o, = o, =

0 .
Como (](- oo) D qj(iglﬂ)

i € S(qj(-cfl))* para 1 < j <k — 1, es facil deducir que

k
@ o @Pd™ e S(R)”

Jj=2

Perosir <s, r,s € N, por 2.11 (ii) es fécil ver que qr ) e S( '@ q§°°))— (se usa que

¢ @ g™ = (¢ @ qgs () entonces ¢ € S(¢\™ ® ¢{>)~, y luego se baja hasta

qq(n *) como antes ).

Para terminar, como j; < 7o,

(al) ® q( ) @ q(oo c S( (OO) ® q(00)>

J1

y, por lo tanto, si T~ J, como J € S(R)” C S(Qs)” , entonces T € S(Qs)™ - .

Observacién 2.14 : Andlogamente se puede probar que Qo € S(T')~, por lo tanto,
si dos nilpotentes 77,75 son similares a un Jordan no nice Jordan, entonces

T T, , T,—T.

1 sim 2 stm

Observar que esto puede ocurrir aunque 77 y T, no sean similares entre si.

Lema 2.15 : Sea Q € Ni(H). Son equivalentes :

) Q~ g™
i) Q' +Q** 7 eG(H)paral <j<k-—1
i) Q' +Q* € G(H).

Demostracion : i) — ii) Es facil ver que R([¢™)) = ker([¢\°]*7), por lo tanto, si
Q ~ q,(coo) tenemos que R(Q7) = ker(Q* /) y R(Q*7) = ker(Q**~7). Entonces, como
ker @ = [R(Q" - = ker Q" *I1E y R(QY) = [ker @ )]E = [R(Q )], se deduce
en forma directa que Q7 + Q**~7 es inversible.

i) — iii) Es trivial.

iii) — i) Como R(Q*)” = [kerQ]*, R(Q*!) C kerQ y Q%! + Q* es suryectivo,
podemos deducir que R(Q*!) = ker Q. Luego R(Q*!) es cerrado, y por los lemas
2.2y 2.3 ( como en 2.4 ) podemos obtener subespacios cerrados N y M, estables por
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Q, tales que H = N @ M (no ortogonal), @y = Q/y ~ qk y Q2 = @/ verifica
k-1
=0.
2
Pero ker Q = R(Q*') = R(Q}™') C N, luego ker @ N M = ker Q, = {0}. Entonces,
como ()3 es nilpotente, resulta que M = {0}, N=H y Q ~ q,(coo). °

Recordemos que p : L(H) — A(H) es la proyeccién sobre el algebra de Calkin y
escribamos, para B € L(H), B = p(B).

Corolario 2.16 : Sea Q € L(H) tal que Q" = 0. entonces son equivalentes :

) Q'+ Q" € G(A(H)).
i) Q'+ Q**J € G(A(H)) para todo j, 1 <j <k — 1.

Demostracion : 1)—ii) Sea p : A(H) — L(K) una representacion de A(H), donde K es
un espacio de Hilbert separable.

Sea T' = p(Q). Por hipétesis T# = 0 y T*1 + T* € G(K), luego, por (2.14), T ~ ql(fo),
TV +T**7 € G(K) y como p(A(H)) es una C*- subdlgebra de L(K), entonces

(T7 +T**3)~1 € p(A(H)). Por lo tanto

Q+Qr I eGAH)), 1<j<k—-1. .

Proposicién 2.17 : Sea Q € N,,(H) y supongamos que QF =0y QF '+ Q" es
inversible para cierto £k < m. Entonces ) es similar a un nice Jordan si y sélo si
dim R(Q*) < oo. En tal caso Q ~ @, q]( ) con ay = o0.

Demostracion : Es claro que si Q es similar a un nice Jordan, entonces R(Q*) es

cerrado, y como QF = 0 debe ser dim R(Q*) < co.

Supongamos que dim R(Q*) < oo, luego dim R(Q7) < oo k < j v, por lo tanto, R(Q)

es cerrado para k < j.

Aplicando (2.2) y (2.3) como en (2.4) obtenemos que ) se descompone como Q) = Q1 ®

()2 (suma no ortogonal) tales que Q1 ~ @] ft1 q]( 7 con YT ja < ooy Q% =0. Si

pensamos a los ); extendidos en forma natural a L(H ), entonces Q = Q1+Qs, Q1 =
by Q14+ Q* = @’ffl + @’{ + @ + Q2 s Q2 que es inversible.

Se puede suponer entonces que Q* = 0. Como Qk ! +Q es inversible, por el corolario

2.16, @j + @* k=7 es inversible.

Analizando cada caso es facil ver que R(Q’) debe ser cerrado para 1 < j <k —1

(Q7 : [ker Q7]* — R(Q?)~ es de Fredholm, 1 < j < k — -1) y por lo tanto @ ~ J para

cierto J de Jordan. Luego Q ~ J en A(H). Como Q"' + Q* es inversible, si p

A(H) — L(K) es una representacién de A(H) con K Hilbert, resulta que p(Q) ~ q,g o)

en L(K) y p(Q) ~ p(J) en L(K) , por lo tanto,p(J)*~! + p(.J)* es inversible en L(K).

Entonces J*! 4+ .J € G(A(H)). Como J es Jordan y verifica lo anterior, es facil ver

que debe ser nice Jordan °
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Sea N ={Q € L(H) : Q"' + Q* € G(A(H))}.

Corolario 2.18 : Sea T un nilpotente nice Jordan, T € N, ysea A € S(T) NN, (H).
Entonces A es similar a un nice Jordan.

Demostracion : Sea (Ty;)men C S(T) tal que T,, — A (m — o0). Como T' es nice
Jordan y T' € N,/ (H) es facil ver que T% = 0 (los o; de su descomposicién son finitos
sij > k+1). Porlo tanto, TF ~ TF =0 y A* =1lim,, .o, T* = 0.

Por otro lado, A es nilpotente. Como T =0 y T es nice Jordan, se tiene que d =
dim(R(T*)) < oo y dim(R(T%)) = d para todo m € N. Luego,

dim(R(A*)) << liminf dim(R(TF)) = d < oo .

Entonces, por la proposicién 2.17, A es similar a un nice Jordan. °
Lema 2.19 : Sea A€ L(H) y H = H; ® H,, descomposicién no ortogonal tal que

A_ A1 0 H1 A1 B Hl
0 A | Hyo 0 C | H:

entonces Ay ~ C, es decir que existe W : Hy — Hi tal que C' = WA, WL,

Demostracion : La verificacién es directa.

Lema 2.20 : Sean Q,,Q € L(H) nilpotentes nice Jordan tales que @, ~ q,(:o) OF,y

Q= q](coo) ®F, donde F,, € L(C™) y F € L(C") son nilpotentes en su forma de Jordan.
Entonces son equivalentes :

i) Existen operadores W,, € G(H) tales que |[W,Q, W, — Q| — 0 (n — o0).

ii) Existe un natural p, y para n > p, a,, B, € Ny tales que k3, +r = ka,, + 1, y
q,(f") OF € S(q,(ca") @ F,)” paran > p.

Demostracion : Es claro que ii) — i) .
i) — ii) Sea @, = q,(;’o) o F,, Hl(") el subespacio asociado a q,ioo) , HQ(n) el asociado a I,

y Pj(n) = PI(}:) j =1,2. Se define andlogamente H; , P; j =1,2 para Q = q,(:o) ®F.

(2.21) Sean :
a) Q, = W,QuW, ",
b) X = Hy © Q(H1) = Hi ©ker[(Q/w,)" '],
¢) X, ={zeX:P"W(z) =0},

d) Yn = Xn + Q(Xn) +oe Qﬁ_l(Xn) y
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Como los espacios Q?(X,,), 0 < j < k — 1 son ortogonales dos a dos y 7/x, es una
isome- tria, Y,, es cerrado y las sumas que lo definen son directas. Lo mismo ocurre con
Zn, ya que si definimos V,, : Y,, — Z,, dada por : para x € Y, sean zg,...x5_1 € X,
tales que x = zo + Q(x1) + -+ - + Q¥ *(zx_1), entonces

Vo(w) =m0 + Q;L(Zﬂl) +o Q;k_l(ﬂfk—l) €2y .

Es facil ver que V,, € L(Y,, X,), que es sobre y acotada inferiormente, para valores
grandes de n. Luego Z, es cerrado y las sumas son directas.

Maés atin, se tiene que ||Py, — Pz, || — 0 (n — o0), ya que si extendemos V,, a
L(H) por V,,/y1 = 0, podemos ver que [[(1 —V,)Py,| — 0 (n — oo) puesto que si
reY,, lz|l=1yz=20+Q(x1) + -+ Q" (xx_1) con z; € X,,, tenemos que
|z <1 0<i<k—1y

N

-1

k—1
1= Va@)ll £ 3@ - @)l < 3 Q- @, =0,
i=1

i=1

Anslogamente si a V71 : Z, — Y, la extendemos como 0 a Z:-, se verifica que
(1 = VY)Py || = 0. Es facil ver ademds que V, Py, = Py, V,, luego

< 1A= Va) Py [+ [[(Va = D Py, | == 0

2%, 0. Luego

y andlogamente || Py, Py, — Pz,
H(PYnPZn - PZ’VL)*“ = HPZnPYn - PZnH wo :

Por lo tanto es claro que ||Py, — Py, || —— 0 (2.22).
Como W, P{"W1(X,) = {0} y WY (X,,) € H™, luego Q.%(X,,) = {0} y entonces
Z, es invariante bajo Q) v, para n grande, Q' /2, ~ q,(fo). M4s ain, como R(PQ(TL)) =
Hé") tiene dimension finita, es facil ver que dim(X © X,,) < oo, n € Ny, por lo tanto
dim(H, 6Y,) < oo, n € N=dim(H 6Y,) < oo, luego, por (2.22), dim(H & Z,) <
oo, n € N.
Como Q’n y Q, son similares via W,, y W.-1(Y,,) C Hl(”), podemos aplicar los

lemas 2.2 y 2.3 para encontrar espacios R, C Hf"), estables por O, tales que Hl(”) =
R, ® W, Y(Z,). Entonces

Como R[(Qn/r, )" '] = ker(Q,/r,), es fcil ver que existe a,, € Ny tal que
Qn/r, ~ q,(ga”). Por otro lado Y,, e Y, son estables por Q, luego existe 3, € Ny tal que
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Q/Yl = PyLQ.Pyl = ql(f") @ F.
Como HPZn - PynH — 0 (n — o0), para n grande se pueden encontrar operadores
unitarios U, que verifican : ||U, — I|| = 0 (n — o0) y Py, = U, Py, U}.
Entonces ||U, Py 1 QPy .U — P71Q, Pzi| — 0 (n — 00). Por el lema 2.19 , tenemos
que

P QuPrs ~ Qnl o ~ 4™ & Fr.

Podemos deducir entonces que, para n grande existen operadores S, € L(CFantrn)

tales que
1Su(a™ @ F) St — g™ @ F|| — 0 (n — o).

Por ello, para j fijo, se puede encontrar ng(j) tal que si n > ng(j),
dim(R((q;™ & F))] < dim[R((¢,"" & F,)?) (*)

Pero como (q,gﬁ Ry )™ = 0, para cierto m > 0 y para n grande, entonces existe p € N
tal que si n > p, se cumple () para todo j € N. Usando nuevamente el lema 2.9,
tenemos finalmente que ko, + 1, = kB3, +7y

q,(f")@FGS( (an) g @F,) VYn>p. °

Observacién 2.23 : Como la aplicacién T +— T#~1 + T* es continua y G(A(H)) es
abierto, es claro que N, (H) es abierto y por lo tanto N,/ (H) N N,,(H) es abierta en
N, (H) para todo M > k (si m < k es vacia ) .

Proposicién 2.24 : Sea T' € N,,(H) N N,/ (H) similar a un nice Jordan
Ji = qI(COO) o) @ qj('Tj) con dj = Z JT5 < 00
i=1#k =Lk

Entonces A € S(T)™ N N,'(H) si y sélo si A es similar a un nice Jordan

m m

ngq,(fo)@ @ q§aj), con dj, = Z Jjaj < 00
J=Lj#k j=1,j#k

que verifica i) dj, = dy, (k)
ii) Dados 7 , ax € Ny tales que d = k7, + dj, = kay, + dj, , entonces

™, ¢ e S(@m, ¢) c L(CY

J

Observacién 2.25 : Es facil ver que la condicién (ii) es equivalente a la existencia de
un par 7 , ar € Ny con las mismas propiedades .
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Demostracion de (2.24) : Es directo que si A ~ J, con tales caracteristicas, entonces
A € S(T)~. Reciprocamente, si A € S(T)™ = A € S(J;)~ . Como A € N (H)N

S(J1)~ , por el corolario 2.18, A es similar a un nice Jordan

J=q¢"a @ e

Jj=1,j#k

condy, < ooy Jy € S(J1)”. Podemos aplicar el lema 2.20 (para @, = J; Vny Q = J)
y deducir la existencia de enteros no negativos 7 y oy que verifican las condiciones de
(ii). Por la observacién 2.25 concluimos que (ii) es cierta. .

Corolario 2.26 : Sea Q); = ¢; @ q,goo), para cierto 0 < j < k — 1. Sea T similar a un

nice Jordan
k—1 k-1

J = ql(:o) @@ qffa") con dj= Ziai < 00.
i=1 i=1
Entonces T' € S(Q;)” < d; = j (k) (es decir, existe un entero no negativo s tal que
dy=ks+7j).

Demostracion (=) Es claro por la proposicién 2.24 .
(<) Bastara con probar que @ ¢\*) € S(q; ® ¢\~

lema 2.9 |

o lo que es equivalente, por el

dim[R((@5 ¢")")] < dim[R((q; & ¢,”)")]
para 1 < h <k —1, lo que se puede verificar sin dificultad. °

Teorema 2.27 : Sea T € N,,(H) similar a un nice Jordan, entonces S(T') es abierta
en S(T)".

Demostracion : Como T ~ J es claro que S(T') = S(J) y S(T)~ = S(J)~, por lo tanto
se puede suponer que 7' = J. M4s atn, es suficiente probar que si (B )neny C S(J)~
tal que [|B,, — J|| =0, entonces existe p € N tal que si n > p, B, € S(J). En
efecto, si S(J) no es ablerta en S(J)~, se podria encontrar (B,,),en C S(J)™ —S(J) tal
que HB — WJW Y| "==0 para cierto W € G(H), entonces |[W~'B,W — J|| *==0y
W=1B,W € S(J)~—5(J), lo que contradice lo anterior. Sea entonces (By,)nen C S(J)~
tales que || B, — J|| "==0. Sea

_qk @ @ qJTJ

Jj=1,j#k

entonces J € N,/ (H) N N,,,(H) que es abierto en N,,(H) (por 2.23).
Como B,, € S(J)~, B, € N,,(H) , n € Ny por lo tanto existe n; € N tal que, para
n>mny, B, € No(H)N NI (H), luego B, € N,/ (H) N S(J)~. Por el corolario 2.18,
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B, ~ J, con J, nice Jordan y

o N (B
:ql(c e @ q

J=1,j#k
Aplicando el lema 2.20 para @, = J, vy @ = J, podemos encontrar p > ny tal que si
n > p existen f3,, , Tn,, enteros no negativos tales que Z;n:l JBn; = kT, —i—Z;n:l’#k JTj
y
( 'flk (’7'] (5”) r
dim R]( ® @ | < dimR[(&7q;, ") (2.28)
J=1,j#k

parar > 1y n > p. Por otro lado, como J, € S(J)~ NN,  (H), por la proposicién 2.24

las desigualdades de (2.28) valen en el sentido inverso y son, por lo tanto, igualdades.
Es fécil ver, entonces, que si n > p, §,, = 7; para todo j # k, luego B, € S(J). )

Corolario 2.29 : Si Q; =¢; ® qk J0<j<k—-1yU-= Uf ~39(Q;), entonces S(Q;)
es abierta en Ni(H) y U es abierta y densa en Ny (H).

Demostracion :Del corolario 2.26 deducimos que todo operador 7' nilpotente nice Jor-
dan pertenece a S(Q);)~, para cierto 0 < j < k—1. Combinando esto con la proposicién
2.13, obtenemos que si T € JN(H) (es decir T es similar a un Jordan), entonces
T e U;‘?;éS(Qj)_ = U~, luego JN(H) C U~. Por el teorema 2.8 sabemos que JNy(H)
es denso en Ni(H) y por lo tanto U es densa en Ni(H).

En otras palabras Ny(H) = Uf;éS(Qj)_.

Para ver que S(Q);) es abierta, sea T € S(Q;). Por el corolario 2.26, T ¢ S(Q;) para
i # j luego existe e; > 0 tal que si N € Ny(H) y ||N —T|| < €1 entonces N € S(Q;)~
y como por el teorema 2.27, S(Q;) es abierta en S(Q);)”, existe 0 < ¢ < ¢; tal que
B(T,e) N Ni(H) C S(Q;). Es claro que U es también abierta. .

Definicién : Diremos que X C L(H) es localmente cerrado (en L(H) ) si para todo
T € X, existe € > 0 tal que

B(T,e)y  NX={LeX:||[L-T| <c¢}
es cerrada en L(H).

Teorema 2.30 : Sea T € N,,(H) tal que T es similar a un nice Jordan, entonces S(7')
es localmente cerrada.

Demostracion : Por el teorema 2.27, S(T') es abierta en S(T')~ . Dado A € S(T), sea
e >0 tal que S(T)" N B(A,e) C S(T), luego

S(T)" NB(A,e/2)” c S(T)NB(A,e/2)".
Veamos que S(T) N B(A,e/2)~ es cerrada en L(H). En efecto

[S(T) N B(A,2/2)" |~ € S(T)" N B(A,£/2)~ € S(T) N NB(A,2/2)"
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y por lo tanto S(T") es localmente cerrada en L(H). .

Observacién: No es muy dificil extender este resultado al caso de los nice Jordan
no nilpotentes. Sin embargo omitiremos una demostracién, ya que se obtendra como
corolario de resultados de més adelante (ver teorema 8.11).
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3. Ortogonalizacién de Idempotentes

Sea I(H) = {P € L(H) : P? = P} el conjunto de todos los idempotentes de L(H)
y sea P(H) = {P € I(H) : P* = P}, los proyectores, es decir, los idempotentes
autoadjuntos. Dado P € I(H), se tiene una férmula para calcular el proyector cuyo
rango es el mismo que el de PP, que llamaremos Pg(p:

Prpy = PP*(I — (P — P*)?)". (3.1)

En efecto, si descomponemos H = R(P)1LR(P)*, en las representaciones matriciales
con respecto a esta descomposicion, tenemos que

I A . (1 0
ron) (e
luego

. [ I+AA* 0 . (0 A v [ —AAT 0
P (PO (A e (A0

Finalmente A
_ 2 I+ * 0
[—(P—P7)" = ( 0 I+ A*A ’

luego es claro que [—(P—P*)? es inversible. La validez de (3.1) se sigue inmediatamente
de las representaciones matriciales anteriores. Con esto podemos definir la aplicacion
(suryectiva y continua) : GSy : [(H) — P(H) dada por

GS5(P) = Pppy = PP*(I — (P — P*)*)!
para P € I(H). Mas generalmente definamos, paran € N :

i) I,(H) ={P = (P,...,P,) € I(H)™ : PP, =0sii#jy > P =1} los
sistemas de idempotentes,

i) P,(H)={P=(P,...,P,) € I,(H) : PF = P,} los sistemas de proyectores
y la aplicacién, que llamaremos de ” Gram-Schmidt” :
GS, :1,(H) — P,(H) (3.2)
dada por : si P = (Py,...,P,) € I,(H), entonces

1. GS,(P), = GSs(P)

J Jj—1
2. GS,(P); = GSy(>. P) — GS2(>. P), paral < j <n.

i=1 i=1
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Observacion 3.3 : i) Se sigue de las definiciones que GS,(P) € P,(H) si P € 1,,(H)
y ademds que

R(Py+ -+ P}) = R(GS,(P)1 + -+ GSy(P);) 1<j<n.

ii) Usando la continuidad de G S, dada por la férmula (3.1) es claro que G'S,, es continua

iii) Usando (3.1) también se deduce que, para 1 <i <n, GS,(P); € C*(P,..., P).

Proposicién 3.4 : Sean P = (Py,...,P,) vy Q = (Q1,...,Qn) € I,(H) tales que
R(Pi+-++P)=R(Q1+ -+Q;) 1<i<n. Entonces

U=) PQi€G(H)
i=1

y ademds P; = UQ;U™' 1 < j < n. Més ain, si N = ZK]- P,Q;, entonces N" =
0,U=I-NyU'=({I+N+N?+---+N"1).

Demostracion : Primero probaremos que si ¢ < j, entonces
PQ;=Q,;P=0. (3.5)

En efecto, sii =1, P@Qy = PPQ =0 (R(P) = R(Q1) = PQ1 = Q1 ). Si
J > 1 > 1 entonces, aplicando induccion en ¢ , se tiene

i—1 7 7 7
PiQi=PQi+ P> Qn="P> Q=P P> Q) =0.
h=1 h=1 h=1 h=1

Andlogamente Q);P; = 0 si 7 < j . Pero como
I=0)_pr) ZQZ ZPhQHZP@J
i=1 i=1 i<j

tenemos que I =U + N y U =1 — N. Para ver que N"™ = 0 se aplica (3.5) reiteradas
veces. Es facil ver, de tal manera que

anl = P1Q2P2Q3P3 cee Pn72Qn71Pnlen = H PiQi+1

y por lo tanto N® = N*""!N = 0. Es claro entonces que tomando V =1 + N + N2 4
+ N" 1 se verifica VU = UV =1 y luego V = UL o

Corolario 3.6 : Sea P = (Py,...,P,) € I,(H) y sea GS,(P) = Q = (Q1,...,Qn),

entonces

U=Y PQeGH) y P=UQU"' 1<j<n
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Demostracion : Es consecuencia de la observacion 3.3 y la proposiciéon 3.4. °
Corolario 3.7 : La aplicacién GS,, : I,(H) — P,(H) es una equivalencia homotépica

Demostracion : Sea P = (Py,...,P,) € I,(H), GS,(P)=Q = (Q1,...,Qn).
Sea v :10,1] — I,(H) dada por :

nt)=tP +(1—-4)Q, te][0,1].

() = (2 P) + (1= ) X, Q)] = [H(Z5 P) + (1= 6)(215 Qi)

Es facil ver que v(t) € I,(H) y que R(327_, %(t)) = R(32)_, P,) , por ejemplo

(tPL+ (1 =1)Q1)* = (P +t(1 —t)P 4+ (1 —t)* +t(1 —1)Q:
=[P+ (1-1)Q1);

Luego, por la proposicion 3.4

W(t) = i%(tm cGH) , 0<t<1,

y si definimos F (¢, P) = (¢ (t)Prap(t) 7, ..., (t)Pap(t) 1) es claro que F' da la homo-
topia requerida. °

Corolario 3.8 : El inversible U = > P, ); que conjuga P con G'S,(P) pertenece a la
i=1
C*-algebra generada por los P, 1 <1i<n. °

Definamos ahora acciones del grupo G(H) sobre I,(H) y P,(H). Fijado un sistema
P=(P,...,P,) € I,(H), se define la aplicacién

mp: G(H) — I,(H) , 7wp(V)=WVPV?... VRV | VeGH).

Claramente mp es continua. Es sabido que la érbita de similaridad de P, S(P) =
mp(G(H)) es la componente conexa de P en I,,(H) (ver [9] y [10] ). Mds ain, dado P’ €
S(P), se puede encontrar un entorno Up: de P’ en I,,(H) tal que si Q = (Q1,...,Q,) €
Upr, entonces > - Q; P/ € G(H) (porque estd cerca de I).

Proposicién 3.9 : Sea P € I,(H), entonces para todo P’ € S(P) existe un entorno
Up C I,(H) y una seccién local sps : Upr — G(H) de 7p, es decir que mposp = Idy,, .

Demostracion : Si P’ = P, definimos, para un Up conveniente :
spilUp — G(H) , sp(Q) =) QiP;.
i=1

24



Si PP # P, sea U € G(H) tal que P' = 7p(U). Tomemos Upr = UUpU ' y
sp(Q) = Usp(Q)U™!. Es directa la verificacién de que es seccién local, bien definida
y continua. °

Si Pe P,(H)yUe€ G(H) entonces mp(U) € I,(H) pero no necesariamente a P, (H).
Sin embargo, via la aplicacién GS,, podemos definir Sp : G(H) — P,(H) , por

Sp(V)=GS,omp(V) , VeGH). (3.10)

Es facil ver que Sp estd bien definida, es continua y es una accién (es decir Sp(VW) =
Ssp)(V)) v ademas

sp:Up N P,(H) — G(H) es una seccién local de Sp para todo P’ € Sp(G(H)) .
(3.11)

Ademas se prueba sin dificultad que
Sp(G(H))=U(P)={UPU":U €U(H)}

la 6rbita unitaria de P, que es también la componente conexa de P en P,(H).
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4. La Descomposicion canonica

Dado T € N,(H), la descomposicién canénica (DC) de T' es una particién del espacio
H en subespacios ortogonales H = H; L ... 1 H, con la propiedad de que la matriz de
T en dicha descomposicién es estrictamente triangular superior. La DC esta dada por

H, =kerT : Hii=kerTH" okerT" 1<i<n-—1. 4.0
+

Esto motiva la definicion de la aplicacién :

2 Nn(H) - Pn<H) ) QO(T> = (PkerT7 PkerTQerrTa s 7P(kerT"*1)J-)

Observacién 4.2
i) Aplicando teoria espectral, se obtiene que si A € L(H), entonces

PkerA = N{O}(A*A)

(por el célculo Boreliano para operadores autoadjuntos, ver [24, 12.29] ).
i) Si P=(P,...,P,) € P,(H)y T € N,(H) es tal que p(T") = P, entonces

dim R(P,) > dim R(P;) > --- > dim R(P,) #0 .

En efecto, si T} j+1 = P;T P;41 se piensa como operador en L(H;.q, H;) paral < j <n,
entonces T ;1 es inyectivo y por lo tanto

y como T £ 0, P, # 0. Definamos entonces
Pr(H)={(P,...,P,) € P,(H) : dim R(P;;;) <dimR(P), 1<i<n-1; P, #0}.

Con las observaciones anteriores no es dificil probar que :
Proposicién 4.3 : La imagen de ¢ es igual a P, (H) .
Dado T € N,,(H) fijo, podemos definir :

mr:G(H) = N,(H) ; #p(V)=VTV! VecGH). (4.3)

Combinando esta aplicacién con ¢ obtenemos, para T fijoy o(T) = P € Pf(H), la
aplicacion

Srp:GH)— PHH) ; Srp(V)=yponr(V), VeGH). (4.5)

En principio esta aplicacion depende sélo de T' y la mencién de P es redundante, sin
embargo:
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Proposicién 4.6 : La aplicacién Srp coincide con Sp de (3.10), por lo tanto es
continua y no depende de T, sino solamente de ¢(7T') = P, es decir que el siguiente
diagrama es conmutativo

N, (H)

AN
N

A

In
(4.7)

Demostracion : Fijemos, en principio, V € G(H). Dado A € L(H) es facil ver que,
para U € G(H), se verifica R(UAU™') = U(R(A)) y ker(UAU!) = U(ker A). Por
otro lado, si P,Q € P,(H) y R(P,+---+PFP) =RQ1+--+Q;) V1<i<nmn,
entonces P = (). Por lo tanto, si observamos que

R(Srp(V)i+ - +8rp(V)) =ker(VIV ) =VkerT" = V[R(P, + - - - + P,)]

para 1 <i < ny ademés, por (3.3) i)

RV(Py+---+ P)V]
%

[R(PL+---+P)] , 1<i<n,

podemos concluir que Sy p(V) = Sp(V) V V € G(H). La continuidad de Sy p se
deduce de la de Sp . .

Corolario 4.8 : Dado P € PF(H) y T € N,(H) tales que ¢(T) = P, entonces existe
un entorno Vp de P en P (H) y una seccién local tp : Vp — N,(H) de ¢ (es decir
que potp = Idy, ) tal que tp(P) =T y tp(Vp) C S(T) .

Demostracion : Basta definir tp = mp o sp , donde sp : Vp — G(H) es la seccién local
definida en (3.11). Es claro que tp es continua 'y pomposp = Sy posp = Sposp = Idy,.
Por ultimo, se sigue de las definiciones que tp(P) =T y tp(Vp) C S(T). o
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5. Puntos de continuidad de ¢

La aplicaciéon ¢ definida en el parrafo 4 tiene una desventaja lamentable: no es continua.
En efecto, sea K un espacio de Hilbert separable dimK = oo . Sea K € L(K) un
operador compacto e inyectivo ( por ejemplo, K (e,) = ©* para cierta base ortonormal
{en}nen de K) y sean {F,},en C L(K) operadores de rango finito tales que ||F,, —
K| == 0. Si tomamos H =K& Ky

T(z,y) = (K(y),0) , Tu(z,y)=(Fu(y),0) =z,yekK,

n—oo

es claro que T'y T,, , n € N estdn en No(H) y que ||T,, — T'|| “==0 , pero como
ker F,, #{0} Vn e Ny

kerT=K& {0} C K@ ker F,, =kerT,, VneN,

tenemos que ||p1(7,) — @1(T)|| = [[Pioyaker |l =1 V7 € Ny por lo tanto ¢ no es
continua en el punto 7' € Ny(H).

Esto plantea el problema de caracterizar los puntos de continuidad de ¢ en N, (H). El
primer paso es observar que ser punto de continuidad de ¢ es invariante por similaridad.

Proposicién 5.1 : Sea T' € N, (H) tal que ¢ es continua en 7' . Entonces si S ~ T, ¢
es también continua en S.

Demostracion : Sea (Sk)r<1 C Ny(H) tal que ||S, — S| 5220,

Si § = UTU ! con U € G(H), entonces es claro que ||[U15,U — T =20 y por lo
tanto o(U~1S,U) ¥=%p(T'). Por otra parte, usando que

p(Sk) = GSu(Up(UT'S,UNUTY) , ¢(S) = GSu(Up(T)U™)

y el hecho de que G'S,, es continua, concluimos que ¢(S) ’H—%’%a(s ) v por lo tanto ¢ es
continua en S. °

De esto deducimos que los puntos de continuidad de ¢ seran una uniéon de orbitas de
similaridad y se plantea naturalmente la pregunta: ; Cudles son los T' € N, (H) tales
que go} sy continua? Por una cuenta analoga a la anterior basta ver que <p‘ s €S
continua en 7.

(T)

Proposicién 5.2 : Sea T' € N, (H) tal que np : G(H) — S(T') es abierta. Entonces
<p‘ s(r) ©8 continua.

Demostracion : Usando el diagrama (4.7) sabemos que ¢ o mp es continua. Si i/ es un
abierto en P (H), como 77 es abierta

[o/s)~H(U) = mr([p o ] H)(U)

es un abierto con lo cual <,0| sy © continua. °
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Corolario 5.3 : SiT € N,(H) , mr es abierta 'y S(T') es abierta en N, (H), entonces
¢ es continua en 7'y por lo tanto en toda S(T').

Demostracion : Es claro por lo anterior. °

En los parrafos posteriores (8 y 9) se demostrara que para T' € N, (H) , 7 es abierta
si y s6lo si T" es similar a un nice Jordan. M4és adelante volveremos al problema de
caracterizar los T' € N, (H) tales que gp’S(T) (9.17) .

Corolario 5.4 : SiT € N,(H) y T es similar a un nice Jordan, entonces gp!S(T) es
continua.

Demostracion : Ver las proposiciones 8.4 y 5.2. °

El teorema siguiente caracteriza los puntos de continuidad de ¢ : N,,(H) — P} (H) :
Teorema 5.5 : Sea T € N,(H). Entonces ¢ es continua en 7" si y sélo si

Trg@d™ ; 0<j<n-1

n Y

Por lo tanto, los puntos de continuidad de ¢ forman el conjunto

n—1

U= 5o

J=0

que es abierto y denso en N, (H).
Demostracion : Notaremos Q); = ¢; @ qq(fo). SiT ~ @Q; para cierto 0 < j <n — 1, por
el corolario 2.29, se tiene que S(T') es abierta y, por el corolario 5.4, <p‘ sy © continua,

luego ¢ es continua en 7. Para probar la reciproca consideraremos tres casos:

Caso 1 : Supongamos que 7' € N,,(H) y T ¢ JN,(H) (es decir que T no es similar a
un Jordan). Por el teorema 2.4 existe 1 < 7 < n—1 tal que R(Q”) no es cerrado, y por
el lema 2.6 existe 1 < h <n—1 tal que si (7};)1<ij<n €S la representacién matricial de
T en la DC, entonces R(T},511) no es cerrado. Sea H; = R(p(T);) = ker TV ©ker 771
1 <7 <nyThp+1 = VpFj la descomposicién polar de T, 41, con Vj, isometria parcial
y F, = (T,f7h+1Th7h+1)1/2, pensado como operador en L(H} ).

ComoR(T} n+1) no es cerrado, entonces 0 es punto de acumulacién de o(Fj) — {0}.
Por otra parte, como F; = F, podemos definir f(F}) para f € B(R) una funcién
Boreliana. Sea, entonces, Py = Rj1/k00)(Fr), k € N, pensado en L(Hp1) y extendido
luego a L(H) anuldndose en Hj-, ;.

Entonces Py es un proyector y ker P, N Hy,q # {0} V k € N. Definamos T,Ek,z =
Vi Fn Py, y T, reemplazando, en la representacion matricial de T, a T}, 41 por T,Ek,z 41
Es facil ver que si « € ker P, N Hjy1, entonces T,f(x) = 0. En efecto, siy € Hpy1 =
ker Th*1 © ker T", se tiene que

Tlil(y) =Ti2T53.. -T;ETC;ZH(?J)
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y si z € ker P, N Hyyq luego T} (z) = 0.
Tenemos entonces que

ker T" C ker T" 1 (ker P, N Hj,yy) C ker T}

y por lo tanto ||Pirn — Piern|l =1V k € N. Entonces ¢(T}) "% o(T) en L(H)™.
Por otra parte,

k
It — till = 1 Thpsr — T |
= [[VaFr(I = Py)||
< FaRg 1 (B < 1/k =0

y tenemos que ¢ no es continua en 7'.

Caso2 : Supongamos que 7" € N,(H) y T ~ J con J nilpotente de Jordan pero no
nice Jordan. Recordemos que si llamamos @), = q%oo) & qr(LOO), por la proposicién 2.13
ii), se tiene que J € S(Q ). Por la proposicién 5.1, para ver que ¢ no es continua en
T basta probarlo para J. e

Sean (Wk)keN C G(H) tales que Wi QoW “—>=7. Sea H, el subespacio de H asociado

a q§ y Hs el asociado a qn ) en Qoo

Definamos, entonces, los operadores R,, = q( ) @ qn ) donde q2 ) actda en H y

qﬁfo) en H,. Sifijamos k£ € N es claro que

WiRnW, "W QoW

Sean J;, = Wi R,,, W, " para my, tal que || Jy — WiQuW, || < 1.

k—oo
Es facil ver que J, —J. Pero kerJ, C ker(W,QW, 1) con codimensién infinita
V k € N. Entonces

—1 k—o0
Ahora, como WiQW, ~J, pueden pasar dos cosas :

a) Si “Pker(WonoWk‘l) — Prer s|| B0, entonces ||Pery, — Preers]] =21 y ¢ no seria

. k—o0
continua en J (ya que J, —J ).
b) Si Pker(WkQOOkal) no tiende a Py, s entonces ¢ tampoco puede ser continua en J.
Concluimos que ¢ no puede ser continua en .J .
Si T € NJN,(H) es tal que dim R(J" ') < oo es facil ver ( en forma andloga a

la demostracién de 2.13 ii) ) que J € S(Qw)” y en este caso se repite la demostracién
anterior para ver que ¢ no es continua en 7.
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Caso 3 : Supongamos que 7' € NJN,(H) y sea T ~ J con

n—1

n—1
J=d@oPq” . dy=3 ja; < oo
j=1

=1

Supongamos, ademas, que J no es similar a ningin ), 0 <r <n — 1. Tendremos,
entonces, que «; > 1 para cierto 1 < j <n — 1 o que hay dos o mas «; > 0.
Por 5.1 basta probar que ¢ no es continua en J en este caso. Sead; = nk+r para0 < k

y 0 <r <n. Por el corolario 2.26 J € S(Q,)” y mas atn, si llamamos .J; = @?;fq](-aj),

entonces J; € S(gr & ¢i)~ c L(CY).

Supongamos que k # 0 :
Sea (Rp)men C S(q- & qgk)) una sucesién tal que R, “==.J;. Como Ji ' =0y
dimker[R"™!] = d; — k, tenemos que

(R ® ¢ ™22y ker[(Rn @ ¢°)" Y] C ker J*!

n n

con codimension k , V- m € Ny por lo tanto

1Py — Bergnaf| =1, VmeN

(Rmeangoo) )=t

Entonces ¢ no puede ser continua en J.
Sik=0, Ji€S5(¢) ya; =0paraj>r—1. Una repeticion del argumento

anterior demuestra que

HPker[(Rm@qS’@)rfl] - Pker Jr—1 ” =1 ; VmeN

y nuevamemte ¢ no puede ser continua en J.

Con todos estos casos probamos que si ¢ es continua en 7', entonces T ~ @); = g; @qr(fo)

para cierto 0 < 5 <n — 1.
Para terminar la demostracion, si aplicamos el corolario 2.29, obtenemos que

n—1

U={]J5@)

J=0

es abierta y densa en N,,(H) ..
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6. La Descomposicion Canonica en el Algebra de Calkin.

Sea A(H) el élgebra de Calkin de H y p : L(H) — A(H) la proyecciéon. Usaremos
indistintamente, para T' € L(H), la notacién p(T') = T. La intencién de esta seccién es
asignar una n-upla de idempotentes autoadjuntos y ”ortogonales” a los nilpotentes de
orden n de A(H). Se definen, en forma andloga que en L(H), los conjuntos N, (A(H))
y Pa(A(H)).

El problema es que dicha asignacién no se puede definir en la forma "natural”.
Enunciemos, en principio, el siguiente resultado de Catherine Olsen (ver [20]) :

Teorema 6.0 : Sean t € A(H), P(X) € C[X] tales que P(t) =0y P es el polinomio
minimal de ¢ (si Q(t) =0 = Q = PR con R € C[X] ), entonces existe T € L(H) tal

que T'=t, P(T) =0y P es el polinomio minimal de 7.
Con este resultado uno querrfa, dado t € N,(A(H)) y T € N,(H) tal que T = t, definir

2(t) = o(T) € Pu(A(H)) (6.1)

El problema es que la definicién no es buena. Sea, por ejemplo, K un espacio de Hilbert
separabley H = K& K® K & K. Sea K € L(K) un operador compacto e inyectivo,

Tye L(H) , Ti(z,y,z,w)=(K(y),0,w,0) y

6.2
Toe L(H) , Ty(z,y,z,w)= (0,0,w,0). (62)

Claramente T, € No(H) , i=1,2y Ty =Ty =t € No(A(H)) pero
kerT) = {0} K {0}aK y kerT,={0}&® {0} {0} ®K,

por lo tanto p(Ty) # $(T) en A(H)?. Si aplicamos 6.1 tendriamos 2 definiciones para
@(t). Sin embargo, si nos restringimos a ciertos nilpotentes con buenas propiedades

espectrales, podremos dar un definicién consistente. Necesitamos, antes, un resultado
de L.Fialkow y D.A.Herrero :

Proposicién 6.3 : Sea t € N,(A(H)) tal que, para 1 < k < n — 1, se verifica que 0
es punto aislado de o(t**¢*) sii se puede encontrar T' € N, (H) tal que T = t y, para
1 <k <n-—1,0 es punto aislado de o(T**T*), es decir, existe ' € JN,(H) tal que
T=t.

Por el calculo boreliano para operadores autoadjuntos se tiene, como en 4.2 i), que si
T € N,(H) entonces

Peerrr = Rpoy(TFTF)  1<k<n-1. (6.4)

Si ademas suponemos que 0 es punto aislado en o(T**T*) para 1 < k < n— 1, entonces
sie >0 es tal que B(0,e) No(T**T*) = {0}, 1 <k <n—1 se tiene que
1
Py = — (A =T*TH)"tax . (6.5)
271 Jap(o,e)

32



Sea JN,(A(H)) = {t € N,,(A(H)) : 0 es aislado en o(t**t*) | 1 <k <n —1}.
La proposicion 6.3 dice que JN,(A(H)) = P(JN,(H)). Entonces si nos restringimos
a JN,(A(H)) podemos definir

1
Yi(t) = —/ A=t*)Tan ;. 1<k<n-1 (6.6)
OB(0,e)

 2mi
para t € JN,(A(H)) y ¢ > 0 tal que B(0,e) No(t*t*) = {0}, 1 <k <n-1y
finalmente

P JNW(A(H)) — Pu(A(H)) (6.7)

P(t) = (@), 72(t) = (1), s 1 (t) = ma(t), T = ma(t) ) -
Si observamos que en el ejemplo 6.2 tenemos que t = p(T}) = p(Ts) y t € JN,(A(H)),

en ese caso se verifica que ¢(t) = ¢(T3) y més en general :

Proposicién 6.8 : Seat € JN,(A(H)) y sea ( por 6.3 ) T € JN,(H) tal que T = t,
entonces @(t) = p(T).

Demostracion : Sea ¢ > 0 tal que B(0,¢) N o(t**tk) = {0} = B(0,¢) N o(T**T*) para
todo 1 < k < n—1 entonces, por las fémulas (6.5) y (6.6), tenemos que p(Pyey ) = V(1)
(como p es continua se mete en la integral) y por la definicién de @ en (6.7), se deduce

que 4(t) = (7). .

En otras palabras, la proposicién 6.8 dice que @ coincide con la definicién dada en
(6.1), siempre que se elija un nilpotente similar a un Jordan en p~'({t}) N N,,(H).

Observacién 6.9 : i) De las férmulas (6.5) y (6.6) se deduce que si T' € JN,(H)
entonces ¢;(T') € C*(T') para 1 < i < ny, andlogamente, parat € JN,(A(H)) , ¢;(t) €
C*(t) para 1 < i < n.

2) En el caso de A(H), es indispensable usar métodos viables en una C*-algebra, ya
que A(H) misma no es algebra de Von Newman y no se puede dar un definicién similar
a (6.4) en N,(A(H)). Ademss si t € N,(A(H)) y 0 no es aislado en o(t**t*) para
cierto 1 < k < n, entonces para cualquier T' € N,,(H) tal que T = t,existe 1 < j<n
tal que 0 no es aislado en o(T**T*) ( proposicién 6.3 ) y en tal caso no se verifica,
en general, que P,7» € C*(T) para 1 < h < n — 1. Por ejemplo, dado un tal
T € N,(H), no es dificil encontrar idempotentes ortogonales 2 a 2, P, , P, , P3 con
dim R(P;) = oo,i = 1,2,3, tales que, para cierto 1 < k <n—1, Po+ P+ P; =
Berrnt s PjPerpnt = BPegrn—tP; (7 = 1,2,3) y Py T**T" y T**T*P; son operadores
compactos para j = 1,2. Claramente no hay forma de definir ¢ en este caso.

Abordaremos ahora el problema de caracterizar las puntos de continuidad de ¢. Prime-
ramente :

Proposicién 6.10 : Sea t € JN,(A(H)), tal que t"~' + t* ¢ G(A(H)). Entonces ¢
no es continua en t.
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Demostracion : Sea T € JN,(H) tal que T = t. Sabemos que @(t) = p(p(T)) y
ademas que T*! + T* ¢ G(A(H)). Es facil, entonces, ver que T & N.JN, (H) ( por el
mismo tipo de argumento que en la proposicién 2.17 y el corolario 2.18 ). Entonces por
la proposicién 2.13 ii), si Qu = q%oo) @ ¢, tenemos que T € S(Qs)”. Aplicando el
mismo razonamiento que en la demostracién del teorema 5.5 Caso 2 y luego proyectando

a A(H), vemos que ¢ no es continua en t, ya que se obtiene (Ji)ren C JN,(H) y

—1 k—oo

(Wk)ken C G(H) tales que W,Qoo W, Ty Jk,kHOOT pero ker J;, C ker(WonoW,gl)

con codimension infinita, luego

||p<Pker(WkQOOW,;1)) - p(Pker.]k)HA(H) =1 VkeN

y la demostracién sigue igual que la de (5.5) Caso 2 , teniendo en cuenta que

Pp(I)) = ¢(J) vy PpWiQuWi ) = ple(WiQu W, )
por la proposicién 6.8. °
Proposicién 6.11 : Sea T' € JN,(H), entonces R(T7) es cerrado 1 < j <ny
Pppn-ry = T FT (T F 4 T (T 4+ TF) + P)

donde P= Pkeer@R(T"_k)'

Demostracion : Sea A = (T"% + T*F)(T*"=* + T*). Es claro que A es autoadjunto y
que R(A) es cerrado. En efecto A = T *T*"=* 4 T**T* cuyos rangos son ortogonales
y cerrados ya que T' € JN,,(H) y también T* € JN,(H) (o(T*T**) = o(T**T*)) y es
facil ver que R(A) = R(T" *T*"=*) L R(T**T*) es cerrado. Ademds podemos ver que

ker A = ker T Nker(T*" %) = ker T* © R(T™%)
y que A+ Piera € G(H). Entonces P = Pyera y
I=(A+P)(A+P) =T """ A+ P) ' + T*T*A+ P)' + P(A+ P)"".

Es facil ver que T"kT*n—kp = ppn-kpsn—k — (o  T*Tkp — PT**T*F = 0 y que
TrnkTn=k v T*FTk conmutan con A. Tenemos entonces que

TnfkT*nfk<A+P>fl _i_T*ka(A_i_P)fl + P — I

donde los tres sumandos son ortogonales y el producto de dos diferentes da cero.
Se concluye que T"*T*"=*(A 4+ P)~! es el proyector sobre R(T™7F). .

Corolario 6.12 : SiT € N,(H)y T ~ qffo), entonces, para 1 < k <n —1,
Pkeer — Tn—kT*n—k:(T*n—k + Tk)—l(Tn—k + T*kz)—l 7
y por lo tanto se tienen férmulas explicitas para gp‘ S -
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Demostracion : SiT ~ qﬁl‘”), entonces para 1 < k <n—1, kerT* = R(T" %) y se

aplica la proposicion 6.11. °

Recordemos (2.18) que N = {Q € L(H) : Q"' + Q* € G(A(H))}. Llamaremos
NJN; = NJN,(H) N N, . Es fécil ver que NJN,  consiste de aquellos operadores
que son similares a nilpotentes nice Jordan de la forma :

n—1 n—1
J:qﬁfo)GB@qj(-aj) con Zaj<oo.
=1 j=1

Lema 6.13 : Sea Q = ¢{™, entonces
A= {t € N(A(H)) : 17+ 1 € GIAGH))} = p(NINT) = S(G)

donde S(Q) es la érbita de similaridad de Q en A(H). Mas atin, p~'(A) N N, (H) =
NJNF.

Demostracién : Sea t € A, por el teorema 6.1 existe T € N,,(H) tal que T = t. Como
T™ = 0, por la proposicién 2.17, ' € NJN, y tenemos que A C p(NJN;). Por otra
parte es facil ver que siT € NJN,', entonces T' € A, con lo cual tenemos una igualdad.

Sit € S(Q), entonces si w € G(A(H)) es tal que t = wQuw ™ y p : A(H) — L(K)
es una re- presentacion fiel unital para cierto espacio de Hilbert separable K, tenemos

que p(t) ~ p(Q) en L(K) y, como Q"' + Q" € G(H) , p(Q)"' + p(Q)* € G(K) y por

el lema 2.15, p(t) ~ p(Q) ~ ) en L(K) y por lo tanto, usando nuevamente el lema
2.15, tenemos que t € A.

Por tltimo, sea t =T con T € NJNF | T ~ J con J = )@ F con F € L(C?) para
cierto d < oo y F en su forma de Jordan. Luego ¢ ~ J en A(H); veamos que J € S(Q).
Sea H; donde actua q7(l°°) de J y H, donde actia F. Sea U : Hy — H una isometria
suryectiva y V' : Hy — H la inclusién. Es claro que UV*JVU* ~ Q, pero p(UV*) €
U(A(H)) ya que dim Hy = d < oo, luego p(J) ~ p(Q) y J € S(Q). El hecho de que
pY(A)N N,(H) = NJN, es consecuencia directa de la proposicién 2.17. .

De la proposicién 6.10 y el lema 6.13 deducimos que sit € JN,,(A(H))yt ¢ S(p(qﬁfo)))
entonces ¥ no es continua en t. Probaremos a continuacién que S (p(qéoo))) es exacta-
mente el conjunto de puntos de continuidad de ¢ :

Lema 6.14 : Sit € S(p(qgoo))), entonces si recordamos las aplicaciones v; de 6.6, se
tiene que

’Yk(t) — tn—kt*n—k(t*n—k + tk)_l(tn_k + t*)_l : 1 S k S n—1.

Demostracion : En principio, por el lema 2.15 y representando al algebra de Calkin
en un algebra de operadores en un espacio de Hilbert como en la demostracién del
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lema 6.13, se tiene que, para 1 < k < n — 1, t*" % 4+ t* es inversible en A(H). Por
otra parte, por el lema 6.13, podemos tomar T' € NJN, tal que T = t. Mirando la
demostracién de la proposicién 6.11, como T~ % 4+ T** es de Fredholm, lo mismo ocurre
con A = (T k 4 T*)(T*=* + T*) y por lo tanto P = Py a = BPrerrrorrn—+) tiene
rango finito, para 1 < k < n — 1. Entonces

’Yk(t) = p(Pkeer)
— p(P) + tnfkt*nfkp(A)fl °
— tnfkt*nfk(t*nfk + tk)fl(tnfk + t*k)fl .

Teorema 6.15 : El conjunto de puntos de continuidad de ¢ : JN,(A(H)) — P,(A(H))
es igual a la drbita de similaridad de p(qffo)) en A(H), que es un subconjunto abierto
y denso de N,(A(H)). Ademas, si t € S(p(qﬁloo))), entonces p(t) = p(e(T)) para

cualquier T' € N,(H) Nnp~ ' ({t}).

Demostracion : Sea ¢ = p(¢v) y t € S(q), por el lema 6.13, "' +t* € G(A(H))
y ademéas p~'({t}) N N,(H) € NJN;} C JN,(H). Luego, por la proposicién 6.8, si
T € p~'({t}) N N, (H), entonces @ = p(¢(T)).

Como por (6.13) S(q) = {t € N,(A(H)) : t" ' +t* € G(A(H))} que es abierto en
N, (A(H)) y, por lo tanto, también en JN,(A(H)), si t € S(q), se puede encontrar un
entorno de ¢t en JN,(A(H)) tal que la férmula de 7, , 1 < k < n — 1 es como en el
lema 6.14 para s en dicho entorno, y por lo tanto, 74 es continuaent, 1 <k <n—1.
Finalmente, por la férmula (6.7), ¢ es continua en ¢. Por la proposicién 6.10, se tiene
que los puntos de continuidad de ¢ son exactamente los ¢ € S(q).

Ya vimos que S(q) es abierta en N,(A(H)), para ver que es densa, basta aplicar el
lema 6.13 y el hecho de que NJN;I es denso en N,,(H). .
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7. Propiedades Geometricas y Topologicas de las orbitas de Similaridad
En esta seccién apareceran algunos resultados previos necesarios para el teorema de

caracterizacién de las 6rbitas de similaridad que son subvariedades de L(H).
Primeramente, resultados y definiciones de geometria diferencial en dimensién infinita.
Para definiciones més precisas y demostraciones, se refiere al lector a [17],[23],[18].

Dados E y F' espacios de Banach complejos, U abierto en F'y f : U — F' continua,
entonces f es analitica si para cada z € U y V € E existe el limite

flz+2V) - f(z)
t

Dado X C E diremos que X es subvariedad analitica de E si para cada g € X, existen
abiertos Y y V de E, con 0 € U , xy € V, un difeomorfismo analitico ¢y : U — V
tal que 1 (0) = x¢ y subespacios cerrados complementarios Sy T'de £, ST =F
tales que wyy/unr : U NT — VN X es un homeomorfismo, considerando en X la
topologia inducida por E. El espacio tangente a X en zy , T'X,, se define por

TX,, = {d(;—ff)\t:g/ a:(—ee)—= X, aeC”, a0)=mx}
que se identifica naturalmente, con las notaciones anteriores, con d(¢yy )z, (1). De lo
anterior se deduce que 7'X,, es un subespacio cerrado y complementado de £, V z( €
X.
En forma anéloga al caso de dimensién finita se definen funciones analiticas entre subva-
riedades, el teorema de la funcién inversa sigue siendo valido en estos casos y, en la
definicién de sumersién, ademas de que el rango de la diferencial sea sobre en todo
punto, se pide que el nicleo de la diferencial sea complementado :

dfa(V) = lim df, € L(E, F) .

Definicién: Si F y F espacios de Banach y X e Y subvariedades analiticas, entonces
una funcion analitica f : X — Y es una sumersion si V& € X se verifican :

i) kerdf, es complementado en T'X,,

ii) df, es sobreyectiva.

Un Grupo de Lie-Banach es un grupo topolégico GG, contenido en un espacio de Banach
E, quei G es subvariedad analitica de E tal que las aplicaciones

GxG—G ; (z,x2)—m.00 vy GG ; 2!
son analiticas. El ejemplo principal de grupo de Lie-Banach que utilizaremos aqui
es el grupo de elementos inversibles de un algebra de Banach y, més especificamente,

G(H) C L(H).

Dado un grupo de Lie-Banach G y una subvariedad X de un espacio de Banach FE,
una accién
x :GxX—=X ; (g2)—g*xx , geG,r€X
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(que verifica g1 * (ga * ) = (g1 * g2) * ¢ y 1 x x = x) es analitica si lo es como funcién
entre dichas variedades. Se llamara transitiva si, dados x e y en X, existe g € G tal
que T = g *y.

Definicion: Dados G'y X como antes, diremos que X es un espacio homogéneo bajo
la accion de G, si existe una accién analitica y transitiva * : G x X — X y existe
xo € X tal que la aplicacién

T :G— X 5 g gxxg

es una sumersion.

Es bien conocido que si X es un espacio homogéneo bajo GG, entonces 7, : G — X
tiene secciones locales analiticas y, por lo tanto, es abierta. Por las definiciones de
subvariedad y de sumersion deducimos que ker d(m,, )1 v R(d(7z,)1) = T X,, son sube-
spacios complementados de los espacios ambientes. Usando el teorema de la funcién
implicita se puede obtener la reciproca, que enunciaremos sélo en el contexto que nos
interesa :

Sean A un algebra de Banach compleja, A~! el grupo de Lie-Banach analitico de ele-
mentos inversibles de A y a € A. Dada una accién analitica de A~! sobre A definimos

1. S(a) ={g*a:g€ A™'} | la 6rbita de qa,
2. m,: A7t — S(a) , dada por m,(g) = g *a
3. y llamemos d, = d(m,)1 , 64 € L(A). Entonces

Teorema 7.1 : S(a) es subvariedad analitica de A y ademas es un espacio homogéneo
bajo la accién de A~! si y solo si se verifican :

i) m, es una aplicacién abierta
ii) kerd, es complementado en A

iii) R(d,) es complementado en A.

Demostracion : En los parrafos anteriores vimos que las condiciones i),ii) y iii) son
necesarias. Para una demostracién completa de la suficiencia ver [23]. .

Agregaremos, a continuacién, otra condicién equivalente al hecho de ser S(a) espacio
homogéneo bajo la accién de A~! :

Proposicién 7.2 : Dado a € A, élgebra de Banach y una accién x de A™! sobre A,
son equivalentes :

1. S(a) es subvariedad analitica de A y espacio homogéneo bajo la accién de A~
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2. Existe un entorno U, de a y una aplicacién analitica w, : U, — A~! tal que
we(a) =1y wa/u,ns(a) €s una seccién local para m, .

Demostracion : 1)—2) Por el teorema 7.1 podemos tomar F; suplemento de kerd, y
E, de R(6,) ambos en A. Sea u: By & Ey — A dada por

p(er, es) = mo(exper) + e .

Es facil ver que dug(er, e2) = dq(€1) + €2, y como 6, : ;1 — R(0) es un isomorfismo,
por el teorema de la funcién inversa, existen abiertosid C F1@® Fy ,con0 e Uy V C A,
con a € V tales que p : U — V es un difeomorfismo y u(Ud N Ey) =V N S(a). Por otra
parte, si ¢ € U N E}, entonces p(c) = ma(exp ¢). Sea w : U — A1 | w(ey, ex) = expey
y

we:V— A we(b) =w(u (b)), beEV.
Es claro que w, verifica las condiciones de 2).
2)—1) Probaremos las condiciones i), ii) y iii) del teorema 7.1. La condicién i) es
clara por la existencia de secciones locales. Verifiquemos que 4, o d(w,), © 6, = 0, 0,
equivalentemente, ( recordemos que d, = d(7,)q)

d(Ta © Wa)a/ R5a) = TR(5)-
Fijado b € A, sea a(t) = m,(1 +tb) , t € (—¢,¢), para e > 0 tal que 1 4+ tb € A~! para
t € (—e,¢e). Entonces o/ (0) = 0,(b) , a(0) =ay «a(t) € S(a), t € (—e,¢). Por lo tanto
d

d(mq © Wa)a(0a (b)) = E(Wa © wq 0 &(t))]e=0 = &(0) = (D).

Luego 6, 0 d(w,), v d(wy), 0 d, son operadores idempotentes en L(A) que verifican
ker d, = ker[d(wa)a 0da] 3 R(da) = R[0q 0 d(wy)d]

que, por lo tanto, resultan ser cerrados y complementados. °

Estos resultados se aplicardn para la accién de A~! sobre A dada por g xa = gag™'y

la 6rbita S(a) coincidira con la érbita de similaridad de a en A.

A continuacion una serie de resultados que conciernen més espcificamente a la topologia
de S(a) y més explicitamente a la propiedad de que 7, sea abierta.

Proposicién 7.3 : Sea A un dlgebra de Banach, a € A , 0, € L(A) dada por
da(b) = ab — ba. Si la aplicacién 7, : A~ — S(a) ( dada por 7,(u) = vau™ , ue A™?
) es abierta, entonces R(d,) es cerrado en A.

Demostracion : Llamemos F(a) = kerd, = {b € A : ba = ab} . E(a) es un subespacio
cerrado, sea por lo tanto p : A — A/p(, la proyeccién canénica, notaremos b=rp)y
16]] = inf{||b —c|| : ¢ € E(a)}, la norma en A/p(,). Definamos

0a: Alp@) = A 5 0,(0) =dalc) =ac—ca , c€A/pq).
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Es claro que la definicién es buena y que R(d,) = R(d,). Por lo tanto basta probar que
J, es acotada inferiormente.

Sea (cp)nen C A tal que ||Go]| = 1y 04(Gn) = dalcn) “=250. Sea (b,)nen C A tal que
by = G v |[ba]l <2, Vn €N. Sea A € C tal que | A |[> 2. Entonces b, — \ €
Al VneNy

b = X7 = AT 1= 27
_ ully
<IAL- )
= (A= Il
<(JA]-2)".

Por lo tanto
I = (b = N)e(ba = 27 < 18albn = M = 27 < 1 A ] =2)7 18 (e0) | =0

Como suponemos que 7, es abierta, podemos encontrar una sucesion (wy, )ney C A™! tal
que 74 (b, — ) = 7, (wy,) y ademas ||w, —1|| “==0. entonces w, (b, —\) € E(a) , Vn €
N y por lo tanto - - -
L= {|bn]] = [1on = Al
< 1B = A) = w, (b = )|
< b = Allllwy = 1]
< 2+ [ A Dllw, " = 1] *==0

lo que es absurdo. Luego d, es acotado inferiormente y R(d,) es cerrado. .

Introduciremos, ahora, el médulo minimo reducido de C. Apostol: Sea X espacio de
Banach, T' € L(X). Definimos

~(T) = { inf{||7'(z)] : déx,kerT) =1} TY:Z&OO'

Observacién 7.5 : y(T) > 0 < R(T) es cerrado .

Demostracion : ~(T) > 0 sii infyz—1 |T(z)|| > 0, donde T : X/kerr — X estd definida
por T'(z) = T(x) para cierto x € X tal que [T]xer = Z. Por lo tanto (7)) > 0 sii T

es acotado inferiormente sii R(T) = R(T') es cerrado o

Lema 7.6 : i) I'. = {A € L(X):7v(A) > e} es cerrado en L(X)

ii) Si U € G(H) , A€ L(H) entonces v(UAU™Y) > ||U||7H|U ||~ (T).
Demostracion : Para probar i), dado A € L(H), consideremos A* € L(X*), donde
X* es el dual de X y A* el operador adjunto de A, A*(¢)(x) = p(A(x)), para
reX, pe X

Es facil ver que v(A) = vy(A*). Por lo tanto, dada una sucesién (A, )n,en C Te(X) tal
que [|[A — A,|| "==0, probaremos que y(A*) > «.
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Sea v € X* ¥ (pn)nen C X* tales que ¢ — ¢, € ker A7 y [lof| < 2Fd(p, ker A3).
Tenemos entonces que

en
n+1

Como ¥V n € N ||| < 2|¢]|, usando que la bola en X* es débilmente compacta, existe
Y € X* y una subsucesion (¢, Jren tal que @, (2) =20 (z) , ¥ z € X. Por lo tanto

|4 @)l = lim 145, ()]

= lim |45, (on,)

[ AL (Pl = ed(p, ker Ay) >

(=]

. ENg
> lim

= el

Ademas, una simple cuenta prueba que ¢ — ¥ € ker A* y entonces

[A* ()| = ell¢]] = ed(¢p, ker A¥) = ed(e, ker AT).

[l |

Esto pasa para toda ¢ € X*, luego v(A*) > e.
Para probar ii), dado U € G(H), veremos que y(UT) > |U Y| (T)V T € L(H).
En efecto, ker UT = ker T, si d(z, ker T') = d(x,ker UT) = 1, entonces

|UT2|| > U7 U T

Por otra parte V V € G(H) , v(TV) > |[VY|7'Y(T) ya que como kerTV =
V=l (kerT), si d(z,V 'kerT) = 1, entonces d(Vx,ker T') > ||V~ y por lo tanto
|TVz|| > ||V ~1(T). Con ambas desigualdades obtenemos ii) o

Definicién 7.7 : Dados r € R> y 7' € L(H), llamaremos :

i) Go(H)={U e G(H) : [UIU~"]| <r}
i) S.(T) =7r(G.(H))={UTU™ : U € G.(H) }
iil) Sup(T) = Urer,, Sr(T)~

)

iv) [T]={Ae€ L(H): A;;TyT—A}.

Lema 7.8 : SeaT € L(H) y L € S,,(T), entonces si R(dr) es cerrado, R(d) es
también cerrado.

Demostracion : Supongamos que L € S,.(T)™ para ciertor > 1y sea (W,,)nen C G,(H)
tal que || L—W, TW. || "=>50. Definamos, para W € G(H) ady : L(H) — L(H) dada
por ady (A) = WAW ™", Se tiene que adw € G(L(H)) , Oy, py—1 = adw, 0 o7 0 ady, 1
v |ladw || = [[W[||W~!]|. Por el lema 7.6 ii),

7(5T)
v(6 1) >
WoWn |adyw, ||||ady, ||

v(o7)

72

>
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ya que W, € G,.(H) para todo n € N. Si R(dr) es cerrado, por la observacién 7.5,
v(67) > 0. Pongamos (dr) = ¢, entonces oy, ry—1 € 's (L(H)) y por el lema 7.6 i),
resulta que 6 € I'< (L(H)), luego R(d1) es cerrado. .

Lema 7.9: SeaT € L(H) yT®T € L(H ® H) , entences y(ér) > 0 = v(drgr) > 0.

Demostracion : El resultado se obtiene facilmente teniendo en cuenta la observaciéon
7.5y que, si representamos matricialmente los operadores de L(H & H), tenemos qur

rar (&5 )= (51e) wimy ) 1 .

Proposicién 7.10 : Sea T € L(H). Si R(ér) es cerrado, entonces Vr > 1, > 0 se
verifica que S,(T)~ C S,4(T).

Demostracion : Sea r > 1 fijo, L € S,(T)” y (Wy)nen C G(H) tales que

|L — W, TW, 1| =20 y ademds ||[W,|| < /7, |[W, ]| < /7 ( esto se otiene multipli-
cando a W,, por escalares complejos ) . Sea € > 0.

Como T'® L € S,,(T & T), por los lemas 7.8 y 7.9, sabemos que como (7T') > 0
entonces y(T' @ L) > 0. Sea (M, )nen C L(H @ H) dada por

0 w,! 0 TW,'—W, 'L

v limy, oo || 070 (M,)]| < /rlimy, o [|[W,TW, L — L|| = 0.

Como (drer) > 0, tenemos que d(M,, E(T @ L)) “==0 y podemos tomar R, €
E(T & L) tales que || M, — Ry|| “==0.

SiR, = * P

. , como R, € E(T @ L), se tiene que T'B,, — B,L = 0 y ademads

| B, — W] “™==%0. Por lo tanto, para n suficientemente grande, B, € G(H) y més
ain, como || B, — W, Y| "==0y ||[W,|| < v/r Vn € N se tiene que ||B,' — W, || "==0y
se puede obtener n; € N tal que, sin >ny, B,, € G, (H). Luego L € S, (T). e

Teorema 7.11 : Sea T' € L(H) tal que mr : G(H) — S(T') es abierta, enonces
[T] = S(T).

Demostracion : Supongamos que existe B € [T] — S(T). Sea (By)nen C S(B) tal que
|T — B,|| “=20. Sea (Tpi)renmen C S(T) tal que ||B, — Tpxll =20 Vn € N y sea
(Whk)nengen C G(H) tal que T, = WnkTWn_,i Como B, ~ B, B, ¢ S(T), por las
proposiciones 7.3 y 7.10, tenemos que B,, ¢ S,(T))~ para ninginr > 1, n € N .

En particular B,, ¢ S, (T)~. Por lo tanto podemos encontrar k, € N tal que k > k, =
Toi & So(T). Sean h,, >k, tales que ||B,, — T, 4| < % si h > h,,, entonces

1 n—oo
HT - Tn,hnH < ”T - Bn” + E —0.
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Pero G3(H) es un entorno de I en G(H) y Ty, 5, ¢ mr(G2(H)) para n > 2. En tal caso
7 no seria abierta. °

El teorema que sigue, del que se omite demostracion, es el que permite restringirse
a los operadores similares a nice Jordans para el estudio de las propiedades geométricas
de la érbita de similaridad.

Teorema 7.12 : Sea T € L(H) tal que [T] = S(T'), entonces T" es similar a un nice
Jordan.

Remitimos a [6, Corolario 9.37 | para ver una demostracién. El camino utilizado
es el de aplicar los teoremas centrales de caracterizacion de las clausuras de érbitas de
similaridad de operadores en base a propiedades espectrales, de indice y algebraicas o
espaciales y la construccién sistemdtica de contraejemplos a la igualdad [T'] = S(T) en
todos los casos desfavorables. Primero para operadores no esencialmente algebraicos y
luego los distintos tipos de operadores esencialmente nilpotentes ([6, Apéndice 2.19).
Por ejemplo, en la observacion 2.14 se observa que este es el caso para los nilpotentes
de Jordan, pero no nice Jordan.

Este resultado fue obtenido por L.Fialkow y D.A.Herrero y solamente esta publicado
en el libro mencionado. Omitiremos la demostracién por ser ésta demasiado extensa
para este trabajo.

Proposicién 7.13 : Sea T € L(H), si S(T) es localmente cerrada, entonces [T] =
S(T).

Demostracion : Sea ¢ > 0 tal que B(T,e)" N S(T)~ C S(T). Sean A € S(T)" y
(Ap)nen C S(A) tales que [|A, — T|| ™==0. Como Vn € N, A, € S(T)~; para n
suficientemente grande, A, € S(T), luego A € S(T) y [T] € S(T). La otra inclusién
es clara. .

Teorema 7.14 : Dado T" € L(H) y nr : G(H) — S(T) dada por mp(U) =
UTU™!' | U € G(H), entonces cada una de las propiedades :

SV - S(T) es subvariedad analitica de L(H) y 7y define un espacio homogéneo.
SL - 77 tiene secciones locales continuas.
AB - 7 es abierta.
LC - S(T) es localmente cerrada.
[P]- [T = S(T).
Implica :

BJ - T es similar a un operador nice Jordan.
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Ademas SV implica todas las demas.

Demostracion : Es claro que SV — SL — AB.
El teorema 7.11 dice que AB — [P] y la proposicién 7.13 dice que LC — [P] . Aplicando
el teorema 7.12 vemos que todas implican NJ.
Lo tnico que falta ver entonces, es que SV — LC, lo que es claro. )

En la seccion siguiente se probard que NJ — SV, con lo que quedara establecido el
teorema principal de este trabajo, que es la equivalencia entre todas las propiedades
que aparecen en (7.14).
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8. Operadores Nice Jordan
El propésito de esta seccién es probar que si T' € L(H) es similar a un nice Jordan,

entonces S(7T') es subvariedad analitica de L(H) y 7y : G(H) — S(T') define un espacio
homogéneo. Para ello se utilzaran las proposiciones 7.1 y 7.2 ; la primera para el caso
T nilpotente y la segunda para el caso general.

Proposicién 8.1 : Sea J € L(H) un nilpotente Jordan de orden n, entonces si
d;: L(H) — L(H), dada por 6;(X) = XJ — JX, X € L(H), se verifica que kerd; y
R son subespacios cerrados y complementados.

Demostracion : Sea J = q§"1)@q§“2)@- . -@qq(@a") , 0 < a; <oo. Lamaremos J; = qgai) y
H; al subespacio de H asociado a J;, 1 < ¢ <n. Sea H,; = ker Jij@ker Jij_l , 1< <.
Es claro que fijado 1 < ¢ < n, para cada j se tiene dim H;; = ;. Podemos suponer
entonces que todos los H;; son iguales a un espacio K; con dim K; = «; y H; = Ki(i).
Sea Pi,j = PHU y Pz = PHL Entonces f)i,jJPi,j—l = Pi,jJiPi,j—l = [dK,” 2 S j S i, 1 S
1<ny P ;JP,=0sii#oi=hyk#j—1
Con estas descomposiciones podemos representar a los elementos de L(H) como ma-
trices de dos tipos :
Usando que H = &!_, H; obtenemos, dado A € L(H), la representacién

A= (A ) con A,s € L(Hy, H,)

r,s=1
y usado que H = @?ZlKi(i) , obtenemos

n T S

A=rbsn) L g1 k=1 h=1

con Ay psn € L(Ks, K,.).

Por célculo matricial directo se observa que, dado B € L(H) y si C' = 6,;(B), entonces
cada entrada C) s depende sélo de las entradas del bloque B,;. Entonces bastara
estudiar cada bloque (r,s) de R(d;) y probar que P,[R(d;)]Ps es complementado en
L(H,. H,)

Para ilustrar la situacion, mostraremos como ejemplo el caso n = 3.

SiJ=q¢" qéaz’) ® qéag) y B € L(H), entonces la matriz de §;(B) es de la forma :

0 0 —Bll;gl 0 _Bll;31 _Bll;32

Bosa1 Bosor Basgs — Boior Basgi Basgo — Baigi Baoss — DBaiso
0 0 —Bas.o1 0 — Bz —B.30

Bsoa1 Bsaor Bsoo — Bsio1 Baagi Bsazo — Bsigi Bsagzs — Bsia
Bss.i1 Bszor DBssooB32.01  Bssgi Bssoo — Baagi Basgizz — DBaaso
0 0 —Bs3.01 0 —Bss.3 —Bs3.39

Fijemos r,s, 1 <r,s <nyseam = minr,s. Los operadores C,; € P.[R(d;)]Ps se
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pueden caracterizar por las siguientes ”ecuaciones lineales”

Cr,r;s,l =0
C’/‘,T—l;s,l + Cr,r;s,2 =0
Cr,r72;s,1 + Cr,rfl;s,2 + Cr,r;s,?) =0

Cr,r—m—i—l;s,l + Cr,r—m+2;s,2 + -+ Or,r;s,m =0

y las entradas C, 1.5, pueden elegirse libremente si k < h+r—moseak—h <r—m.
Estas m ecuaciones significan que las m primeras diagonales de C, 5, empezando desde
abajo, tienen traza nula. Se puede, por lo tanto, exhibir un suplemento M; para R(d;)
: D = (Dygisn) € My siy sélo si, para cada r, s se tiene que

a) Dypsn=0sik—h<r—m 'y
b) Dr,r—i;s,l = Dr,r—i+1;s,2 == Dr,r;s,i—i—l para todo 0 <7 <m — 1.

Por otra parte, no es dificil verificar que si x : L(H) — L(H) esta dada por %(A) = A*
( si bien * no es C-lineal, es un isomorfismo R-lineal y continuo y ademas manda C-
subespacios en C-subespacios ), entonces (M ;) = ker d; y por lo tanto *(R(d;)) es el
suplemento buscado para kerd; . °

Corolario 8.2 : Dado T € JN,(H), entonces R(dr) es cerrado.

Demostracion : Si T ~ J con J de Jordan, por la proposicién 8.1 se tiene que R(d;)
es cerrado y por lo tanto y(d;) > 0 ( por la observacién 7.5 ). Si T = UJU ! para
cierto U € G(H), entonces, como en la demostraciéon de (7.8), sabemos quey(dr) >

—”U”Zh(s(jzlw > 0, luego R(d7) es cerrado. R

Lema 8.3 : Sea T € NJN,(H), entonces S,.(T) = {UTU : |U|lU7Y <r, U €
G(H)} es un entorno de T en S(T'), para r € R suficientemente grande.

Demostracion : Aplicando el teorema 2.30, como T es similar a un operador nilpotente
nice Jordan, entonces S(T") es localmente cerrada. Sea ¢ > 0 tal que B = S(T') N
B(0,¢)~ es cerrado en L(H). Entonces B es un espacio métrico completo. Sea By =

(H
S(T)NB(0,e) ={A € S(T):||A—-T| < e}. Definamos, para A,C € By
f(A) = [d(A,S(T) = By)l ™"y WA C)=[A=C|+1f(4) - F(C) .

Por el teorema de Alexandroff, ;1 es una métrica completa en By ( si A, se acerca al
0By, entonces f(A,) oo y luego A, no puede ser de Cauchy ; es facil ver que
define una métrica ) y la identidad es un homeomorfismo con las topologias de las dos
métricas.

Como S(T') = UpenSn(T') , tenemos que

By = | J(Bo N S,(T)).

neN
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Siendo By p-completo, podemos aplicar el teorema de Baire y entonces existe m € N
tal que [By N Sy,—1(T)],; tiene interior no vacio ( y por lo tanto contiene una bola con
la norma de L(H), pues las topologias coinciden ). Sea Lo € By y 19 > 0 tales que
B(Lo,To) C B(T, 5) y

U= {L € BO : ||L — L()H < To} - [BO ﬂSm_1<T)]_ .

o

Por otra parte [By N Sy,—1(T)], € Bo N Sp-1(T)” ( clausura en L(H) con la norma
). Como T es similar a un nice Jordan, aplicando el corolario 8.2 y la proposicién
7.10, sabemos que Sy,—1(T)~ C S,(T) y por lo tanto, U C By N S,(T). Como, en
particular, Ly € S,,(T), sea Wy € G,,,(H) tal que Ly = WoTW; ' y sea V = {L €
S(T): ||L =T < 2™} Bs facil ver que WoWW; ' C U y por ende V C S,2(T), luego
VCS.(T) Vr>m2 .

Proposicién 8.4 : Sea T'€ NJN,(H), entonces la aplicacién nr : G(H) — S(T) es
abierta.

Demostracion : Se probard que dada una sucesién (W,,)n,en en G(H) tal que la apli-
cacion mp(W,,) “==T, entonces se puede encontrar otra sucesién (Uy,),en en G(H) tal
que mr(Uy,) = mp(W,,) v U, "==I. Claramente, esto implica que 7 es abierta.

Dada la sucesion (W,),en € G(H), por el lema 8.3, existe m € N y una sucesion
(Vi)nen C G(H )2 tal que, para cierto ng € N, wp(W,,) = mp(V},) si n > ng. Podemos
suponer ademés que ||V, || <m y [V, <m, Ym € N, luego si n > ny,

| TV, =V, T|| < m||T — V, TV, || = m||T — 7x(W,)|| === 0.

n—oo

Como por el corolario 8.2, y(dr) > 0y or(V,) “= 0, se puede encontrar otra sucesién

(Yo)nen € L(H) tal que V,T =TY,Vn e Ny ||V, — V.|| == 0y, por lo tanto
1YV, ' =TI <ml]Y, =V, ==0 = Y.V, ' eG(H)

para n grande. Si llamamos U, = (Y,,V,"})™! es claro que U, "=>I y que 77 (U,) =

mp(W,,) . (Para formalizar, se puede definir U,, = W,, para los valores de n tales que

Y, ¢ G(H)). .

Este resultado es el que se utilizé en la seccién 5 (corolario 5.4) y es el que faltaba
para dotar a S(T") de una estructura de subvariedad analitica de L(H) cuando T' €
NJN,(H) :

Teorema 8.5 : Dado T' € NJN,(H), se verifica que S(T') es subvariedad analitica de
L(H)y mp: G(H) — S(T') es una sumersion.

Demostracion : Es consecuencia del teorema 7.1 y las proposiciones 8.1 y 8.4. °

Observacién 8.6: 1) Del hecho de que 77 sea una sumersién podemos deducir que el
espacio tangente a S(T") en T es

TIS(D)]y = Rld(rr)1] = ROr) = {XT —TX : X € L(H)}
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con la identificaciéon natural que hace que T[S(T)|r C L(H).
2) Si fijamos n € Ny tomamos N, (H) ={T € L(H): T"=0; T" ' #0} y

n—1

Vo(H) = S(gy®af) |

j=0

entonces, por el corolario 2.29 y el teorema 8.5, tenemos que V,,(H) es subvariedad
anlitica de L(H) y es ademds, abierto y denso en N,,(H). ..

Sea ahora J un operador nice Jordan no necesariamente nilpotente. Sea o(J) =
{M, .. A} e >0tal que B(A;,e) N B(\j,e) =¢sii#jy
U={TecLH):oT)C|JBM\,e)}
j=1

Es claro que U es abierto. Para T' € U podemos definir

1
P(T) = —/ A=T)1d) ; 1<i<r, (8.7.1)
8B()\i,€)

2mi
el proyector epectral de T en B(\;,¢). Es claro que las aplicaciones P, : U — L(H)
son analiticas. Como >, P;(J) =1, si definimos

I(T) = iPi(J)Pi(T) , Teld, (8.7.2)

i=1
podemos encontrar un abierto V C U tal que J € V y I'(V) C G(H). Luego I' : V —
G(H) esta nice definida y es analitica.
Lema 8.8 : Con las notaciones anteriores se tiene que si T' € V, entonces
B((TTO(T) )Y =P(J) , 1<i<r.
Demostracion : Por la definicion de I" deducimos que
DNT)P(T)=P(J))I(T) , 1<i<r.

Si observamos que dado W € G(H)y T e U, B(WTW ') = WP,(T)W !, obtenemos

la igualdad buscada. °

Observacién 8.9 : Con las notaciones anteriores, dado T' € S(J) tal que P(T) =
P,(J) y dado U € G(H) tal que T = UJU™!, entonces U es ”diagonal” respecto a los
P;(J), es decir,

P(J) = B(T) = P(UJU) = UR()U™ | 1<i<r,
y por lo tanto UP;(J) = P(J)U , 1 <i <. °
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Teorema 8.10 : Sea J un operador nice Jordan, entonces S(.J) es subvariedad
analitica de L(H) y mr define un espacio homogéneo sobre S(J).

J = @()\z + Qi)

donde Q); = ;L 1q]( ) y, para cada i, 1 <7 <r se tiene que 0 < a; < oo para todo j
salvo, a lo sumo, para uno sélo. Sea, con las notaciones anteriores, P; = P;(J), H; =
R(P;), el abierto V y la funcién T' de (8.7.2). Pomgamos ¢ (T) = I['(T)TT(T)~!, para
T € V. Por el lema 8.8, P(¢(T)) =Pi(J), 1 <i<r.

Demostracion : Sea

Como cada Q; es nice Jordan y nilpotente en L(H;), por el teorema 8.5 y la proposicién
7.2 , se pueden encontrar abiertos U; en L(H;) con Q); € U; y funciones analiticas

M — G(H;), tales que la restriccién de 7; a S(Q;) NU; resulta ser una seccién local
para mg,- Achicando algo el abierto V podemos definir las funciones analiticas

donde se identifica L(H;) con P,L(H)P;. Consideremos w; : V — L(H) la composicién

v o G(H,) i L(H)
N N
L(H) L(H;)

Es claro que las aplicaciones w; son analiticas y, por lo tanto, lo sera
G:V—LH) ; 3(T)=> w(T), TeV.

Como VT € V |, w(T) es "diagonal” respecto de Pi,..., P, y cada entrada de la
diagonal w;(T") 6 G(H;), tenemos que w(V) C G(H). Dado C' € VN S(J), entonces
J, ¥(C) y w(C) son diagonales respecto de los P;, con lo que las operaciones entre
ellos pueden hacerse cordenada a cordenada. Entonces

myow(C) = N(C’)J&(C’)_l

— Z% NQi + NP)wi(C)

- Z wz szz ) + )‘z-Pz

49



Si recordamos que (C) = I'(C)CT(C)~! y definimos
w:V—GH) ; wO)=TC)"'e(C), CeV,

obtenemos que es analitica y que w/yng(s) es seccién local para m;. Aplicando la
proposicion 7.2 se tiene lo buscado. °

Con este teorema tenemos finalmente demostrado el resultado principal de este trabajo

Teorema 8.11 : Dado T' € L(H), son equivalentes :

SV - S(T) es subvariedad analitica de L(H) y 7y define un espacio homogéneo.
SL - 77 tiene secciones locales continuas.

AB - 7 es abierta.

LC - S(T) es localmente cerrada.

[P]- [T = S(T).

BJ - T es similar a un operador nice Jordan.

Demostracion : Utilizar los teoremas 7.14 y 8.10 . Lo tnico que habria que observar es
que sabemos que si J es nice Jordan, enteonces J verifica SV, y por lo tanto es claro
que si T =V JV~! para V € G(H), entonces T también verifica SV. )

Observacién 8.12 : Sea A(H) el dlgebra de Calkin de H. En [6, Cap. 16] se de-

muestra que si t € A(H), entonces m; : G(A(H)) — S(t), dada por m(u) = utu™", u €
G(A(H)) tiene secciones locales sii t es similar a 7' con T' € L(H) nice Jordan. Razo-
nando andlogamente a como hicimos en L(H), se puede demostrar que S(t) es subvar-

iedad analitica de A(H) sii t ~ T con T nice Jordan y, mas atn, es equivalente a cada
una de las condiciones del teorema 8.11, traducidas a A(H).

50



9. Algunas construcciones explicitas

Veremos, en principio, la diferenciabilidad de la aplicacion ¢ introducida en la seccion
4. Recordamos las definiciomes de N, (H), NJN,(H) (2.1), ¢ (4.1), P(H) (4.3)
y el médulo minimo de Apostol, v (7.4). Sabemos ahora que si T € NJN,(H),
entonces S(T) es un espacio homogéneo bajo la accién de G(H). Por otro lado, P, (H)
es una unién disjunta de componentes conexas abiertas de P,(H), que tiene una rica
estructura geométrica estudiada en [9] y [10]. Enunciemos, ahora, el siguiente resultado
de C.Apodstol :

Lema 9.1 : Si B,C € L(H), entonces

17(B) = v(O)] < [|Peer B = Prer |- max{(B),7(C)} + | B = C
Demostracion : Ver [5, Prop 1.1 (iii)] . o
Proposicién 9.2 : Sea T'€ NJN,(H), entonces

/s S(T) — Py (H)

es una funcién C*° .

Demostracion : Sea A € S(T'). Por el teorema 8.5 existe un entorno abierto Uy de
A en S(T) y una seccién local analitica s4 : Uy — G(H) para m4. Recordando la
proposicién 4.6, si P = p(A), vemos que

Ta0p=81=GS,omp:G(H)— PF(H),
que es C* por las férmulas que la definen (3.2). Entonces, desde U4, como
p=s40mmg0p=5408,,
tenemos que ¢ es C*. °

Observacién 9.3 : La aplicaciéon ¢ estd definida por una cuestion espacial. La
demostracion de que es C'*° invoca a una seccién local s4 no explicita. Como utilizare-
mos a ¢, justamente, para construir secciones locales explicitas definidas, en realidad,
en un entorno global ( en L(H) ) de cada punto, haremos la siguiente construccién :

Se busca construir, dados T' € NJN,(H) y @ € S(T'), un abierto de L(H), U tal
que @) € Ug y una funciéon C* :

(I)Q IZ/{Q — L(H)n

que satisfaga que
‘I’Q/S(T)ﬂuQ = SO/S(T)muQ .
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Es claro que v(Q) > 0. Sea p(Q*Q) el radio espectral de Q*Q) y pongamos U, ¢ =

7*(Q)
3

Uy g es abierto en L(H) y Q € Uy . Tomemos U; g =U i 1 <i<n—1y

={NeL(H):0(N*N)C{zeC:|z| <

JUfz €€ 27(@) < || < 20(@° Q)1

n—1

Vo=t -

i=1

Usando el lema 9.1 y la continuidad de ¢/g(r)y podemos ver que existe un abierto
Uy C Vg tal que si N € Uy N S(T), entonces v*(N*) > @ ,para 1 < i <n-—1.
Sea, para AclUpgyl1<i<n-—1:

A 1 A
o) = 3 o= Aa o
271 {2€C:|z|=72(Q")/3}

16 esta bien definida y es C*° en Ug. Ademds, si N € S(T') NUg, entonces
N(N) =R} (N'N') = B, 1<i<n-—1
va que o( N*NOYN{z€C:|z| < @} = {0}. Podemos, entonces, definir :
Do = (g Mo — Mgy — g L —nh ). (9.5)
Claramente, ®g es C* en Ug y

q)Q/S(T)an = SO/S(T)an . .

Esto brinda otra demostracion de que ¢ es C* en S(T') si T € NJN,(H), pero,
ademads, las formulas (9.4) y (9.5) dan una expresion mds explicita que la definicién
(4.1).

A continuacién construiremos una expresion ”explicita” de una seccién local C'™ para
la funcién mr : G(H) — S(T), siempre que T € NJN,(H) (no es analitica por no
serlo ¢, ya que en su definicién aprece la aplicaciéon A +— A*, y ademds P, (H) es
subvariedad C'* y no analitica). Teniendo en cuenta la demostracion del teorema 8.10,
esto brindara expresiones explicitas para operadores nice Jordan no nilpotentes.

Sea J € JN,(H), més aun, J de Jordan:

J=¢" e e a¢ ; 0<u <.

n
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Usaremos las notaciones de la demostracion de la proposicion 8.1: J; , H; , H; ; , P;; , P; .
Se tiene que J(H;;) = H;;-1,1<i<mn,1<j<i DadoT € L(H), sea
UT)=Pi1+ Pyo+ TP J +
+ Pyg+ TPygJ" + TPy 3]+

+ P+ A TPy S (9.6)
4 Pn,n S Tnflpnmj*nfl —

n i—1

=3 ) TPRJ

i=1 j=0
Esta formula puede reescribirse en forma algo més corta :

n 1—1

UT)=> Y 1T'P,;J"
i=1 j=0

n—1

S

j=0 i=j+1

= iTj(Z P;)JY (9.7)

n—1
= TI(Ppiyye)J”
§=0

n—1
= TN -JJ)J9.
§=0
En efecto, R(J) = H271 D Hg’l D H3’2 DD Hn,l DD Hn,n—l luego R(J)J' =
R(>"1", Pii). Por otra parte, R(J*) = (ker J7)* y entonces, sii < j, P;;J% = 0. Por
ultimo, como J es de Jordan, entonces JJ* = Pr(y) y por lo tanto, Prjyr =1 — JJ".

Proposicién 9.8 : Con las notaciones anteriores, si J € JN,(H) es de Jordan,
T eS(J)y p(T)=¢(J), entonces

U(T).J = T.U(T).
Ademas U(J) = I y por lo tanto, si T esta cerca de J, se tiene que U(T') € G(H).
Demostracion : Calculemos T.U(T) :

n i—1

TUT) =Y > TP Jv" (9.9)

i=1 j=1
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va que R(P;;) C H; Cker J' =kerT" = T'P,; =0; 1 <14 < n. Por otro lado,

n i—1

UT).J =) T'P;J7 "I (9.10)

i=1 j=1

ya que R(P;) C R(J)t = P,;J =0, 1 <i <mn. Por otra parte

JJ = Ppiyy=1—Pas=1- Pu,

i=1

entonces

Veamos que PZ-J-J*h = Pi,iJ*hPi,i,h para 0 < h <i—1. En efecto :

‘]<H“J)_{Hi,j_h si h<j<i—1 =

H,;, st h<i—j
*h(rr \ — i,j+h = J
T ) { 0 si h>i—j.

Luego J*"(H;;_p) = Hy;; y J*"(H, ) C H;5; en cualquier otro caso. Deducimos que

Poad™ = Pid™ (Y Prg) = P ™ Py
r.k

si0<h<i—1,o0sea,sii—h>1. Usando (9.11), si i —h > 2, entonces
Pz‘,iJ*h = H,iJ*hF)z’,i—h = lDi,iJ*thi,i—hJ*J = Pi,z'J*hJ*J .

Si observamos que en la igualdad (9.10), los exponentes de J* no son, en ningin
sumando, mayores que i — 2, llegamos a que (9.9) es igual que (9.10) y por lo tanto,
T.U(T) =U(T).J. El hecho de que U(J) = I es de verificacién directa. .

=

Observaciones 9.11 : 1) En el caso de que J = ¢, , entonces

n—1

UT) = Ton(J)J .

J=0

Mirando la demostracion de la proposicion 9.8, es claro que, en este caso, la hipotesis
©(T) = ¢(J) no es necesaria para que T.U(T") = U(T').J. Luego, en este caso, U define
una seccién local polinémica para 7y, muy similar a la obtenida por L.Fialkow en [13].

2) Si seguimos suponiendo que J = qr(fo), se puede demostrar por simple calculo que si

o(T)=p(J)=(P1,...,P,) =P ,entonces U(T) € G(H).
Pongamos Gp = {V € G(H) : V(ker J*) = ker J* k=1,...,n— 1} . Es claro que
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U(T) € Gp.
Gp es un grupo de Lie-Banach y actia sobre ¢ '(P), que es una subvariedad C*.
Luego el fibrado ( y espacio homogéneo C*)

wi/ap: Gp— ¢ ' (P)
tiene una seccion global C'*°.

Volviendo al caso de J nice Jordan nilpotente de orden n, sabemos que ¢ : S(J) —
PF(H) es C* y podemos definir, para T' € S(J) :

o(T) = Z%(T)%(J) ,

de tal forma que si T estd cerca de J, entonces a(T") € G(H).
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Lema 9.12 : Si J € N, y es nice Jordan, T' € S(J) y o(T) € G(H), entonces

((T) ' Te(T)) = ¢(J) .

Demostracion : Considerando el diagrama conmutativo (4.6), podemos ver que

p(a(T) " Ta(T)) = p(mr(a(T) ™))
= GSu(mp(a(T)™))

= GSp(a(T)or(T)a(T), ..., o(T) i (T)x(T)) .
= GSu(p1(J), - ~-,son(J))
= »(J)

Ahora podemos computar secciones locales para 7; cuando J es un nilpotente nice
Jordan de orden n : Sea V un abierto en L(H), con J € V | tal que ®; ( de (9.5) )
estd bien definida y es C* en V, y tal que si T' € V, entonces

n

aA(T) =) (2)i(T)(®,)i(J) € G(H) (9.13)

i=1
y si U es la aplicacién definida en (9.6),
U@(T) . T.a(T)) € G(H) .

Teorema 9.14 : Sea J € N,,(H) y més aun, J nice Jordan, entonces, con las defini-
ciones anteriores, la funcién w : V — G(H) dada por : dado T" € V,
w(T) = a(T).Ula(T) . T.a(T))

n—1 n

T (@) T)pi( N — JJ*).T

j=0 i=1

es C'° y verifica que

W/VQS(J) YN S(J) — G(H)
es seccién local para 7y : G(H) — S(J) , 7;(V) =VJV L

Demostracion : Que la definicion es buena surge de la eleccion del abierto V. Que w es
C resulta de que en (9.3) vimos que ®; lo es, luego también &, por (9.13) y el hecho
de que U es polinémica. La verificacién de que si T € V N S(J), entonces

my(w(T)) =T
se reduce a tener en cuenta el lema 9.12, la proposicién 9.8 y el hecho de que en VNS(J),
w(T) = a(T).Ula(T) . T.a(T))

por la observacion 9.3 . °
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Observacién 9.15 : En la observacion 8.12 vimos que en el dlgebra de Calkin A(H),
dadot € A(H), existe T € L(H) nice Jordan con T =t si y sélosi m, : G(A(H)) — S(t)
define un espacio homogéneo analitico, y en tal caso tiene secciones polinémicas. Si t
es también nilpotente, en (6.7) se definid

v :5(t) — Po(A(H))
la andloga a ¢ en A(H) y podemos definir también, si p(t) = P,
GS, : L(A(H)) = P(A(H)  y

Sp : G(A(H)) — Po(A(H))

en forma natural ( GS, se puede definir con las mismas férmulas que en (3.2) ). Se
obtiene el siguiente diagrama conmutativo, andlogo a (4.7), entre espacios homogéneos

S(t)
T
G(A(H)) Po(A(H))
I,(A(H))

donde m; y mp son analiticos y ¢, GS, y Sp son O (el hecho de que ¢ sea C* se
deduce de las férmulas (6.14) y (6.7) ).

Corolario 9.16 : Sea J € N, (H) tal que J es Jordan pero no es similar a un nice
Jordan, entonces

¢:S(J)— P (H)
no es continua.

Demostracion : En la construccion de la seccion local w del teorema 9.14, solo se usé
que J fuese Jordan ( proposiciéon 9.8 ) y que ¢ : S(J) — P (H) es continua. Por
lo tanto, si suponemos esto ultimo, se podria construir una seccién local, al menos
continua, para J no similar a un nice Jordan, lo que contradice el teorema 8.11. °

En la seccién 5. se planted el problema de caracterizar los T' € N, (H) tales que ¢/g(r)
es continua. El resultado anterior y el corolario 5.4 (' € NJN,(H) = ¢/sr) es
continua) sugieren la siguiente :

Conjetura 9.17 : Dado T € N, (H), son equivalentes :

i) ¢ : S(T) — P (H) es continua .
ii) 7€ NJN,(H) .
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El problema es el caso T' € N,,(H) — JN,,(H) donde no he conseguido contraejemplos
salvo en el caso n = 2 :

Proposicién 9.18 : Sea T' € Ny(H) — JN,(H). Entonces /gy no es continua.

Demostracion : Por el teorema 2.4, se tiene que T ¢ JNy(H) < R(T') no es cerrado.
Sea, entonces, T' € Ny(H) tal que R(T') no es cerrdo. Sean o(T) = P = (P, P,), H, =
kerT = R(P,) y Hy = ker T+ = R(P,). Como R(T) no es cerrado, se tiene que cero
es punto de acumulacién de o(|T]) — {0} ( |T'| = (T*T)z ). Sean, paran € N, Q, =
Ro,1/m) (|T]). Es facil ver que dim Hy = dim Hy = oo y ademas, Vn € N, dim R(Q,,) =
0.

Sean, entonces, V,, , W,, subespacios cerrados tales que
dimV,, =dimW, =00 yV,1lW, = R(Q,) VneN.

Como |T'| es acotado inferiormente en Hy © R(Q,,), deducimos que T'(Hy © R(Q,,)) es
cerrado y es facil ver que dim[H; & T'(Hs © R(Q,))] = oc.

Sean, finalmente, U,, € U(H) ( es decir, unitarios ) tales que

1) Un/rimerq.) = Id (= U/rimerq.) = 1d).

ii) Un[H1 ©T(Hy © R(Qn))] = [Hi © T(Hy © R(Qn))] © Vs
(= Us([Hi ©T(Hy © R(Qn))] ® Vo) = Hy © T(Hy © R(Qn)) ).

i) Un(R(@n)) =Wn (= Up(Wn) = W, LV, = R(Qn) ).
) Un/mer@n = 1d (= Up/mer@. = 1d).

Veremos que
a) U, T.U* —=T.

b) Vn e N, kerT C ker(U,.T.U}), pero no son iguales.
En efecto, dado x € H con ||z]| = 1, sea v = x1 + 9 + x3 + x4 con ¥y € Hy, x5 €
Vo, 3 € Wy vy 24 € Hy © R(Q,,). Es claro que Vn € N, T(z1) = U, TU}(z1) = 0 ya
que U}(H,) C H;.

Sea T'= U|T| la descomposicién polar, entonces ||T(y)|| = || |T|(y)|| Vy € H. Luego si
y € R(Qn) vy ||yl <1, se tiene que

1T = IUITRn()] < T1@n W)l < NT1Qnll = £ (T
donde f,, : o(|T|) — R esta dada por f,(a) = a.R 1/n)(a). Entonces

IT@)I < sup{lfa(@)] - a € 01T} <
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Ahora, como U (V,) C Hy y ||z2]] <1, tenemos que

(U TU, = T)(w2)|| = 1T (22) || <

S|

Ademas [|z3]] < 1y, como U(W,) C R(Q,), tenemos

[(ULTU, = T)(xs)l| < T (U5 (s))|| + 1T (xs)]] <

S

Finalmente, como U}/ m,cr@,) = Idy x4 € Hy © R(Qy),
[ULTU, = T) ()l = UnT (24) = T(za)[| = [[(Un = DT (24)]| = 0
ya que T(xz4) € T(Hy © R(Q,)) v la condicién (i). Resumiendo, si x € H y [|z]| = 1,
entonces 3
IUTU =T) )l <~ = [UTU; = T =0
y tenemos (a). Para terminar, por la definicién de los U,

ker U, TU" = U, (ker T) = U, (H,) = H, &V,

y por lo tanto,
| Peervntvz — Prerrl] = | Py, || =1 , VneN

y entonces ¢ : S(T') — P, (H) no puede ser continua. .

Para finalizar este trabajo, enfocaremos el problema del levantamiento ”explicito” de
curvas C™

p:10,1] = S(T) ; p0)=T (9.19)
(c0) 0

para T ~ J = qn ', en el sentido de encontrar I' : [0,1] — G(H) C* tal que
ar ol = p, es decir, T({)TT(t)"! = p(t) , t € [0,1] y T(0) = I . La existencia de
levantamiento esta garantizada por ser

mr: G(H) — S(T)

un espacio homogéneo analitico. Lo que se hara es tratar de computar una levantada a
curvas de tipo (9.19), aplicando los resultados de Corach-Porta-Recht sobre conexiones
en el fibrado

np:U(H) — P,(H)

donde P € P,(H) y 7p(U) = UPU* = (UP,U*,...,UP,U").
Sea, entonces, p : [0,1] — S(T') como en (9.19). Sea

a:0,1] = P,(H) , «at)=w(p(t)), tel0,1]. (9.20)

Es claro que a es también C*°. Sea I la solucién del sistema de ecuaciones diferenciales

r = (Zl djoy) T (9.21)
r0)=1.
Entonces I' verifica (ver [9] o [10])
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L T()ar (0T () =ap(t) , 1<k<n.

2. Para todo t € [0,1], T'(t)* =T(¢)~' , es decir, I'(t) € U(H) .

Sea Q@ € U(J) ={UJU*:U € U(H)}, o sea ) ~ g™ tal que 0(Q) = ¢(T) ( es facil
ver que un tal @) se puede encontrar ) y sea p : [0,1] — S(J) dada por

p(t) =TOQT ()" =me(l'(t)) ; tel[0,1]. (9.22)
Entonces 5(]0,1]) C U(J) , es decir, p(t) ~ ¢ V¢ € [0,1]. Luego

p(p(t)) = p(ma(L (1)) = Sp(L(t)) = T(H)a(0)T ()™ = alt) = ¢(p(t))
y, aplicando la observacién 9.11 (2), se tiene que

Upalt) = 3 ol an(tFn)™ € G(H) Ve ,1] y

0

Up@®)P()U,0(t) " = p(t) -

Es claro, ademas, que U, ¢ : [0,1] — G(H) es C*°. Definamos R : [0, 1] — G(H) dada

por

3
—_

=
Il

R(t) =U,o)T()U,0(0)" | tel0,1]. (9.23)
Claramente R es C® y

RMOTR()™ = UpoO)T(HQT () U,pq(t) ™
- p,Q(t)ﬁ(t)Up,Q(t)_l
=p(t) -

Es decir que R es una levantada C*° de p hacia G(H) y
R(0) = Up@(0)T(0)Upq(0) " = 1.

El problema es que R depende de la eleccion de @ >~ q,(fo) tal que p(Q) = ¢(T) = a(0).
Veremos a continuacion que, en realidad, R no depende de la eleccién de ). Lo
haremos viendo que en cada término de la férmula (9.23), las cosas que dependen
de () desaparecen, con lo cual R solo dependera de los valores de p . En efecto,
p(t) =THQI(E)" = p(t) =T(O)QT)" = pt)" =THQT(®)", i €N, t €[0,1].
Luego



Entonces

[(t) = Zp(t)ian(t)r(t)cg*i , tel0,1].

Por otro lado, por la definicién de I' | a,,(¢)I'(t) = I'(¢)a, (0), entonces

n—1

UpalT(t) = Y o T(Han(0)Q"
y por lo tanto,
= o) T()an(0)QUpe0) ™" (9.24)

Llamemos P; = «;(0). Para ver que R no depende de ) bastaria ver que cada término
P,Q*U,0(0)7, 0 <i<n—1(queno depende de t ) es independiente del Q elegido.

Sea Ugr = Sy Q'P,T* = 3" (T'P,Q")* = U, o(0)*. Luego Ugr € G(H).
Por un razonamiento similar a varios anterlores se llega a que P,Q"Q" A0 i=jy
en tal caso Q*Q" = Pye g = P,Q"Q" = P, para 0 < i < n — 1. Entonces

n—1 n—1
Upo(0).Ugr =Y T'P,Q".Y Q'P,TY
i=0 =0

n—1
=Y TP.QQ'PTY

i.j=0

= Z_: T'P,T* € G(H)

y, claramente, no depende de Q. Sea, entonces Vy = Y27 T*P,T*]~!. Tenemos que

(Up(0))™! = Ugur-Vr .

Volviendo a lo anterior, P,Q*U,(0)"! = P,Q*UqgrVr y bastarfa ver que P,Q*Uqr
no depende de @ ( Vr depende solo de T'= p(0) ). En efecto,

n—1

7=0
y, finalmente, podemos decir que la levantada

R<t> = Up Q<t>r<t>Up Q(0>_1

n—1
Z p(t B,T*.() _T'P,T%)"!
7=0
es C* y no depende del @) elegido. °
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